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TÓM TẮT 
Trong bài báo này, các điều kiện tối ưu cần và đủ cho bài toán tối 
ưu điều khiển mờ với nhiều biến phụ thuộc đã được nghiên cứu 
bằng cách sử dụng đạo hàm granular. Trước tiên, điều kiện cần tối 
ưu dùng cách tiếp cận đạo hàm theo hướng được khảo sát. Tiếp 
theo, điều kiện đủ tối ưu được thiết lập bằng cách sử dụng các giả 
thiết lồi. Tính thiết yếu của điều kiện đủ, ít được khảo sát trong các 
bài báo về tối ưu điều khiển mờ trước đây, được minh họa thông 
qua một ví dụ chi tiết. Cuối cùng, một mô hình ứng dụng cho bài 
toán điều khiển mờ theo sát quỹ đạo được trình bày. 

Từ khóa: Giả thiết lồi, bài toán tối ưu điều khiển mờ, bài toán điều 
khiển mờ theo sát quỹ đạo, đạo hàm granular, điều kiện tối ưu 

ABSTRACT 
In this paper, we investigate the necessary and sufficient optimality 
conditions for the fuzzy optimal control problem with several 
dependent variables via granular derivatives. By using the 
directional derivative approach, we first examine the necessary 
optimality condition. Then, the sufficient condition is established 
under convex assumptions. To emphasize the significance of the 
sufficient condition, which has received limited attention in 
previous fuzzy control optimization studies, a detailed example is 
provided. Finally, an application model for the fuzzy tracking 
problem is presented. 

Keywords:  Convexity, fuzzy optimal control problems, fuzzy 
tracking problem, granular derivatives, optimality conditions 

1. MỞ ĐẦU  

Bài toán tối ưu điều khiển hay điều khiển tối ưu 
(optimal control problem) là một bài toán quan trọng 
trong các bài toán tối ưu hóa. Trong trường hợp một 
biến, bài toán tối ưu điều khiển thay hàm vận tốc 
𝑥̇𝑥(𝑡𝑡) = 𝑣𝑣(𝑡𝑡) trong bài toán tối ưu hóa biến phân 
(variational problem) của một chuyển động 𝑥𝑥 =

𝑥𝑥(𝑡𝑡) bằng một hàm vận tốc dạng 𝑥̇𝑥(𝑡𝑡) =
𝑔𝑔(𝑥𝑥(𝑡𝑡),𝑢𝑢(𝑡𝑡), 𝑡𝑡); trong  đó, 𝑢𝑢(𝑡𝑡) là hàm điều khiển. 
Khi đó, nghiệm tối ưu trong bài toán tối ưu hóa biến 
phân của một chuyển động 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥(𝑡𝑡) có thể xem là 
quỹ đạo chuyển động tối ưu theo các quy luật tự 
nhiên; còn nghiệm tối ưu của bài toán tối ưu điều 
khiển là quỹ đạo chuyển động tối ưu khi có sự điều 
khiển của con người bởi hàm điều khiển 𝑢𝑢 = 𝑢𝑢(𝑡𝑡). 
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Các kiến thức cơ bản của bài toán tối ưu điều khiển 
và bài toán tối ưu hóa biến phân có thể tham khảo 
trong các sách (Hestenes, 1966; Seierstad & 
Sydsaeter, 1986; Lewis et al., 2012). Trong các bài 
toán tối ưu hóa, có nhiều yếu tố dẫn đến sự thiếu 
chính xác trong dữ liệu (Bellman & Zadeh, 1970) 
chẳng hạn như các yếu tố ảnh hưởng của môi trường 
bên ngoài gồm có nhiệt độ, áp suất, thời tiết, các yếu 
tố sai số do đo đạc, các yếu tố thiếu chính xác trong 
quá trình lấy ý kiến khảo sát. Để xác định nghiệm 
tối ưu chính xác hơn, các bài toán tối ưu hóa biến 
phân và tối ưu điều khiển được mở rộng thành các 
bài toán tối ưu hóa điều khiển dạng thời gian liên tục 
giá trị khoảng (Tung & Tam, 2022), bài toán tối ưu 
hóa biến phân mờ (Farhadinia,  2011; Tung & Tam, 
2023; Bohner et al., 2025; Le et al., 2025) hay các 
bài toán tối ưu điều khiển mờ (Najariyan & Zhao, 
2017; Dong et al., 2020; Treanţă, 2022). Trong thời 
gian gần đây, một cách biểu diễn mới cho số mờ sử 
dụng hàm thuộc dạng không gian được đề xuất bởi 
Piegat and Landowski (2015). Các biểu diễn này có 
một số lợi thế hơn so với các dạng đạo hàm theo tập 
mức hay đạo hàm Hukuhara trong một số trường 
hợp, do không phải chia bài toán thành nhiều bài 
toán theo các trường hợp biểu diễn của số mờ. Nhiều 
kết quả gần đây đã sử dụng cách biểu diễn này và 
thu được nhiều kết quả mới trong phương trình vi 
phân mờ (Son et al., 2019), hệ động lực mờ (Truong 
et al., 2025), bài toán tối ưu điều khiển phân số mờ 
(Najariyan & Zhao, 2017; Dong et al., 2020), mô 
hình quản lý kho hàng mờ (Khatua et al., 2021). Các 
điều kiện tối ưu là một trong các điều kiện thiết yếu 
trong việc tìm nghiệm chính xác của bài toán tối ưu 
điều khiển mờ cũng như xây dựng các thuật toán để 
tìm nghiệm xấp xỉ.  Điều kiện cần tối ưu cho bài toán 
tối ưu điều khiển mờ một biến sử dụng hàm thuộc 
dạng không gian đã được khảo sát trong (Mustafa et 
al., 2021). Tuy nhiên, điều kiện cần tối ưu cho tối ưu 
điều khiển mờ nhiều biến chưa được khảo sát. Hơn 
nữa, hầu hết các kết quả về điều kiện tối ưu cho bài 
toán tối ưu điều khiển mờ trước đây như (Najariyan 
& Zhao, 2017; Fard et al., 2018; Dong et al., 2020; 
Khatua et al., 2021; Mustafa et al., 2021) chỉ là điều 
kiện cần, và rất ít các bài báo khảo sát điều kiện đủ 
tối ưu. Dựa trên những phân tích trên, điều kiện cần 
và điều kiện đủ tối ưu cho bài toán tối ưu mờ nhiều 
biến phụ thuộc được khảo sát trong bài báo này. Một 
ví dụ chi tiết cũng được trình bày để minh họa cho 
tính cần thiết của điều kiện đủ tối ưu. Ngoài ra,  một 
mô hình ứng dụng cho bài toán điều khiển mờ theo 
sát quỹ đạo được trình bày. 

2. KIẾN THỨC CHUẨN BỊ 

Trong bài báo này, kí hiệu 𝐾𝐾𝐶𝐶  là lớp của tất cả 
các khoảng đóng và bị chặn trong ℝ. Tập hợp A� 
được xác định bởi 

𝐀𝐀� = {(𝒖𝒖,𝛍𝛍𝐀𝐀�(𝒖𝒖))| 𝒖𝒖 ∈ ℝ,𝛍𝛍𝐀𝐀�(𝒖𝒖) ∈ [𝟎𝟎,𝟏𝟏]} 

được gọi là một tập con mờ của tập ℝ. Số mờ A� 
là một tập con mờ A�  thỏa tính chất: μA�  là hàm nửa 
liên tục, tựa lõm; tồn tại u0ϵ ℝ  sao cho μA�(u0) = 1 
và cl {u: μA�(u) > 0} là tập compact trên ℝ. Tập tất 
cả các số mờ trên ℝ được kí hiệu là 𝐹𝐹(ℝ). Một số 
mờ 𝑢𝑢�  được gọi là số chuẩn tắc trong trường hợp các 
hàm số 𝜂𝜂1(𝜇𝜇) = 𝑢𝑢𝜇𝜇𝐿𝐿 và 𝜂𝜂2(𝜇𝜇) = 𝑢𝑢𝜇𝜇𝑅𝑅 là liên tục trên 
đoạn [0,1], với �𝑢𝑢𝜇𝜇𝐿𝐿 ,𝑢𝑢𝜇𝜇𝑅𝑅� = [𝑢𝑢�]𝜇𝜇. Tập tất cả các số 
mờ chuẩn tắc trên ℝ kí hiệu 𝐹𝐹𝐶𝐶(ℝ). Hàm số 𝜙𝜙�:ℝ →
𝐹𝐹𝐶𝐶(ℝ) với giá trị 𝜙𝜙�(𝑡𝑡) là một số mờ trong 𝐹𝐹𝐶𝐶(ℝ) 
được gọi là một hàm mờ. 

Định nghĩa 2.1. (Piegat & Landowski, 2015) 
Cho 𝑢𝑢� : [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] → [0,1] ở trong 𝐹𝐹𝐶𝐶(ℝ). Khi đó, hàm 
thuộc dạng không gian của 𝑢𝑢�  được định nghĩa như 
sau 

𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔: [0,1] × [0,1] → [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] 

(𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑢𝑢) ↦ 𝑡𝑡: = 𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔(𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑢𝑢) = 𝑢𝑢𝜂𝜂𝐿𝐿 + �𝑢𝑢𝜂𝜂ℝ − 𝑢𝑢𝜂𝜂𝐿𝐿�𝛼𝛼𝑢𝑢 

Trong đó, “𝑔𝑔𝑔𝑔” kí hiệu cho thông tin cốt lõi 
(granule) được chứa trong 𝑡𝑡 ∈ [𝑎𝑎, 𝑏𝑏], 𝜇𝜇 ∈ [0,1] và 
𝛼𝛼𝑢𝑢 ∈ [0,1]. Hàm thuộc dạng không gian của 𝑢𝑢� ∈
𝐹𝐹𝐶𝐶(ℝ) cũng được kí hiệu là ℋ(𝑢𝑢�): = 𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔(𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑢𝑢). 

Mệnh đề 2.1. (Piegat & Landowski, 2015; Son 
et al., 2019) Hàm ngược ℋ−1�𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔(𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑢𝑢)�  của 
 𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔(𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑢𝑢) là số mờ 𝑢𝑢�  với tập mức-𝜇𝜇  là 

�ℋ−1�𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔(𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑢𝑢)��𝜇𝜇 = [𝑢𝑢�]𝜇𝜇 =

� inf
𝛽𝛽≥𝜇𝜇

min
𝛼𝛼𝑢𝑢

𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔(𝛽𝛽,𝛼𝛼𝑢𝑢), sup
𝛽𝛽≥𝜇𝜇

max
𝛼𝛼𝑢𝑢

𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔(𝛽𝛽,𝛼𝛼𝑢𝑢)�. 

Định nghĩa 2.2. Cho 𝑢𝑢� , 𝑣𝑣�: [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] → [0,1] trong 
𝐹𝐹𝐶𝐶(ℝ). 

(i) 𝑢𝑢� = 𝑣𝑣� nếu ℋ(𝑢𝑢�) = ℋ(𝑣𝑣�) với mọi 𝛼𝛼𝑢𝑢 =
𝛼𝛼𝑣𝑣 ∈ [0,1] và 𝜇𝜇 ∈ [0,1]. 

(ii) 𝑢𝑢� ≥ 𝑣𝑣� nếu ℋ(𝑢𝑢�) ≥ ℋ(𝑣𝑣�) với mọi 𝛼𝛼𝑢𝑢 =
𝛼𝛼𝑣𝑣 ∈ [0,1] và 𝜇𝜇 ∈ [0,1]. 

(iii) 𝑢𝑢� > 𝑣𝑣� nếu ℋ(𝑢𝑢�) > ℋ(𝑣𝑣�) với mọi 𝛼𝛼𝑢𝑢 =
𝛼𝛼𝑣𝑣 ∈ [0,1] và 𝜇𝜇 ∈ [0,1]. 

Hiệu granular của số mờ 𝑢𝑢�  và số mờ 𝑣𝑣�, kí hiệu 
bởi 𝑢𝑢�  ⊖𝑔𝑔𝑔𝑔 𝑣𝑣�, là một số mờ có hàm thuộc dạng 
không gian xác định bởi 
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ℋ�𝑢𝑢�  ⊖𝑔𝑔𝑔𝑔 𝑣𝑣�� = ℋ(𝑢𝑢�) −ℋ(𝑣𝑣�). 

Các phép toán khác định nghĩa tương tự. 

Định nghĩa 2.3. Cho 𝜙𝜙�: [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] → 𝐹𝐹𝐶𝐶(ℝ) là một 
hàm mờ. 

(i) (Mazandarani et al., 2017) Hàm mờ 𝜙𝜙� được 
gọi là khả vi granular (gr-khả vi) tại 𝑡𝑡0 ∈ (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) nếu 
tồn tại số mờ  𝑑𝑑𝑔𝑔𝑔𝑔𝜙𝜙

(𝑡𝑡0)

𝑑𝑑𝑑𝑑
∈ 𝐹𝐹𝐶𝐶(ℝ) sao cho giới hạn sau 

tồn tại: 

lim
ℎ→0

𝜙𝜙�(t0 + ℎ) ⊖𝑔𝑔𝑔𝑔 𝜙𝜙�(𝑡𝑡0)
ℎ

=
𝑑𝑑𝑔𝑔𝑔𝑔𝜙𝜙(𝑡𝑡0)

𝑑𝑑𝑑𝑑
, 

trong đó giới hạn được lấy trong không gian 
mêtric (𝐹𝐹𝐶𝐶(ℝ), Dgr). 

Mệnh đề 2.2. (Mazandarani et al., 2017; Son et 
al., 2019)  Hàm mờ 𝜙𝜙� ∶  [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]  → 𝐹𝐹𝐶𝐶(ℝ) khả vi 
granular tại 𝑡𝑡0 ∈ [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] nếu và chỉ nếu hàm thuộc 
dạng không gian của nó ℋ�𝜙𝜙�(𝑡𝑡)� = 𝜙𝜙𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜙𝜙� 
khả vi ứng với 𝑡𝑡 tại điểm đó. Hơn nữa, 

ℋ�𝑑𝑑𝑔𝑔𝑔𝑔𝜙𝜙
�(𝑡𝑡)

𝑑𝑑𝑑𝑑
� = 𝜕𝜕ℋ𝜙𝜙�(𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕
  . 

Định nghĩa 2.4. Cho 𝜙𝜙� ∶  [a, b]  → 𝐹𝐹𝐶𝐶(ℝ) là 
hàm có giá trị mờ. 

(i) ∁([a, b]) là không gian của tất cả các hàm mờ 
liên tục trên [a, b], nghĩa là, 

∁([a, b]) = �𝜙𝜙� ∶  𝜙𝜙�  liên tục trên [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]�. 

(ii) ∁1([a, b]) là không gian của tất cả các hàm 
mờ gr-khả vi liên tục trên [a, b], nghĩa là, 

∁1([a, b]) = {𝜙𝜙� ∶ ∃𝜙̇𝜙�:  [a, b]  
→ 𝐹𝐹𝐶𝐶(ℝ) và 𝜙̇𝜙�  liên tục trên [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]}. 

Nhận xét 2.1. Hàm mờ 𝜙𝜙�: [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] → 𝐹𝐹𝐶𝐶(ℝ) khả 
vi liên tục trên [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] nếu và chỉ nếu hàm thuộc dạng 
không gian ℋ�𝜙𝜙�(𝑡𝑡)� = 𝜙𝜙𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜙𝜙� khả vi liên 
tục trên [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]. 

Định nghĩa 2.5. (Mazandarani et al., 2017; Son 
et al., 2019) Tích phân của hàm mờ 𝜙𝜙�: [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] →

𝐹𝐹𝐶𝐶(ℝ), kí hiệu ∫�𝑎𝑎
𝑏𝑏
𝜙𝜙�(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑,  tồn tại nếu tồn tại một số 

mờ 𝑚𝑚� = ∫�𝑎𝑎
𝑏𝑏
𝜙𝜙�(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑 và 

ℋ�∫�𝑎𝑎
𝑏𝑏
𝜙𝜙�(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑� = ℋ(𝑚𝑚�) = � ℋ �𝜙𝜙�(𝑡𝑡)�

𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑 

=  � 𝜙𝜙𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡,𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜙𝜙�
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑. 

Các định nghĩa và mệnh đề trong mục này được 
dùng trong các tính toán các phép toán dạng granular 
trên số mờ trong phần tiếp theo. 

Bổ đề 2.1. (Hestenes, 1966; Lewis et al., 2012; 
Clarke, 2013) 

Giả sử rằng 𝜙𝜙(𝑡𝑡) là hàm có giá trị thực liên tục 
trên [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]. Nếu∫ 𝜙𝜙(𝑡𝑡)𝜂𝜂(𝑡𝑡)𝑏𝑏

𝑎𝑎 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0  với mọi  
𝜂𝜂(𝑡𝑡) ∈ 𝐶𝐶1[𝑎𝑎, 𝑏𝑏]  sao cho 𝜂𝜂(𝑎𝑎) =  𝜂𝜂(𝑏𝑏) =  0, thì 
𝜙𝜙(𝑡𝑡) = 0 với mọi 𝑡𝑡 ∈ [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]. 

Bổ đề 2.2. (Hestenes, 1966; Lewis et al., 2012; 
Clarke, 2013) 

Cho hệ 𝑚𝑚 hàm (𝑛𝑛 + 𝑚𝑚 biến số) 𝐹𝐹𝑖𝑖:ℝ𝑛𝑛 × ℝ𝑚𝑚 →
ℝ(𝑖𝑖 = 1, … ,𝑚𝑚) thỏa 

(i) 𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛,𝑦𝑦1, … ,𝑦𝑦𝑚𝑚)(𝑖𝑖 = 1, … ,𝑚𝑚) là các 
hàm liên tục cùng với các đạo hàm riêng trong lân 
cận 𝛥𝛥  của điểm (0, … ,0,0, … ,0) = (0𝑛𝑛, 0𝑚𝑚); 

(ii) 𝐹𝐹𝑖𝑖(0𝑛𝑛 , 0𝑚𝑚) = 0 (𝑖𝑖 = 1, … ,𝑚𝑚) và định thức 
Jacobi 

�
(𝐹𝐹1)𝑦𝑦1

′ (0𝑛𝑛, 0𝑚𝑚) … (𝐹𝐹1)𝑦𝑦𝑚𝑚
′ (0𝑛𝑛, 0𝑚𝑚)

… … …
(𝐹𝐹𝑚𝑚)𝑦𝑦1

′ (0𝑛𝑛 , 0𝑚𝑚) … (𝐹𝐹𝑚𝑚)𝑦𝑦𝑚𝑚
′ (0𝑛𝑛 , 0𝑚𝑚)

� ≠ 0. 

Khi đó, tồn tại lân cận 𝑆𝑆𝛿𝛿(0𝑛𝑛)  và 𝑆𝑆𝜖𝜖(0𝑚𝑚) sao 
cho 

(a) Với mọi 𝑥𝑥 ∈ 𝑆𝑆𝛿𝛿(0𝑛𝑛) tồn tại duy nhất 𝑦𝑦 ∈
 𝑆𝑆𝜖𝜖(0𝑚𝑚), kí hiệu 𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑥𝑥1, , … , 𝑥𝑥𝑛𝑛)(𝑖𝑖 =
1, … ,𝑚𝑚) sao cho 

�
𝐹𝐹1�𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛 , 𝑓𝑓1(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛), … , 𝑓𝑓𝑚𝑚(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛)� = 0

…
𝐹𝐹𝑚𝑚�𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛 , 𝑓𝑓1(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛), … , 𝑓𝑓𝑚𝑚(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛)� = 0.

 

(b) Hơn nữa, các hàm 𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑥𝑥1, , … , 𝑥𝑥𝑛𝑛)(𝑗𝑗 =
1, … ,𝑚𝑚) cũng có các đạo hàm riêng liên tục 
𝜕𝜕𝑦𝑦𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

(𝑗𝑗 = 1, … ,𝑛𝑛). 

Các Bổ đề 2.1 và 2.2 được dùng trong chứng 
minh điều kiện cần tối ưu trong mục tiếp theo. 

3. ĐIỀU KIỆN TỐI ƯU 

Trong bài báo này, xét bài toán tối ưu điều khiển 
mờ của nhiều biến số phụ thuộc dạng như sau 

(FOCP): mın� 𝐽𝐽(𝑥𝑥�,𝑢𝑢�) = 𝐽𝐽(𝑥𝑥�1, … , 𝑥𝑥�𝑛𝑛,𝑢𝑢�1, … ,𝑢𝑢�𝑛𝑛) 

= ∫�0
𝑇𝑇
𝑓𝑓(𝑥𝑥�1(𝑡𝑡), … ,𝑥𝑥�𝑛𝑛(𝑡𝑡),𝑢𝑢�1(𝑡𝑡), … ,𝑢𝑢�𝑛𝑛(𝑡𝑡), 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑, 

với 

𝑥̇𝑥�1(𝑡𝑡) = 𝑔𝑔�1(𝑥𝑥�1(𝑡𝑡), … , 𝑥𝑥�𝑛𝑛(𝑡𝑡),𝑢𝑢�1(𝑡𝑡), … ,𝑢𝑢�𝑛𝑛(𝑡𝑡), 𝑡𝑡)  
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𝑥̇𝑥�𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 𝑔𝑔�n(𝑥𝑥�1(𝑡𝑡), … , 𝑥𝑥�𝑛𝑛(𝑡𝑡),𝑢𝑢�1(𝑡𝑡), . ,𝑢𝑢�𝑛𝑛(𝑡𝑡), 𝑡𝑡) 

𝑥𝑥�1(0) = 𝑥𝑥�0,1, … , 𝑥𝑥�𝑛𝑛(0) = 𝑥𝑥�0,𝑛𝑛, 𝑥𝑥�1(𝑇𝑇) =
𝑥𝑥�𝑇𝑇,1, … , 𝑥𝑥�𝑛𝑛(𝑇𝑇) = 𝑥𝑥�𝑇𝑇,𝑛𝑛, 

trong đó, 𝑥𝑥�1, … , 𝑥𝑥�𝑛𝑛 ,𝑢𝑢�1, … ,𝑢𝑢�𝑛𝑛 ∈ ∁1([0, T]), hàm 
𝑓𝑓 ,𝑔𝑔�j:𝐹𝐹C(ℝ)2𝑛𝑛 × ℝ → 𝐹𝐹C(ℝ)(𝑗𝑗 = 1, … ,𝑛𝑛) là các 
hàm thuộc lớp ∁1 và 𝐽𝐽: (∁1([0, T]))𝑛𝑛 → 𝐹𝐹C(ℝ). Để 
thuận tiện, ta kí hiệu 

𝑓𝑓[𝑥𝑥�,𝑢𝑢�](𝑡𝑡)
= 𝑓𝑓(𝑥𝑥�1(𝑡𝑡), … , 𝑥𝑥�𝑛𝑛(𝑡𝑡),𝑢𝑢�1(𝑡𝑡), … ,𝑢𝑢�𝑛𝑛(𝑡𝑡), 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑, 

𝑔𝑔�𝑗𝑗[𝑥𝑥�,𝑢𝑢�](𝑡𝑡)
= 𝑔𝑔�𝑗𝑗(𝑥𝑥�1(𝑡𝑡), … , 𝑥𝑥�𝑛𝑛(𝑡𝑡),𝑢𝑢�1(𝑡𝑡), … ,𝑢𝑢�𝑛𝑛(𝑡𝑡), 𝑡𝑡), 𝑗𝑗
= 1, … ,𝑛𝑛, 

𝑥𝑥�0 = �𝑥𝑥�0,1, … , 𝑥𝑥�0,𝑛𝑛�, 𝑥𝑥�𝑇𝑇 = �𝑥𝑥�𝑇𝑇,𝑏𝑏 , … , 𝑥𝑥�𝑇𝑇,𝑛𝑛�. 

Tập các điểm chấp nhận được của (FOCP) là 

Ω� = {(𝑥𝑥�,𝑢𝑢�) ∈ (∁1([0, T]))2𝑛𝑛 |𝑥̇𝑥𝚥𝚥�(𝑡𝑡) = 𝑔𝑔�𝑗𝑗[𝑥𝑥�,𝑢𝑢�](𝑡𝑡),
𝑗𝑗 = 1, … ,𝑛𝑛, 𝑥𝑥�(0) = 𝑥𝑥�0, 𝑥𝑥�(𝑇𝑇)
= 𝑥𝑥�𝑇𝑇}. 

Hàm (𝑥𝑥�∗,𝑢𝑢�∗) ∈ (∁1([0, T]))2𝑛𝑛   là nghiệm tối ưu 
địa phương của (FOCP) nếu tồn tại lân cận 𝑁𝑁 của 
(𝑥𝑥�∗,𝑢𝑢�∗) sao cho 

𝐽𝐽(𝑥𝑥�∗,𝑢𝑢�∗) ≤ 𝐽𝐽(𝑥𝑥�,𝑢𝑢�),∀(𝑥𝑥�,𝑢𝑢�) ∈ 𝑈𝑈 ∩  Ω�. 

Nếu 𝑁𝑁 = (∁1([0, T]))2𝑛𝑛 thì 𝑥𝑥� là nghiệm tối ưu 
toàn cục của (FOCP). 

Bài toán tối ưu điều khiển mờ dạng granular 
tương ứng với (FOCP), kí hiệu (GOCP), có dạng 
như sau 

(GOCP): min 𝐽𝐽𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔))

= � 𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥1
𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥1�, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛

𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥𝑛𝑛�,
𝑇𝑇

0
 

với 

𝑥̇𝑥1
𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥̇𝑥1� = 𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥1
𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥1�, . , 𝑥𝑥𝑛𝑛

𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥𝑛𝑛�, 

,𝑢𝑢1
𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑢𝑢1), … ,𝑢𝑢𝑛𝑛

𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑢𝑢𝑛𝑛), 𝑡𝑡) 

…………………………………………… 

𝑥̇𝑥𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥̇𝑥𝑛𝑛�

= 𝑔𝑔𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔𝑥𝑥1

𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥1�, . , 𝑥𝑥𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥𝑛𝑛) 

,𝑢𝑢1
𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑢𝑢1), … ,𝑢𝑢𝑛𝑛

𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑢𝑢𝑛𝑛), 𝑡𝑡) 

𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑔𝑔𝑔𝑔�0, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥𝑖𝑖� = 𝑥𝑥0,𝑖𝑖

𝑔𝑔𝑔𝑔�𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥0,𝑖𝑖�, 

𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑇𝑇, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥𝑖𝑖� = 𝑥𝑥𝑇𝑇,𝑖𝑖

𝑔𝑔𝑔𝑔�𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥𝑇𝑇,𝑖𝑖�, 

∀𝛼𝛼𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝛼𝛼𝑥𝑥0,𝑖𝑖 = 𝛼𝛼𝑥𝑥𝑇𝑇,𝑖𝑖
(𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛). 

Để thuận tiện, ta kí hiệu 

𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔]�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑓𝑓�
= 𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥1

𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥1�, . , 𝑥𝑥𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥𝑛𝑛�, …, 

,𝑢𝑢1
𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑢𝑢1), … ,𝑢𝑢𝑛𝑛

𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑢𝑢𝑛𝑛), 𝑡𝑡) 

𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔]�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑓𝑓�

= 𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥1

𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥1�, . , 𝑥𝑥𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥𝑛𝑛�, …, 

,𝑢𝑢1
𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑢𝑢1), … ,𝑢𝑢𝑛𝑛

𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑢𝑢𝑛𝑛), 𝑡𝑡) 

𝑗𝑗 = 1, … ,𝑛𝑛, 

ℋ�𝑥𝑥�(𝑡𝑡)� = �ℋ�𝑥𝑥�1(𝑡𝑡)�, . . ,ℋ�𝑥𝑥�n(𝑡𝑡)�� = 𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 , 

ℋ−1(𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔) = �ℋ−1�𝑥𝑥1
𝑔𝑔𝑔𝑔�, … ,ℋ−1�𝑥𝑥n

𝑔𝑔𝑔𝑔�� = 𝑥𝑥�(𝑡𝑡), 

tương tự cho 𝑢𝑢�(𝑡𝑡),𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔 . 

Với các hàm 𝜑𝜑:ℝ2𝑛𝑛+3 → ℝ dạng 
𝜑𝜑(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛 ,𝑢𝑢1, … ,𝑢𝑢𝑛𝑛, 𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜑𝜑) (như các hàm 𝑓𝑓,𝑔𝑔𝑗𝑗) 
kí hiệu 𝜕𝜕𝑖𝑖𝜑𝜑 = 𝜑𝜑𝑥𝑥𝑖𝑖

′(𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛) và 𝜕𝜕𝑖𝑖𝜑𝜑 = 𝜑𝜑𝑢𝑢𝑖𝑖
′(𝑖𝑖 =

𝑛𝑛 + 1, … ,2𝑛𝑛).  

Tập các điểm chấp nhận được của (GOCP) là 

Ωgr = {(𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 , ugr) ∈ (𝐶𝐶1[0,𝑇𝑇])2𝑛𝑛 | 

𝑥̇𝑥𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 �𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥̇𝑥𝑗𝑗� = 𝑔𝑔𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔] �𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑔𝑔𝑗𝑗� , 𝑗𝑗
=    1, … ,𝑛𝑛, 𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔(0)
= 𝑥𝑥0

𝑔𝑔𝑔𝑔 , 𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑇𝑇) = 𝑥𝑥𝑇𝑇
𝑔𝑔𝑔𝑔}. 

Hàm (𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔) ∈  (𝐶𝐶1[0,𝑇𝑇])2𝑛𝑛   được gọi là 
nghiệm tối ưu địa phương của (GOCP) nếu tồn tại 
lân cận 𝑁𝑁𝑔𝑔𝑔𝑔  của (𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔) sao cho 

𝐽𝐽(𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔)  ≤ 𝐽𝐽(𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 , ugr),∀𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 ∈ 𝑈𝑈𝑔𝑔𝑔𝑔 ∩ Ωgr. 

Nếu 𝑁𝑁𝑔𝑔𝑔𝑔 = (𝐶𝐶1[0,𝑇𝑇])2𝑛𝑛 thì (𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔) là 
nghiệm tối ưu toàn cục của (GOCP). 

Mệnh đề sau được chứng minh tương tự như các 
dạng khác của bài toán biến phân mờ trong (Tung & 
Tam, 2023; Le et al., 2025). 

Mệnh đề 3.1. Giả sử ℋ:𝛺𝛺� ⊂ 𝐹𝐹𝐶𝐶(ℝ)2𝑛𝑛 →
𝛺𝛺𝑔𝑔𝑔𝑔 ⊂ ℝ𝑛𝑛 được xác định bởi ℋ((𝑥𝑥�(𝑡𝑡),𝑢𝑢�(𝑡𝑡))) =
(𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔) là song ánh thì 

(i) ℋ�Ω�� = Ωgr 𝑣𝑣à ℋ−1(Ωgr) = Ω�; 

(ii) Nếu (𝑥𝑥�∗,𝑢𝑢�∗) là nghiệm tối ưu của bài toán 
(FOCP) thì ℋ�𝑥𝑥�∗(𝑡𝑡),𝑢𝑢�∗(𝑡𝑡)� = (𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔) cũng là 
nghiệm tối ưu của bài toán (GOCP); 
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(iii) Nếu 𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔  là nghiệm tối ưu của bài toán 
(GOCP) thì (𝑥𝑥�∗(𝑡𝑡),𝑢𝑢�∗(𝑡𝑡)) = ℋ−1(𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔) cũng 
là nghiệm tối ưu của bài toán (FOCP). 

Khi xét bài toán tối ưu điều khiển tổng quát với 
𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔nằm trong lớp hàm rộng hơn lớp hàm 
𝐶𝐶1[0,𝑇𝑇], nghĩa là giả thiết nhẹ hơn, hoặc các miền 
cho 𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔  bị hạn chế tại các biên như bài toán 
điều khiển bang-bang, nguyên lý cực trị Pontryagin 
thường được dùng trong chứng minh điều kiện cần 
tối ưu, với chi tiết có thể tham khảo trong  các sách 
(Hestenes, 1966; Seierstad & Sydsaeter 1986; Lewis 
et al., 2012). Trong bài báo này, kỹ thuật chứng 
minh dùng biến phân hay đạo hàm theo hướng được 
sử dụng, tham khảo thêm cách tiếp cận này trong 
(Hestenes, 1966; Clarke, 2013; Tùng và ctv., 2024).  

Mệnh đề 3.2. Nếu (𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔) =
�𝑥𝑥1

∗𝑔𝑔𝑔𝑔 , … , 𝑥𝑥𝑛𝑛
∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢1

∗𝑔𝑔𝑔𝑔 , … ,𝑢𝑢𝑛𝑛
∗𝑔𝑔𝑔𝑔� ∈ (𝐶𝐶1[0,𝑇𝑇])2𝑛𝑛 là 

nghiệm tối ưu của (GOCP)  thì tồn tại các hàm liên 
tục 𝜆𝜆𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔 =  𝜆𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜆𝜆𝑗𝑗) (𝑗𝑗 = 1, … ,𝑛𝑛) sao cho biến 

trạng thái  𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 = �𝑥𝑥1
∗𝑔𝑔𝑔𝑔 , … , 𝑥𝑥𝑛𝑛

∗𝑔𝑔𝑔𝑔�   và biến điều 
khiển  𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔 = �𝑢𝑢1

∗𝑔𝑔𝑔𝑔 , … ,𝑢𝑢𝑛𝑛
∗𝑔𝑔𝑔𝑔� thỏa các phương 

trình sau: 

(i) Các điều kiện tối ưu theo biến điều khiển 

𝜕𝜕𝑖𝑖+𝑛𝑛𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜕𝜕𝑖𝑖+𝑛𝑛𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔𝜆𝜆1

𝑔𝑔𝑔𝑔 + ⋯+ 𝜕𝜕𝑖𝑖+𝑛𝑛𝑔𝑔𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔𝜆𝜆𝑛𝑛

𝑔𝑔𝑔𝑔 = 0 (𝑖𝑖
= 1, … ,𝑛𝑛) 

(ii) Các điều kiện tối ưu theo biến liên hợp 

𝜆̇𝜆𝑖𝑖
𝑔𝑔𝑔𝑔 = −𝜕𝜕𝑖𝑖𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 − 𝜕𝜕𝑖𝑖𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔𝜆𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔 − ⋯− 𝜕𝜕𝑖𝑖𝑔𝑔𝑛𝑛

𝑔𝑔𝑔𝑔𝜆𝜆𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔  

(𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛), 

trong đó, 𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔]�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑓𝑓�, 

𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝑔𝑔𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔] �𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑔𝑔𝑗𝑗� 

(𝑗𝑗 = 1, … ,𝑛𝑛). 

Chứng minh.   

Xét một biến phân của (𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔) =
�𝑥𝑥1

∗𝑔𝑔𝑔𝑔 , … , 𝑥𝑥𝑛𝑛
∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢1

∗𝑔𝑔𝑔𝑔 , … ,𝑢𝑢𝑛𝑛
∗𝑔𝑔𝑔𝑔�  

dạng (𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔) + 𝜖𝜖(ℎ𝑥𝑥 , 𝑙𝑙𝑢𝑢) ∈ Ω𝑔𝑔𝑔𝑔  hay 

�𝑥𝑥1
∗𝑔𝑔𝑔𝑔 , … , 𝑥𝑥𝑛𝑛

∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢1
∗𝑔𝑔𝑔𝑔 , … ,𝑢𝑢𝑛𝑛

∗𝑔𝑔𝑔𝑔�
+ 𝜖𝜖(ℎ1, … , ℎ𝑛𝑛, (𝑙𝑙1, … , 𝑙𝑙𝑛𝑛) 

với |𝜖𝜖| < 𝜃𝜃, 𝜃𝜃 > 0 nhỏ và hàm tùy ý 
(ℎ1, … , ℎ𝑛𝑛, 𝑙𝑙1, … , 𝑙𝑙𝑛𝑛)  ∈ 𝐶𝐶1([0,𝑇𝑇])2𝑛𝑛 thỏa ℎ𝑖𝑖(0) =
ℎ𝑖𝑖(𝑇𝑇) = 0(𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛).  

(i) Do (𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔) là nghiệm tối ưu của 
(GOCP), nên (𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔) ∈ Ωgr, do đó 

𝑥̇𝑥𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝑔𝑔𝑗𝑗[𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔]�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑗𝑗�(𝑗𝑗 = 1, … ,𝑛𝑛). 

Sử dụng kí hiệu (ℎ, 𝑙𝑙) =
(ℎ1, … , ℎ𝑛𝑛, 𝑙𝑙1, … , 𝑙𝑙𝑛𝑛) với ℎ𝑖𝑖 = ℎ𝑖𝑖(𝑡𝑡), 𝑙𝑙𝑖𝑖 = 𝑙𝑙𝑖𝑖(𝑡𝑡), 

 (ℎ,̇ 𝑙𝑙)̇ = �ℎ̇1, … , ℎ̇𝑛𝑛, 𝑙𝑙1̇, … , 𝑙𝑙𝑛̇𝑛� với ℎ̇𝑖𝑖 = ℎ𝑖𝑖(𝑡𝑡),   

𝑙𝑙𝑖̇𝑖 = 𝑙𝑙𝑖̇𝑖(𝑡𝑡)  và các hàm 𝐺𝐺𝑗𝑗(. , . ):ℝ3𝑛𝑛 → ℝ là 

𝐺𝐺𝑗𝑗 = 𝐺𝐺𝑗𝑗�ℎ1, … , ℎ𝑛𝑛, 𝑙𝑙1, … , 𝑙𝑙𝑛𝑛 , ℎ̇1, … , ℎ̇𝑛𝑛�. 

Hệ gồm 𝑛𝑛 hàm với 3𝑛𝑛 = 2𝑛𝑛 + 𝑛𝑛 biến số xác 
định bởi 

𝐺𝐺1�ℎ1, … , ℎ𝑛𝑛, 𝑙𝑙1, … , 𝑙𝑙𝑛𝑛, ℎ̇1, … , ℎ̇𝑛𝑛� 

= 𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥1

∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜖𝜖ℎ1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛
∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜖𝜖ℎ𝑛𝑛,𝑢𝑢1

∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜖𝜖𝑙𝑙1, …, 

𝑢𝑢𝑛𝑛
∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜖𝜖𝑙𝑙𝑛𝑛 , 𝑥̇𝑥1

∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜖𝜖ℎ̇1, . , 𝑥̇𝑥𝑛𝑛
∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜖𝜖ℎ̇𝑛𝑛, 𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑔𝑔1) 

-𝑥̇𝑥1
𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥̇𝑥1�, 

𝐺𝐺𝑛𝑛�ℎ1, … , ℎ𝑛𝑛 , 𝑙𝑙1, … , 𝑙𝑙𝑛𝑛, ℎ̇1, … , ℎ̇𝑛𝑛� 

= 𝑔𝑔𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥1

∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜖𝜖ℎ1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛
∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜖𝜖ℎ𝑛𝑛,𝑢𝑢1

∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜖𝜖𝑙𝑙1, …, 

𝑢𝑢𝑛𝑛
∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜖𝜖𝑙𝑙𝑛𝑛 , 𝑥̇𝑥1

∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜖𝜖ℎ̇1, . , 𝑥̇𝑥𝑛𝑛
∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜖𝜖ℎ̇𝑛𝑛, 𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑔𝑔𝑛𝑛) 

-𝑥̇𝑥𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥̇𝑥𝑛𝑛�. 

Các hàm 𝐺𝐺𝑗𝑗  liên tục cùng các đạo hàm riêng 
trong lân cận Δ của (0, … ,0,0, … ,0) = (02𝑛𝑛, 0𝑛𝑛),  

𝐺𝐺𝑗𝑗(02𝑛𝑛, 0𝑛𝑛) = 𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔] �𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑔𝑔𝑗𝑗� −

𝑥̇𝑥𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 = 0 (𝑗𝑗 = 1, … ,𝑛𝑛) và 

𝐽𝐽𝐽𝐽 =
𝜕𝜕(𝐺𝐺1, … ,𝐺𝐺𝑛𝑛)

𝜕𝜕(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛 , 𝑥̇𝑥1, … , 𝑢̇𝑢𝑛𝑛)
(02𝑛𝑛, 0𝑛𝑛) 

= �
𝜕𝜕1𝐺𝐺1(02𝑛𝑛, 0𝑛𝑛) … 𝜕𝜕3𝑛𝑛𝐺𝐺1(02𝑛𝑛, 0𝑛𝑛)

… … …
𝜕𝜕1𝐺𝐺𝑛𝑛(02𝑛𝑛 , 0𝑛𝑛) … 𝜕𝜕3𝑛𝑛𝐺𝐺𝑛𝑛(02𝑛𝑛, 0𝑛𝑛)

� 

= �
𝜕𝜕1𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔 … 𝜕𝜕2𝑛𝑛𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔   

… … …
𝜕𝜕1𝑔𝑔𝑛𝑛

𝑔𝑔𝑔𝑔 … 𝜕𝜕2𝑛𝑛𝑔𝑔𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔   

−𝜀𝜀 … 0
… −𝜀𝜀 …
0 … −𝜀𝜀

�, 

với 𝜕𝜕𝑖𝑖𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝜕𝜕𝑖𝑖𝑔𝑔𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔), có một định thức 
con cấp 𝑛𝑛 khác không 

𝐷𝐷 = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 �
−𝜀𝜀 … 0
… … …
0 … −𝜀𝜀

� = 𝜀𝜀(−1)𝑛𝑛 ≠ 0. 

Do cấu trúc đặc biệt của bài toán điều khiển tối 
ưu, nên điều kiện chính quy hay định tính ràng buộc 
(constraint qualification) thường có trong các điều 
kiện cần tối ưu luôn thỏa. Định lý hàm ẩn được áp 
dụng trong Bổ đề 2.2,  ta suy ra sự tồn tại lân cận 𝑈𝑈 
của (02𝑛𝑛, 0𝑛𝑛) và các hàm ℎ̇1, … , ℎ̇𝑛𝑛:𝑈𝑈 → ℝ với  
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ℎ̇1 = ℎ̇1(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛 ,𝑢𝑢1, … ,𝑢𝑢𝑛𝑛), …, 

ℎ̇𝑛𝑛 = ℎ̇𝑛𝑛(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛 ,𝑢𝑢1, … ,𝑢𝑢𝑛𝑛) thỏa 
 ℎ̇𝑗𝑗(02𝑛𝑛, 0𝑛𝑛) = 0 (𝑗𝑗 = 1, … ,𝑛𝑛) 

sao cho ,∀𝑗𝑗 = 1, … ,𝑛𝑛, 

𝐺𝐺𝑗𝑗(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛 ,𝑢𝑢1, … ,𝑢𝑢𝑛𝑛, ℎ̇1(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛 ,𝑢𝑢1, … ,𝑢𝑢𝑛𝑛), 

, … , ℎ̇𝑛𝑛(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛,𝑢𝑢1, … ,𝑢𝑢𝑛𝑛))  = 0, 

∀(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛 ,𝑢𝑢1, … ,𝑢𝑢𝑛𝑛) ∈ 𝑈𝑈. 

Điều này dẫn đến sự tồn tại 𝜃𝜃 > 0 đủ nhỏ sao 
cho 

𝐻𝐻𝑗𝑗(𝜖𝜖) = 𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥1

∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜖𝜖ℎ1, … , (𝑥𝑥𝑛𝑛
∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜖𝜖ℎ𝑛𝑛 , 

𝑢𝑢1
∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜖𝜖𝑙𝑙1, … ,𝑢𝑢𝑛𝑛

∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜖𝜖𝑙𝑙𝑛𝑛 , 𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑔𝑔𝑗𝑗) 

-�𝑥̇𝑥𝑗𝑗
∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜖𝜖ℎ̇𝑗𝑗� = 0. 

với mọi |𝜖𝜖| < 𝜃𝜃.  Nên, 

𝐻𝐻(0) ≤ 𝐻𝐻(𝜖𝜖),∀|𝜖𝜖| < 𝜃𝜃. 

Do đó, theo điều kiện cần cực trị hàm 1 biến 
𝐻𝐻𝑗𝑗:ℝ → ℝ, ta có 

𝑑𝑑𝐻𝐻𝑗𝑗
𝑑𝑑𝑑𝑑

�
𝜖𝜖=0

= 𝜕𝜕1𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 . ℎ1 + ⋯+ 𝜕𝜕𝑛𝑛𝑔𝑔𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔 . ℎ𝑛𝑛 

𝜕𝜕𝑛𝑛+1𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 . 𝑙𝑙1 + ⋯+ 𝜕𝜕2𝑛𝑛𝑔𝑔𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔 . 𝑙𝑙𝑛𝑛 

−ℎ̇1 − ⋯−ℎ̇𝑛𝑛 = 0 (𝑗𝑗 = 1, … ,𝑛𝑛). (3.1) 

(ii) Do (𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔) là nghiệm tối ưu của 
(GCOP), nên phiếm hàm tích phân 

𝐼𝐼(𝜖𝜖) = �
𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥1

∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜖𝜖ℎ1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛
∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜖𝜖ℎ𝑛𝑛 ,𝑢𝑢1

∗𝑔𝑔𝑔𝑔

+𝜖𝜖𝑙𝑙1, … ,𝑢𝑢1
∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜖𝜖𝑙𝑙𝑛𝑛, 𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑓𝑓)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑇𝑇

0
 

thỏa   𝐼𝐼(𝜖𝜖) − 𝐼𝐼(0) ≥ 0,∀𝜖𝜖 ≥ 0. Do đó, theo điều 
kiện tối ưu cho hàm một biến 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
�
𝜖𝜖=0

= 𝐼𝐼′(0) = 0. 

Điều này dẫn đến 

� [𝜕𝜕1𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 . ℎ1 + ⋯+ 𝜕𝜕𝑛𝑛𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 . ℎ𝑛𝑛
𝑇𝑇

0
+ 𝜕𝜕𝑛𝑛+1𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 . 𝑙𝑙1 

+⋯+ 𝜕𝜕2𝑛𝑛𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 . 𝑙𝑙𝑛𝑛]𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0. (3.2). 

(iii)  Nhân hai vế (3.1) với 𝜆𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝜆𝜆𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔 �𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜆𝜆𝑗𝑗� 
rồi lấy tích phân 2 vế trên [0,𝑇𝑇] và sau đó cộng với 
(3.2), ta có 

� {�𝜕𝜕1𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜆𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔 . 𝜕𝜕1𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔 + ⋯+ 𝜆𝜆𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔 . 𝜕𝜕1𝑔𝑔𝑛𝑛

𝑔𝑔𝑔𝑔�. ℎ1
𝑇𝑇

0
+ ⋯
+ �𝜕𝜕𝑛𝑛𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜆𝜆1

𝑔𝑔𝑔𝑔 . 𝜕𝜕1𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔 + ⋯

+ 𝜆𝜆𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔 . 𝜕𝜕1𝑔𝑔𝑛𝑛

𝑔𝑔𝑔𝑔�ℎ𝑛𝑛 

+�𝜕𝜕𝑛𝑛+1𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜆𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔 . 𝜕𝜕𝑛𝑛+1𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔 + ⋯
+ 𝜆𝜆𝑛𝑛

𝑔𝑔𝑔𝑔 . 𝜕𝜕𝑛𝑛+1𝑔𝑔𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔�. 𝑙𝑙1 + ⋯+ 

�𝜕𝜕2𝑛𝑛𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜆𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔 . 𝜕𝜕2𝑛𝑛𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔 + ⋯+ 𝜆𝜆𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔 . 𝜕𝜕2𝑛𝑛𝑔𝑔𝑛𝑛

𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑙𝑙𝑛𝑛 

−�𝜆𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ̇1 + ⋯+ 𝜆𝜆𝑛𝑛

𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ̇𝑛𝑛�}𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 

Đặt 𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔[  𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,  𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔](𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔) =
𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜆𝜆1

𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔 + ⋯+ 𝜆𝜆𝑛𝑛

𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔 , ta có 

� (𝜕𝜕1𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔 . ℎ1 + ⋯+ 𝜕𝜕𝑛𝑛𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ𝑛𝑛
𝑇𝑇

0
+ ⋯ 

+𝜕𝜕𝑛𝑛+1𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔𝑙𝑙1 + ⋯+ 𝜕𝜕2𝑛𝑛𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔𝑙𝑙𝑛𝑛 

−𝜆𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ̇1 − ⋯− 𝜆𝜆𝑛𝑛

𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ̇𝑛𝑛)𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0. 

Công thức từng phần được sử dụng: 

�
𝑢𝑢 = 𝜆𝜆𝑖𝑖

𝑔𝑔𝑔𝑔

𝑑𝑑𝑑𝑑 = ℎ̇𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑
⇒ �

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
�𝜆𝜆𝑖𝑖

𝑔𝑔𝑔𝑔� = 𝜆̇𝜆𝑖𝑖
𝑔𝑔𝑔𝑔

𝑣𝑣 = � ℎ̇𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑 = ℎ𝑖𝑖
 

Với giả thiết ℎ𝑖𝑖(0) = ℎ𝑖𝑖(𝑇𝑇) = 0(𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛), ta 
có 

� {(𝜕𝜕1𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔+𝜆̇𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔)ℎ1

𝑏𝑏

𝑎𝑎
+ ⋯+ (𝜕𝜕𝑛𝑛𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜆̇𝜆𝑛𝑛

𝑔𝑔𝑔𝑔)ℎ𝑛𝑛 

+𝜕𝜕𝑛𝑛+1𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔𝑙𝑙1+. . +𝜕𝜕2𝑛𝑛𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔𝑙𝑙𝑛𝑛}𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0. (3.3). 

Chú ý rằng do ℎ̇1, … , ℎ̇𝑛𝑛 không chọn tùy ý nên 
ℎ1, … , ℎ𝑛𝑛 cũng không tùy ý. Với 𝑗𝑗 = 1, … ,𝑛𝑛, xét các 
hệ thức sau 

𝜕𝜕𝑗𝑗𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜆̇𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝜕𝜕𝑗𝑗(𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜆𝜆1

𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔 + ⋯ 

+𝜆𝜆𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑛𝑛

𝑔𝑔𝑔𝑔) + 𝜆̇𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 

= 𝜆̇𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜕𝜕𝑗𝑗𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜆𝜆1

𝑔𝑔𝑔𝑔𝜕𝜕𝑗𝑗𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔 + ⋯+ 𝜆𝜆𝑛𝑛

𝑔𝑔𝑔𝑔𝜕𝜕𝑗𝑗𝑔𝑔𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔 . 

Do đó, hệ phương trình vi phân 

�
𝜕𝜕1𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜆̇𝜆1

𝑔𝑔𝑔𝑔 = 0
… … … …

𝜕𝜕𝑛𝑛𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜆̇𝜆𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔 = 0

 

 tương đương 

𝜆̇𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜆𝜆1

𝑔𝑔𝑔𝑔𝜕𝜕1𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔 + ⋯+ 𝜆𝜆𝑛𝑛

𝑔𝑔𝑔𝑔𝜕𝜕1𝑔𝑔𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔 = −𝜕𝜕1𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔  

       …………………………………………. 
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𝜆̇𝜆𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜆𝜆1

𝑔𝑔𝑔𝑔𝜕𝜕𝑛𝑛𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔 + ⋯+ 𝜆𝜆𝑛𝑛

𝑔𝑔𝑔𝑔𝜕𝜕𝑛𝑛𝑔𝑔𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔 = −𝜕𝜕𝑛𝑛𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 

hay dạng ma trận 

�
𝜆̇𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔

…
𝜆̇𝜆𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔
� + �

𝜕𝜕1𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔 … 𝜕𝜕1𝑔𝑔𝑛𝑛

𝑔𝑔𝑔𝑔

… … …
𝜕𝜕𝑛𝑛𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔 … 𝜕𝜕𝑛𝑛𝑔𝑔𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔
� �
𝜆𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔

…
𝜆𝜆𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔
� = − �

𝜕𝜕1𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔
…

𝜕𝜕𝑛𝑛𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔
�. 

Đặt  𝐵𝐵(𝑡𝑡) = �
𝜕𝜕1𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔 … 𝜕𝜕1𝑔𝑔𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔

… … …
𝜕𝜕𝑛𝑛𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔 … 𝜕𝜕𝑛𝑛𝑔𝑔𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔
�, 

Λ̇(𝑡𝑡) = �
𝜆̇𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔

…
𝜆̇𝜆𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔
� ,Λ(𝑡𝑡) = �

𝜆𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔

…
𝜆𝜆𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔
� ,𝐶𝐶(𝑡𝑡) = �

𝜕𝜕1𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔
…

𝜕𝜕𝑛𝑛𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔
�, 

ta có hệ phương trình vi phân dạng ma trận 
Λ̇(𝑡𝑡) + 𝐵𝐵(𝑡𝑡)Λ(𝑡𝑡) = −𝐶𝐶(𝑡𝑡). 

Do các hàm 𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔 , … ,𝑔𝑔𝑛𝑛

𝑔𝑔𝑔𝑔   khả vi liên tục nên 
ta chọn điều kiện biên Λ(𝑎𝑎) = Λ0 nào đó. Teo Định 
lý Picard-Lindelöf (Jacob & Evans, 2018), hệ 
phương trình vi phân trên luôn có nghiệm Λ(𝑡𝑡). Do 
đó, phương trình luôn tồn tại các hàm 𝜆𝜆1

𝑔𝑔𝑔𝑔 , … , 𝜆𝜆𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔 

sao cho  

�
𝜕𝜕1𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜆̇𝜆1

𝑔𝑔𝑔𝑔 = 0
… … … …

𝜕𝜕𝑛𝑛𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜆̇𝜆𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔 = 0

(3.4) 

Chú ý rằng (𝑙𝑙1, … , 𝑙𝑙𝑛𝑛) tùy ý, ta suy ra từ Bổ đề 
2.1, 

𝜕𝜕𝑛𝑛+1𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔 = 0, (𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛). 

Kết hợp với (3.4) và khai triển, ta có 

𝜆̇𝜆𝑖𝑖
𝑔𝑔𝑔𝑔 = −𝜕𝜕𝑖𝑖𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 − 𝜕𝜕𝑖𝑖𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔𝜆𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔 − ⋯− 𝜕𝜕𝑖𝑖𝑔𝑔𝑛𝑛

𝑔𝑔𝑔𝑔𝜆𝜆𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔 , 

𝜕𝜕𝑖𝑖+𝑛𝑛𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜕𝜕𝑖𝑖+𝑛𝑛𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔𝜆𝜆1

𝑔𝑔𝑔𝑔 + ⋯+ 𝜕𝜕𝑖𝑖+𝑛𝑛𝑔𝑔𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔𝜆𝜆𝑛𝑛

𝑔𝑔𝑔𝑔 = 0, 

với 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛.                                            ¢ 

Trong Mustafa et al. (2019), điều kiện cần tối ưu 
cho bài toán điều khiển mờ với nhiều biến phụ thuộc 
sử dụng đạo hàm Hukuhara tổng quát đã được khảo 
sát. Tuy nhiên, đạo hàm granular tồn tại trong một 
số trường hợp mà đạo hàm Hukuhara tổng quát 
không tồn tại (Najariyan & Zhao, 2017; Le et al., 
2025), nên kết quả trong Mệnh đề 3.2 áp dụng tốt 
hơn các kết quả trong (Mustafa et al., 2019). 

Nghiệm của hệ phương trình trong điều kiện cần 
tối ưu mới chỉ là các điểm dừng (stationary point). 
Để các điểm dừng này là nghiệm tối ưu cần thêm 
các điều kiện đủ với các giả thiết lồi hoặc đạo hàm 
cấp 2. Trong bài báo, các giả thiết lồi dạng vi phân 
được sử dụng theo cách tiếp cận trong 

(Mangasarian, 1966; Bazaraa et al., 2006; Torres & 
Malinowska, 2012; Treanţă, 2022; Tung & Tam 
2023; Tùng và ctv., 2024)  

Định nghĩa 3.1. (Torres & Malinowska, 2012; 
Clarke, 2013; Tung & Tam, 2023) 

Hàm giá trị thực 𝜙𝜙:ℝ𝑛𝑛 × ℝ𝑛𝑛 × [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] ×
[0,1]2 → ℝ  được gọi là lồi đối với 2𝑛𝑛-biến 
đầutrong tập 𝑆𝑆 ⊂ ℝ2𝑛𝑛+3 nếu 

𝜙𝜙[𝑢𝑢 + 𝑝𝑝, 𝑣𝑣 + 𝑝𝑝]�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜙𝜙� − 𝜙𝜙[𝑢𝑢, 𝑣𝑣]�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜙𝜙� 

≥�(𝜕𝜕𝑘𝑘𝜙𝜙[𝑢𝑢, 𝑣𝑣]�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜙𝜙�𝑝𝑝𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
+ 𝜕𝜕𝑘𝑘+𝑛𝑛𝜙𝜙[𝑢𝑢, 𝑣𝑣]�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜙𝜙�𝑞𝑞𝑘𝑘) 

với mọi �𝑢𝑢1, … ,𝑢𝑢𝑛𝑛, 𝑣𝑣1, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛 , 𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜙𝜙�, �𝑢𝑢1 +
𝑝𝑝1, … ,𝑢𝑢𝑛𝑛 + 𝑝𝑝𝑛𝑛 , 𝑣𝑣1 + 𝑝𝑝1, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛 + 𝑝𝑝𝑛𝑛, 𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜙𝜙� trong 
tập 𝑆𝑆 và 𝜕𝜕𝑘𝑘(𝑘𝑘 = 1, … , 2𝑛𝑛) là các đạo hàm riêng của 
hàm 𝜙𝜙�. , … , . , 𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜙𝜙� đối với biến thứ 𝑘𝑘.  

Mệnh đề 3.3. Giả sử tồn tại hàm liên tục 
𝜆𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝜆𝜆𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔 �𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜆𝜆𝑗𝑗� sao cho (𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔) thỏa các 
phương trình điều kiện tối ưu sau 

𝜕𝜕𝑖𝑖+𝑛𝑛𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 + �𝜕𝜕𝑖𝑖+𝑛𝑛

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔𝜆𝜆𝑗𝑗

gr = 0 (I) 

𝜆̇𝜆𝑖𝑖
𝑔𝑔𝑔𝑔 = −𝜕𝜕𝑖𝑖𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 −�𝜕𝜕𝑖𝑖𝑔𝑔𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔
𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

𝜆𝜆𝑗𝑗
gr(𝐼𝐼𝐼𝐼) 

với 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛. 

Gọi 𝐾𝐾+(𝐾𝐾−) = {𝑗𝑗 = 1, … ,𝑛𝑛|𝜆𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 �𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜆𝜆𝑗𝑗� ≥

(≤)0,∀𝑡𝑡 ∈ [𝑎𝑎, 𝑏𝑏], 𝜇𝜇, 𝛼𝛼𝜆𝜆𝑗𝑗 ∈ [0,1]}. 

 Nếu 𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔  là hàm lồi theo 2𝑛𝑛-biến đầu và 
𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑗𝑗 ∈ 𝐾𝐾+),−𝑔𝑔𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑗𝑗 ∈ 𝐾𝐾−) hàm lồi theo 2𝑛𝑛-biến 
đầu thì (𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔)  là nghiệm tối ưu của (GOCP) 
và  ℋ−1(𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔)  = (𝑥𝑥�(𝑡𝑡),𝑢𝑢�(𝑡𝑡)) là nghiệm của 
(FOCP). 

Chứng minh. 

Xét (𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔) + (ℎ, 𝑙𝑙) ∈ Ω𝑔𝑔𝑔𝑔  là một biến phân 
của( 𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔) với ℎ𝑖𝑖�0, 𝜇𝜇,𝛼𝛼ℎ𝑖𝑖� = 0 =
ℎ𝑖𝑖�𝑇𝑇, 𝜇𝜇,𝛼𝛼ℎ𝑖𝑖� (𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛) thì ta suy ra từ tính lồi 
tương ứng với 2𝑛𝑛-biến đầu của 𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔  đó là  

𝐽𝐽𝑔𝑔𝑔𝑔( 𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + ℎ,  𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑙𝑙) − 𝐽𝐽𝑔𝑔𝑔𝑔( 𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,  𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔) 

= ∫ �𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + ℎ,  𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑙𝑙]�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑓𝑓� −
𝑇𝑇
0

𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,  𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔]�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑓𝑓�� 𝑑𝑑𝑑𝑑                                                 
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  ≥ � � (𝜕𝜕𝑖𝑖𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 . ℎ𝑖𝑖 + 𝜕𝜕𝑖𝑖+𝑛𝑛𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 . 𝑙𝑙𝑖𝑖)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
 (3.5)

𝑇𝑇

0
 

Đặt 

𝐴𝐴𝑗𝑗 = 𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + ℎ,  𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑙𝑙] �𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑔𝑔𝑗𝑗� 

−𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,  𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔] �𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑔𝑔𝑗𝑗�. 

Khi đó, với 𝑗𝑗 ∈ 𝐾𝐾+, 

𝐴𝐴𝑗𝑗 = 𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + ℎ,  𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑙𝑙] �𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑔𝑔𝑗𝑗� 

−𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,  𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔] �𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑔𝑔𝑗𝑗�) 

≥� (𝜕𝜕𝑖𝑖𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 . ℎ𝑖𝑖 + 𝜕𝜕𝑖𝑖+𝑛𝑛𝑔𝑔𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔 . 𝑙𝑙𝑖𝑖).
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
 

Nhân hai vế với 𝜆𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝜆𝜆𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔 �𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜆𝜆𝑗𝑗� ≥ 0 

(𝑗𝑗 ∈ 𝐾𝐾+), ta có 

𝜆𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔𝐴𝐴𝑗𝑗 ≥ � (𝜆𝜆𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔𝜕𝜕𝑖𝑖𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 . ℎ𝑖𝑖 + 𝜆𝜆𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔𝜕𝜕𝑖𝑖+𝑛𝑛𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 . 𝑙𝑙𝑖𝑖)

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
 

Với 𝑗𝑗 ∈ 𝐾𝐾−, 

−𝐴𝐴𝑗𝑗 = �−𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔�[𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + ℎ,  𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑙𝑙] �𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑔𝑔𝑗𝑗�

− �−𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔�[𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,  𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔] �𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑔𝑔𝑗𝑗� 

≥� 𝜕𝜕𝑖𝑖�−𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔�. ℎ𝑖𝑖 + 𝜕𝜕𝑖𝑖+𝑛𝑛�−𝑔𝑔𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔�.
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
𝑙𝑙𝑖𝑖  

= −� �𝜕𝜕𝑖𝑖𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 . ℎ𝑖𝑖 + 𝜕𝜕𝑖𝑖+𝑛𝑛𝑔𝑔𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔 . 𝑙𝑙𝑖𝑖�
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
, 

tương đương 

𝐴𝐴𝑗𝑗 ≤� �𝜕𝜕𝑖𝑖𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 . ℎ𝑖𝑖 + 𝜕𝜕𝑖𝑖+𝑛𝑛𝑔𝑔𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔 . 𝑙𝑙𝑖𝑖�
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
. 

Nhân hai vế với 𝜆𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝜆𝜆𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔 �𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜆𝜆𝑗𝑗� ≤ 0 

(𝑗𝑗 ∈ 𝐾𝐾−), ta có 

𝜆𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔𝐴𝐴𝑗𝑗 ≥ � �𝜆𝜆𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔𝜕𝜕𝑖𝑖𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 . ℎ𝑖𝑖 + 𝜆𝜆𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔𝜕𝜕𝑖𝑖+𝑛𝑛𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 . 𝑙𝑙𝑖𝑖�.

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
 

Như vậy, trong cả hai trường hợp 

𝜆𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔𝐴𝐴𝑗𝑗 ≥ � �𝜆𝜆𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔𝜕𝜕𝑖𝑖𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 . ℎ𝑖𝑖 + 𝜆𝜆𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔𝜕𝜕𝑖𝑖+𝑛𝑛𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 . 𝑙𝑙𝑖𝑖�.

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
 

Mặt khác, do (𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔) + (ℎ, 𝑙𝑙) ∈ Ω𝑔𝑔𝑔𝑔  

và ( 𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔) ∈ Ω𝑔𝑔𝑔𝑔  nên 

 𝑥̇𝑥𝑗𝑗
∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + ℎ̇𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + ℎ𝑔𝑔𝑔𝑔 ,  𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔

+ 𝑙𝑙𝑔𝑔𝑔𝑔] �𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑔𝑔𝑗𝑗�, 

 𝑥̇𝑥𝑗𝑗
∗𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝑔𝑔𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,  𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔] �𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑔𝑔𝑗𝑗�, 

dẫn đến 

𝜆𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ̇𝑗𝑗

= 𝜆𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 �

𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + ℎ𝑔𝑔𝑔𝑔 ,  𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑙𝑙𝑔𝑔𝑔𝑔] �𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑔𝑔𝑗𝑗�

−𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,  𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔] �𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑔𝑔𝑗𝑗�

� 

= 𝜆𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔𝐴𝐴𝑗𝑗 

≥� �𝜆𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔𝜕𝜕𝑖𝑖𝑔𝑔𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔 . ℎ𝑖𝑖 + 𝜆𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔𝜕𝜕𝑖𝑖+𝑛𝑛𝑔𝑔𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔 . 𝑙𝑙𝑖𝑖�.
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
 

Do đó, 

0 ≥� �𝜆𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔𝜕𝜕𝑖𝑖𝑔𝑔𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔 . ℎ𝑖𝑖 + 𝜆𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔𝜕𝜕𝑖𝑖+𝑛𝑛𝑔𝑔𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔 . 𝑙𝑙𝑖𝑖�
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
− 𝜆𝜆𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ̇𝑗𝑗 . 

Dẫn đến 

0 ≥ � {� �𝜆𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔𝜕𝜕𝑖𝑖𝑔𝑔𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔 . ℎ𝑖𝑖 + 𝜆𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔𝜕𝜕𝑖𝑖+𝑛𝑛𝑔𝑔𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔 . 𝑙𝑙𝑖𝑖�
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑇𝑇

0
− 𝜆𝜆𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ̇𝑗𝑗}𝑑𝑑𝑑𝑑. (3.6) 

Cộng (3.5) và các bất đẳng thức trong (3.6) với 
𝑗𝑗 = 1, … ,𝑛𝑛, ta có 

𝐽𝐽𝑔𝑔𝑔𝑔( 𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + ℎ,  𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑙𝑙) − 𝐽𝐽𝑔𝑔𝑔𝑔( 𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,  𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔) 

≥ � � (𝜕𝜕𝑖𝑖𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 . ℎ𝑖𝑖 + 𝜕𝜕𝑖𝑖+𝑛𝑛𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 . 𝑙𝑙𝑖𝑖)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
 

𝑇𝑇

0
 

+� {� �(𝜆𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔 . 𝜕𝜕𝑖𝑖𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔). ℎ𝑖𝑖 + (𝜆𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔 . 𝜕𝜕𝑖𝑖+𝑛𝑛𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔). 𝑙𝑙𝑖𝑖  �
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑇𝑇

0
− 𝜆𝜆1

𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ̇1}𝑑𝑑𝑑𝑑  

+⋯+ 

+� {� �(𝜆𝜆𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔 . 𝜕𝜕𝑖𝑖𝑔𝑔𝑛𝑛

𝑔𝑔𝑔𝑔). ℎ𝑖𝑖 + (𝜆𝜆𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔 . 𝜕𝜕𝑖𝑖+𝑛𝑛𝑔𝑔𝑛𝑛

𝑔𝑔𝑔𝑔). 𝑙𝑙𝑖𝑖�
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑇𝑇

0
− 𝜆𝜆𝑛𝑛

𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ̇𝑛𝑛}𝑑𝑑𝑑𝑑  

= � �𝜕𝜕1𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 + � 𝜆𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 . 𝜕𝜕1𝑔𝑔𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔
𝑛𝑛

𝑗𝑗=1
� ℎ1𝑑𝑑𝑑𝑑 + ⋯+

 

𝑇𝑇

0
 

+� �𝜕𝜕𝑛𝑛𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 + � 𝜆𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 . 𝜕𝜕𝑛𝑛𝑔𝑔𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔
𝑛𝑛

𝑗𝑗=1
� ℎ𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑 +

 

𝑇𝑇

0
 

+� �(𝜕𝜕𝑛𝑛+1𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 + � 𝜆𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 . 𝜕𝜕𝑛𝑛+1𝑔𝑔𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔
𝑛𝑛

𝑗𝑗=1
� 𝑙𝑙1𝑑𝑑𝑑𝑑

 

𝑇𝑇

0
 

+⋯+ 

+� �(𝜕𝜕2𝑛𝑛𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 + � 𝜆𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 . 𝜕𝜕2𝑛𝑛𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔
𝑛𝑛

𝑗𝑗=1
� 𝑙𝑙𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑

 

𝑇𝑇

0
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−� 𝜆𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ̇1𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑇𝑇

0
− ⋯−� 𝜆𝜆𝑛𝑛

𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ̇𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑇𝑇

0
 

= � (−𝜆̇𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔). ℎ1𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0
+ ⋯

+ � (−𝜆̇𝜆𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔). ℎ𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0
 (𝑡𝑡ừ (𝐼𝐼𝐼𝐼)) 

+� 0. 𝑙𝑙1𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
+ ⋯+ � 0. 𝑙𝑙𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑 (𝑡𝑡ừ (𝐼𝐼))

1

0
 

−� 𝜆𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ̇1𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑇𝑇

0
− ⋯−� 𝜆𝜆𝑛𝑛

𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ̇𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑇𝑇

0
 

= −� (𝜆̇𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔 . ℎ1 + 𝜆𝜆1

𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ̇1)𝑑𝑑𝑑𝑑 − ⋯−
1

0
� (𝜆̇𝜆𝑛𝑛

𝑔𝑔𝑔𝑔 . ℎ𝑛𝑛
1

0
+ 𝜆𝜆𝑛𝑛

𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ̇𝑛𝑛)𝑑𝑑𝑑𝑑 

= 0, 

do ℎ𝑖𝑖(0) = ℎ𝑖𝑖(𝑇𝑇) = 0  và 

� 𝜆𝜆𝑖𝑖
𝑔𝑔𝑔𝑔 . ℎ̇𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑 =

𝑇𝑇

0
 𝜆𝜆𝑖𝑖
𝑔𝑔𝑔𝑔 . ℎ𝑖𝑖�0

𝑇𝑇 − � 𝜆̇𝜆𝑖𝑖
𝑔𝑔𝑔𝑔 . ℎ𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑇𝑇

0
 

= −� 𝜆̇𝜆𝑖𝑖
𝑔𝑔𝑔𝑔 . ℎ𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑇𝑇

0
 

từ công thức từng phần  

�
𝑢𝑢 = 𝜆𝜆𝑖𝑖

𝑔𝑔𝑔𝑔

𝑑𝑑𝑑𝑑 = ℎ̇𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑
⇒ �

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
�𝜆𝜆𝑖𝑖

𝑔𝑔𝑔𝑔� = 𝜆̇𝜆𝑖𝑖
𝑔𝑔𝑔𝑔

𝑣𝑣 = � ℎ̇𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑 = ℎ𝑖𝑖 .
 

¢ 

Ví dụ sau cho thấy điều kiện đủ tối ưu là thiết 
yếu để khẳng định điểm dừng là điểm cực trị. 

Ví dụ 3.1. Giải bài toán tối ưu biến phân mờ 

(FOCP): 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚�  𝐽𝐽(𝑥𝑥�,𝑢𝑢�)

= ∫�0
1
�𝑥𝑥�(𝑡𝑡)�2 ⊖𝑔𝑔𝑔𝑔 �𝑢𝑢�(𝑡𝑡)�2𝑑𝑑𝑑𝑑, 

với    𝑥̇𝑥�(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥�(𝑡𝑡) + 𝑢𝑢�(𝑡𝑡), 

         𝑥𝑥�(0) = (0,0,0), 𝑥𝑥�(1) = (0,1,2). 

Trong đó, (0,0,0), (0,1,2)  là các số mờ tam giác. 

Giải.  Đặt 𝑎𝑎�1 = (0,0,0), 𝑎𝑎�2 = (0,1,2). Bài toán 
granular tương ứng với (FOCP) là 

(GOCP): min 𝐽𝐽𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔) 

= � �𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑡𝑡,𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥)�2
1

0
− �𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑢𝑢)�2𝑑𝑑𝑑𝑑 

với  

𝑥̇𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥̇𝑥) = 𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥) + 𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑢𝑢), 

∀𝛼𝛼𝑥̇𝑥 = (𝛼𝛼𝑥𝑥,𝛼𝛼𝑢𝑢) 

𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔(0, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥) = 0,∀𝛼𝛼𝑥𝑥 = 𝛼𝛼𝑎𝑎1  

𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔(1, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥) = 𝜇𝜇 + (2 − 2𝜇𝜇)𝛼𝛼𝑥𝑥,∀𝛼𝛼𝑥𝑥 = 𝛼𝛼𝑎𝑎2 . 

* Hàm 𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔]�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑓𝑓� = (𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔)2 −
(𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔)2,𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔]�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑔𝑔1� = 𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔 . 
Theo mệnh đề 3.2 tồn tại hàm 𝜆𝜆1

𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝜆𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜆𝜆1� 

sao cho các điều kiện tối ưu cho biến điều khiển và 
biến liên hợp thỏa 

�
𝜕𝜕2𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜕𝜕2𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔 . 𝜆𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔 = 0

𝜆̇𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔 = −𝜕𝜕1𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 − 𝜕𝜕1𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔 . 𝜆𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔  

⟺ �
−2𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜆𝜆1

𝑔𝑔𝑔𝑔 = 0
𝜆̇𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔 = −2𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 − 𝜆𝜆1

𝑔𝑔𝑔𝑔 .
 

Kết hợp với phương trình trạng thái, ta có 

�
𝜆𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔 = 2𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔

𝜆̇𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔 = −2𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 − 𝜆𝜆1

𝑔𝑔𝑔𝑔

𝑥̇𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔
⇒ �

𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝑥̇𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 − 𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔
𝑢̇𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝑥̈𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 − 𝑥̇𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔
𝜆̇𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔 = 2𝑢̇𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔 .

 

Thay vào 𝜆̇𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔 = −2𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 − 𝜆𝜆1

𝑔𝑔𝑔𝑔 , ta có 

2(𝑥̈𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 − 𝑥̇𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔) = −2𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 − 2(𝑥̇𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 − 𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔) 

⟺ 𝑥̈𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 − 𝑥̇𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 = −𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 − 𝑥̇𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔  

⟺ 𝑥̈𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 = 0. 

Do đó, nghiệm tổng quát 𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥) = 𝐶𝐶1𝑡𝑡 +
𝐶𝐶2 . Kết hợp với điều kiện biên 

� 𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔(0, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥) = 0
𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔(1, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥) = 𝜇𝜇 + (2 − 2𝜇𝜇)𝛼𝛼𝑥𝑥

 

dẫn đến 

�
𝐶𝐶2 = 0

𝐶𝐶1 = 𝜇𝜇 + (2 − 2𝜇𝜇)𝛼𝛼𝑥𝑥 . 

Do đó, điểm dừng của (GCOP) là 

𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥) = (𝜇𝜇 + (2 − 2𝜇𝜇)𝛼𝛼𝑥𝑥)𝑡𝑡, 

𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑢𝑢) = 𝑥̇𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 − 𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔  

= 𝜇𝜇 + (2 − 2𝜇𝜇)𝛼𝛼𝑥𝑥 − (𝜇𝜇 + (2 − 2𝜇𝜇)𝛼𝛼𝑥𝑥)𝑡𝑡 

= (𝜇𝜇 + (2 − 2𝜇𝜇)𝛼𝛼𝑢𝑢)(1 − 𝑡𝑡). 

Tuy nhiên, do 𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔  không lồi theo 2-biến đầu nên 
(𝑥𝑥�∗,𝑢𝑢�∗) = (ℋ−1(𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔),ℋ−1(𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔))  chỉ là điểm 
dừng chứ không phải nghiệm tối ưu. 

Ta chỉ ra tồn tại (𝑥𝑥�,𝑢𝑢�) ∈ Ω� sao cho 𝐽𝐽(𝑥𝑥�,𝑢𝑢�) ≤
𝐽𝐽(𝑥𝑥�∗,𝑢𝑢�∗). Thật vậy, do 
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𝐽𝐽𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔) = 

� [(𝜇𝜇 + (2 − 2𝜇𝜇)𝛼𝛼𝑥𝑥)2𝑡𝑡2
1

0
 

−(𝜇𝜇 + (2 − 2𝜇𝜇)𝛼𝛼𝑢𝑢)2(1 − 𝑡𝑡)2]𝑑𝑑𝑑𝑑 

=
(𝜇𝜇 +  (2 −  2𝜇𝜇)𝛼𝛼𝑥𝑥)2

3
 −

(𝜇𝜇 +  (2 −  2𝜇𝜇)𝛼𝛼𝑢𝑢)2

3
 

nên dùng các công tính ta có 

𝐽𝐽(𝑥𝑥�∗,𝑢𝑢�∗) = ℋ−1�𝐽𝐽𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢∗𝑔𝑔𝑔𝑔)� có tập mức 

[𝐽𝐽(𝑥𝑥�∗,𝑢𝑢�∗)]𝜇𝜇 = �
4(𝜇𝜇 − 1)

3
,
4(1 − 𝜇𝜇)

3
�. 

Xét (𝑥𝑥�,𝑢𝑢�) với 𝑥𝑥�(𝑡𝑡) = (0,1,2)𝑡𝑡 + sin(𝜋𝜋𝜋𝜋), 

nếu 𝑢𝑢�(𝑡𝑡) = (0,1 − t, 2 − 2t) + 𝜋𝜋cos(𝜋𝜋𝜋𝜋) −
sin(𝜋𝜋𝜋𝜋) 

thì 𝑥𝑥�(0) = (0,0,0), 𝑥𝑥�(1) = (0,1,2) và 

𝑥̇𝑥�(𝑡𝑡) = (0,1,2) − 𝜋𝜋cos(𝜋𝜋𝜋𝜋) 

nên 𝑥̇𝑥�(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥�(𝑡𝑡) + 𝑢𝑢�(𝑡𝑡), nghĩa là (𝑥𝑥�,𝑢𝑢�) ∈ Ω�. 

Tương tự như trên 

𝐽𝐽𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔) = 

� (sin(𝜋𝜋𝜋𝜋) + 𝜇𝜇𝜇𝜇 + (2 − 2𝜇𝜇)𝛼𝛼𝑥𝑥𝑡𝑡)2
1

0
 

−�𝜋𝜋 cos(𝜋𝜋𝜋𝜋) − sin(𝜋𝜋𝜋𝜋) + 𝜇𝜇(1 − 𝑡𝑡)
+(2 − 2𝑡𝑡 − 2𝜇𝜇(1 − 𝑡𝑡))𝛼𝛼𝑢𝑢

�
2

𝑑𝑑𝑑𝑑 

=
(1 − 𝜇𝜇)(𝛼𝛼𝑥𝑥 − 𝛼𝛼𝑢𝑢)

6𝜋𝜋
[8𝜋𝜋(1 − 𝜇𝜇)(𝛼𝛼𝑥𝑥 + 𝛼𝛼𝑢𝑢) + 8𝜋𝜋𝜇𝜇

+ 24] −
𝜋𝜋2

2
. 

Do đó, có thể tính được 

𝐽𝐽(𝑥𝑥�,𝑢𝑢�) = ℋ−1�𝐽𝐽𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔)� có tập mức 

[𝐽𝐽(𝑥𝑥�,𝑢𝑢�)]𝜇𝜇 = �(𝜇𝜇 − 1) �
4
3

+
4
𝜋𝜋
�

−
𝜋𝜋2

2
, (1 − 𝜇𝜇) �

4
3

+
4
𝜋𝜋
� −

𝜋𝜋2

2
�. 

Đồ thị của hàm 2 biến đã được sử dụng: 

ℋ�𝐽𝐽(𝑥𝑥�∗,𝑢𝑢�∗)� =
4(𝜇𝜇 − 1)

3
+

8(1 − 𝜇𝜇)
3

𝛼𝛼𝐽𝐽, 

ℋ�𝐽𝐽(𝑥𝑥�,𝑢𝑢�)� = (𝜇𝜇 − 1) �
4
3

 +
4
𝜋𝜋
� −

𝜋𝜋2

2
 + 

2(1 − 𝜇𝜇)(
4
3

 +
4
𝜋𝜋

)𝛼𝛼𝛼𝛼𝐽𝐽 

Ta có, 

ℋ(𝐽𝐽(𝑥𝑥�,𝑢𝑢�)) < ℋ(𝐽𝐽(𝑥𝑥�∗,𝑢𝑢�∗)),∀𝜇𝜇,𝛼𝛼𝐽𝐽 

nên  𝐽𝐽(𝑥𝑥�,𝑢𝑢�) < 𝐽𝐽(𝑥𝑥�∗,𝑢𝑢�∗). 

Sau đây, một ví dụ ứng dụng đơn giản cho mô 
hình điều khiển tối ưu mờ cho flycam bay ở độ cao 
không đổi để truy vết một xe chuyển động trên quỹ 
đạo là đường cong trong không gian 2 chiều. 

Ví dụ 3.2. Một chiếc xe chạy trên đường cong 
dạng tham số hóa 𝑟𝑟(𝑡𝑡) = (𝑡𝑡 + 1, 𝑡𝑡2) có vận tốc 
trùng với vận tốc theo hướng tiếp tuyến 𝑣⃗𝑣(𝑡𝑡) =
𝑟𝑟′(𝑡𝑡) = (1,2𝑡𝑡) với điểm xuất phát (1,0) tại thời 
điểm 𝑡𝑡 = 0 và sau 5 phút 𝑡𝑡 = 5 đến vị trí 
(6,25). Một chiếc máy quay có thể tự điều chỉnh góc 
quay đặt trên 1 chiếc flycam với điểm xuất phát 
(0,0) tại thời điểm 𝑡𝑡 = 0 được điều khiển bay theo 
chiếc xe với vận tốc bằng vận tốc chiếc xe để ghi 
hình. Do nhiều yếu tố nên việc điều khiển flycam 
đến đúng vị trí chiếc xe (6,25); sau 5 phút khó thực 
hiện, flycam chỉ có thể được thể điều khiển đến vùng 
gần chiếc xe biểu thị dạng số mờ (𝑥𝑥�1(5), 𝑥𝑥�2(5)). Bài 
toán điều khiển mờ flycam theo sát quỹ đạo 
(tracking) chiếc xe trong 5 phút 𝑡𝑡 ∈ [0,5] và ít tốn 
năng lượng nhất có thể mô hình hóa dạng 

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚�  𝐽𝐽(𝑥𝑥�,𝑢𝑢�) = ∫�0
5

{[(𝑥𝑥�1(𝑡𝑡) − 𝑡𝑡 − 1)2

+ (𝑥𝑥�2(𝑡𝑡) − 𝑡𝑡2)2]
+ ��𝑢𝑢�1(𝑡𝑡)�2 + �𝑢𝑢�2(𝑡𝑡)�2�}𝑑𝑑𝑑𝑑 

với  𝑥̇𝑥�1(𝑡𝑡) = 𝑢𝑢�1(𝑡𝑡), 𝑥̇𝑥�2(𝑡𝑡) = 𝑢𝑢�2(𝑡𝑡) 

và 𝑥𝑥�1(0) = (0,0,0), 𝑥𝑥�2(0) = (0,0,0) 

𝑥𝑥�1(5) = (5,6,7), 𝑥𝑥�2(5) = (24,25,26). 

Các phép cộng trong tích phân theo nghĩa phép 
cộng granular. Tối thiểu hóa thành phần trong ngoặc 
vuông thứ nhất để giữ quỹ đạo giữa flycam và xe 
nhỏ nhất và thành phần trong ngoặc vuông thứ hai 
là tối thiểu hóa năng lượng, xem chi tiết hơn về mô 
hình trong (Lewis et al., 2012).  

Đặt 𝑎𝑎�1 = (5,6,7), 𝑎𝑎�2 = (24,25,26). Bài toán 
granular tương ứng với (FOCP) là 

(GOCP): min 𝐽𝐽𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 ,𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔) 

= � {[�𝑥𝑥1
𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥1� − 𝑡𝑡 − 1�2

1

0

+ �𝑥𝑥2
𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥1� − 𝑡𝑡2�2] 

+ ��𝑢𝑢1
𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑢𝑢1��

2
+ �𝑢𝑢2

𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑢𝑢2��
2
�}𝑑𝑑𝑑𝑑 

với  
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𝑥̇𝑥1
𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥̇𝑥1� = 𝑢𝑢1

𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑢𝑢1�, 

𝑥̇𝑥2
𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥̇𝑥2� = 𝑢𝑢2

𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑢𝑢2� 
∀𝛼𝛼𝑥̇𝑥1 = 𝛼𝛼𝑢𝑢1 ,𝛼𝛼𝑥̇𝑥2 = 𝛼𝛼𝑢𝑢2 , 

𝑥𝑥1
𝑔𝑔𝑔𝑔(0, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2

𝑔𝑔𝑔𝑔(0, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥) = 0 

𝑥𝑥1
𝑔𝑔𝑔𝑔(1, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥) = 4 + 𝜇𝜇 + (2 − 2𝜇𝜇)𝛼𝛼𝑥𝑥1 , 

𝑥𝑥2
𝑔𝑔𝑔𝑔(1, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥) = 25 + 𝜇𝜇 + (2 − 2𝜇𝜇)𝛼𝛼𝑥𝑥1 , 

∀𝛼𝛼𝑥𝑥1 = 𝛼𝛼𝑢𝑢1 ,∀𝛼𝛼𝑥𝑥2 = 𝛼𝛼𝑢𝑢2 . 

* Hàm 𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑥𝑥,𝑢𝑢]�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑓𝑓� = �𝑥𝑥1
𝑔𝑔𝑔𝑔 − 𝑡𝑡 − 1�2 +

�𝑥𝑥2
𝑔𝑔𝑔𝑔 − 𝑡𝑡2�2 + �𝑢𝑢1

𝑔𝑔𝑔𝑔�2 + �𝑢𝑢2
𝑔𝑔𝑔𝑔�2, 

𝑔𝑔𝑖𝑖
𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑥𝑥,𝑢𝑢]�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑔𝑔1� = 𝑢𝑢𝑖𝑖

𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑖𝑖 = 1,2). 

Từ các điều kiện tối ưu cho biến điều khiển và  

𝑥̇𝑥1
𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝑢𝑢1

𝑔𝑔𝑔𝑔 , 𝑥̇𝑥2
𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝑢𝑢2

𝑔𝑔𝑔𝑔  ta có 

�
𝜕𝜕3𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜕𝜕3𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔 . 𝜆𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔 = 0

𝜕𝜕4𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜕𝜕4𝑔𝑔2
𝑔𝑔𝑔𝑔 . 𝜆𝜆2

𝑔𝑔𝑔𝑔 = 0
 

⟺ �
2𝑢𝑢1

𝑔𝑔𝑔𝑔 + 1. 𝜆𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔 = 0

2𝑢𝑢2
𝑔𝑔𝑔𝑔 + 1. 𝜆𝜆2

𝑔𝑔𝑔𝑔 = 0
⟺ �

𝜆𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔 = −2𝑢𝑢1

𝑔𝑔𝑔𝑔

𝜆𝜆2
𝑔𝑔𝑔𝑔 = −2𝑢𝑢2

𝑔𝑔𝑔𝑔  

⇒ �
𝜆̇𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔 = −2𝑢̇𝑢1

𝑔𝑔𝑔𝑔 = −2𝑥̈𝑥1
𝑔𝑔𝑔𝑔

𝜆̇𝜆2
𝑔𝑔𝑔𝑔 = −2𝑢̇𝑢2

𝑔𝑔𝑔𝑔 = −2𝑥̈𝑥2
𝑔𝑔𝑔𝑔 .

 

Kết hợp với các điều kiện tối ưu cho biến liên 
hợp, ta có 

�
𝜆̇𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔 = −𝜕𝜕1𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 − 𝜕𝜕1𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔𝜆𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔

𝜆̇𝜆2
𝑔𝑔𝑔𝑔 = −𝜕𝜕2𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 − 𝜕𝜕2𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔𝜆𝜆2
𝑔𝑔𝑔𝑔  

⟺ �
𝜆̇𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔 = −2�𝑥𝑥1

𝑔𝑔𝑔𝑔 − 𝑡𝑡 − 1� − 0
𝜆̇𝜆2
𝑔𝑔𝑔𝑔 = −2�𝑥𝑥2

𝑔𝑔𝑔𝑔 − 𝑡𝑡2� − 0
 

⟺ �
−2𝑥̈𝑥1

𝑔𝑔𝑔𝑔 = −2�𝑥𝑥1
𝑔𝑔𝑔𝑔 − 𝑡𝑡 − 1�

−2𝑥̈𝑥2
𝑔𝑔𝑔𝑔 = −2�𝑥𝑥2

𝑔𝑔𝑔𝑔 − 𝑡𝑡2�
 

⟺ �
𝑥̈𝑥1
𝑔𝑔𝑔𝑔 − 𝑥𝑥1

𝑔𝑔𝑔𝑔 = −𝑡𝑡 − 1
𝑥̈𝑥2
𝑔𝑔𝑔𝑔 − 𝑥𝑥2

𝑔𝑔𝑔𝑔 = −𝑡𝑡2.
 

Giải các phương trình vi phân tuyến tính cấp hai 
ta có nghiệm tổng quát 

�
𝑥𝑥1
𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝐶𝐶1𝑒𝑒𝑡𝑡 + 𝐶𝐶2𝑒𝑒−𝑡𝑡 + 𝑡𝑡 + 1

𝑥𝑥2
𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝐶𝐶3𝑒𝑒𝑡𝑡 + 𝐶𝐶4𝑒𝑒−𝑡𝑡 + 𝑡𝑡2 + 2.

 

Kết hợp với các điều kiện biên, ta có  

𝑥𝑥1
𝑔𝑔𝑔𝑔 = �𝜇𝜇 − 1 + (2 − 2𝜇𝜇)𝛼𝛼𝑥𝑥1� �

𝑒𝑒𝑡𝑡 − 𝑒𝑒−𝑡𝑡

𝑒𝑒5 − 𝑒𝑒−5
�

+
𝑒𝑒𝑡𝑡−5 − 𝑒𝑒5−𝑡𝑡

𝑒𝑒5 − 𝑒𝑒−5
+ 𝑡𝑡 + 1 

𝑥𝑥2
𝑔𝑔𝑔𝑔 = �𝜇𝜇 − 3 + (2 − 2𝜇𝜇)𝛼𝛼𝑥𝑥2� �

𝑒𝑒𝑡𝑡 − 𝑒𝑒−𝑡𝑡

𝑒𝑒5 − 𝑒𝑒−5
�

+
2𝑒𝑒𝑡𝑡−5 − 2𝑒𝑒5−𝑡𝑡

𝑒𝑒5 − 𝑒𝑒−5
+ 𝑡𝑡2 + 2. 

Nghiệm tối ưu hàm trạng thái của (GOCP) có thể 
rút gọn bằng cách sử dụng hàm hyperbolic với công 
thức 𝑒𝑒𝑡𝑡 − 𝑒𝑒−𝑡𝑡 = 2 sinh 𝑡𝑡 và (sinh 𝑡𝑡)′ = cosh 𝑡𝑡 
như sau 

𝑥𝑥1
𝑔𝑔𝑔𝑔 =

1
sinh 5

(�𝜇𝜇 − 1 + (2 − 2𝜇𝜇)𝛼𝛼𝑥𝑥1� sinh 𝑡𝑡
+ sinh(𝑡𝑡 − 5)) + 𝑡𝑡 + 1 

𝑥𝑥2
𝑔𝑔𝑔𝑔 =

1
sinh 5

(�𝜇𝜇 − 3 + (2 − 2𝜇𝜇)𝛼𝛼𝑥𝑥2� sinh 𝑡𝑡
+ 2sinh(𝑡𝑡 − 5)) + 𝑡𝑡2 + 2 

tương ứng với nghiệm tối ưu hàm điều khiển 

𝑢𝑢1
𝑔𝑔𝑔𝑔 =

1
sinh 5

(�𝜇𝜇 − 1 + (2 − 2𝜇𝜇)𝛼𝛼𝑢𝑢1� cosh 𝑡𝑡
+ cosh(𝑡𝑡 − 5)) + 1 

𝑢𝑢2
𝑔𝑔𝑔𝑔 =

1
sinh 5

(�𝜇𝜇 − 3 + (2 − 2𝜇𝜇)𝛼𝛼𝑢𝑢2� cosh 𝑡𝑡
+ 2cosh(𝑡𝑡 − 5)) + 2𝑡𝑡. 

Khi đó, nghiệm tối ưu của (FOCP) là các hàm 
mờ với các tập mức tương ứng 

[𝑥𝑥�1(𝑡𝑡)]𝜇𝜇

= �
(𝜇𝜇 − 1) sinh 𝑡𝑡 + sinh(𝑡𝑡 − 5)

sinh 5
+ 𝑡𝑡

+ 1,
(1 − 𝜇𝜇) sinh 𝑡𝑡 + sinh(𝑡𝑡 − 5)

sinh 5
+ 𝑡𝑡 + 1�, 

[𝑥𝑥�2(𝑡𝑡)]𝜇𝜇

= �
(𝜇𝜇 − 3) sinh 𝑡𝑡 + 2 sinh(𝑡𝑡 − 5)

sinh 5
+ 𝑡𝑡2

+ 2,
−(1 + 𝜇𝜇) sinh 𝑡𝑡 + 2 sinh(𝑡𝑡 − 5)

sinh 5
+ 𝑡𝑡2 + 2� 

[𝑢𝑢�1(𝑡𝑡)]𝜇𝜇

= �
(𝜇𝜇 − 1) cosh 𝑡𝑡 + cosh(𝑡𝑡 − 5)

sinh 5

+ 1,
(1 − 𝜇𝜇) cosh 𝑡𝑡 + cosh(𝑡𝑡 − 5)

sinh 5
+ 1�, 
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[𝑢𝑢�2(𝑡𝑡)]𝜇𝜇

= �
(𝜇𝜇 − 3) cosh 𝑡𝑡 + 2cosh(𝑡𝑡 − 5)

sinh 5

+ 2𝑡𝑡,
−(𝜇𝜇 + 1) cosh 𝑡𝑡 + 2cosh(𝑡𝑡 − 5)

sinh 5
+ 2𝑡𝑡�. 

 
Hình 1. 𝑻𝑻𝟏𝟏 = 𝟑𝟑.𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎 

 
Hình 2. 𝑻𝑻𝟐𝟐 = 𝟒𝟒.𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎 

Việc sử dụng phần mềm Matlab hoặc Octave có 
thể mô phỏng chuyển động dạng ảnh động 
(animation) của xe trên quỹ đạo 𝑟𝑟(𝑡𝑡) = (𝑡𝑡 + 1, 𝑡𝑡2) 
với vận tốc 𝑣⃗𝑣(𝑡𝑡) = (1,2𝑡𝑡) (đường đứt khúc màu 

đen) và quỹ đạo chuyển động tối ưu mờ của flycam 
𝑅𝑅�⃗ (𝜇𝜇, 𝑡𝑡) = ([𝑥𝑥�1(𝑡𝑡)]𝜇𝜇 , [𝑥𝑥�2(𝑡𝑡)]𝜇𝜇) với điều khiển mờ 
tối ưu 𝑉𝑉�⃗ (𝜇𝜇, 𝑡𝑡) = ([𝑢𝑢�1(𝑡𝑡)]𝜇𝜇 , [𝑢𝑢�2(𝑡𝑡)]𝜇𝜇). Để đơn giản, 
trong bài báo chỉ biểu diễn mô phỏng 3 giá trị 𝜇𝜇 = 1 
(màu hồng cánh sen) và 𝜇𝜇 = 0,9, 𝜇𝜇 = 0,8 (đường 
mức trên màu đỏ, mức dưới màu xanh) với một số 
thời điểm 𝑇𝑇1 = 3.038,𝑇𝑇2 = 4.0506,𝑇𝑇3 = 5 được 
chụp lại từ ảnh động trong Hình 1, Hình 2  
và Hình 3. 

 
Hình 3. 𝑻𝑻𝟑𝟑 = 𝟓𝟓 

4. KẾT LUẬN 

Trong bài báo này, các điều kiện tối ưu cho bài 
toán tối ưu điều khiển nhiều biến ràng buộc mờ sử 
dụng đạo hàm granular được khảo sát. Điều kiện cần 
tối ưu mở rộng kết quả trong bài báo trước đây, còn 
điều kiện tối ưu đủ là mới. Một mô hình ứng dụng 
cho điều khiển tối ưu mờ đã được trình bày, cho thấy 
rõ ý nghĩa của việc mở rộng sang nhiều biến là cần 
thiết khi mô tả các chuyển động trong không gian 2 
chiều hay 3 chiều. Đạo hàm granular được sử dụng 
để khảo sát các điều kiện tối ưu cho các bài toán tối 
ưu điều khiển phân thứ mờ, điều kiện tối ưu cấp hai 
và khảo sát các bài toán đối ngẫu của bài toán tối ưu 
điều khiển mờ là các chủ đề vẫn chưa được nghiên 
cứu và có thể phát triển trong các nghiên cứu  
tiếp theo. 
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