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TÓM TẮT 
Bài báo này được thực hiện với mục đích nghiên cứu tính chất tiệm 
cận của mô hình “lãi đôi” trong lý thuyết xác suất dưới điều kiện 
xác suất thắng tổng quát 𝑎𝑎 ∈ (0,1). Trên cơ sở kết quả đã công bố 
về định lý giới hạn trung tâm tại giá trị tới hạn 𝑎𝑎 = 1/3, việc khảo 
sát đã được tập trung mở rộng để thiết lập luật số lớn cho trường 
hợp 𝑎𝑎 ≠ 1/3. Đặc biệt, đóng góp khoa học cốt lõi của bài báo là 
việc xác định và chứng minh thành công hành vi giới hạn của dãy 
các moment bậc cao của quá trình lợi nhuận khi số lần giao dịch 
đủ lớn. Các kết quả đạt được góp phần hoàn thiện bức tranh định 
lượng toàn diện về cấu trúc động lực và sự biến động thống kê của 
mô hình lãi đôi tổng quát. 

Từ khóa: Bước đi ngẫu nhiên, công thức Jacob-Bernoulli, Luật số 
lớn, toán tử Markov 

ABSTRACT 
This paper investigates the asymptotic properties of the “double 
profit” model in probability theory under a generalized winning 
probability 𝑎𝑎 ∈ (0,1). Building upon the previously established 
Central Limit Theorem at the critical threshold 𝑎𝑎 ≠ 1/3, this study 
extends the analysis to establish the Law of Large Numbers for the 
case where 𝑎𝑎 ≠ 1/3. Crucially, the core scientific contribution of 
this work lies in explicitly determining and proving the limiting 
behavior of the sequence of higher-order moments of the return 
process given a sufficiently large number of trades. These findings 
complement and complete the quantitative description of the 
statistical fluctuations and dynamical structures inherent in the 
generalized double profit model. 

Keywords: Jacob-Bernoulli’s formula, law of large numbers, 
Markov operator, random walk 

1. GIỚI THIỆU 

Trong thị trường tài chính, đặc biệt là giao dịch 
cổ phiếu, thị trường hàng hóa, tiền tệ hay thị trường 
tương lai, … ưu tiên hàng đầu của các nhà giao dịch 
chuyên nghiệp là “sống sót” hay không bị phá sản. 
Nếu rủi ro được kiểm soát, một mô hình có lợi nhuận 

trung bình dương dù là nhỏ cũng có thể tạo ra lợi 
nhuận lớn nhờ vào sức mạnh của thời gian và số 
lượng giao dịch. Taleb (2023) đã từng đề cập đến 
việc tối đa hóa lợi nhuận mà không quan tâm đến 
xác suất sống sót là một sai lầm chết người. Theo 
ông, một chiến lược có lợi nhuận cao nhưng có rủi 
ro phá sản dù chỉ 1% cuối cùng cũng dẫn đến sự 
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sụp đổ hoàn toàn. Sự sống sót là điều kiện tiên 
quyết duy nhất cho lợi nhuận. Kể cả Ed Seykota là 
một huyền thoại về giao dịch theo xu hướng, ông 
hiểu rất rõ về kỳ vọng toán học. Ông cũng đã từng 
nói tại một buổi phỏng vấn được thuật lại trong 
Schwager (2018) như sau "Các yếu tố của việc giao 
dịch tốt bao gồm: (1) Cắt lỗ, (2) Cắt lỗ, và (3) Cắt 
lỗ. Nếu anh có thể tuân thủ ba nguyên tắc này, anh 
sẽ có cơ hội” (tr. 196). Theo ông, nếu bạn sống sót 
đủ lâu trên thị trường thì bạn có thể cho phép quy 
luật số lớn hoạt động theo hướng có lợi cho mình. 
Cả hai ông cùng với rất nhiều nhà giao dịch thành 
công khác đều có chung một “giao lộ tư duy” là sự 
kết hợp giữa lợi nhuận trung bình dương (Positive 
Expectancy) và luật yếu số lớn (Weak Law of Large 
Numbers). Vấn đề được đặt ra ở đây là khi có một 
mô hình (chiến lược) giao dịch, ta cần xác định mô 
hình này có cho ra lợi nhuận trung bình dương và có 
tuân theo luật yếu số lớn không? 

Trong thực tế, họ thường chọn các mô hình giao 
dịch sao cho có tỉ lệ lợi nhuận/rủi ro cao (2/1 hoặc 
3/1 hoặc 5/1). Ở đây, chúng ta giả sử tỉ lệ lợi 
nhuận/rủi ro sau mỗi lần giao dịch là con số không 
đổi 2/1 với xác suất tương ứng như sau: 

+ Thắng sẽ nhận thêm 2 đồng với xác suất 
𝛼𝛼 (0 < 𝛼𝛼 < 1), 

+ Thua sẽ mất đi 1 đồng với xác suất 1 − 𝛼𝛼. 

Ở trong Chương và Nghiệm (2025), mô hình như 
vậy được gọi là mô hình “lãi đôi”. Tuy nhiên, xác 
suất khi ấy tương ứng là 1/3 và 2/3 với kết quả đạt 
được là sự hội tụ về phân phối chuẩn với kỳ vọng 
bằng 0. Bằng cách xét với xác suất tổng quát hơn, 
chúng tôi tìm được câu trả lời thỏa đáng cho vấn đề 
đã đề cập ở trên. 

Đặt 𝑋𝑋0 = 0 là lợi nhuận ban đầu và 𝑋𝑋𝑛𝑛 là lợi 
nhuận có được sau lần thực hiện giao dịch thứ 
𝑛𝑛 (𝑛𝑛 ∈ ℕ∗). Khi đó (𝑋𝑋𝑛𝑛)𝑛𝑛≥0 là quá trình ngẫu nhiên 
hay bước đi ngẫu nhiên với tập giá trị nguyên ℤ. Giả 
sử sau lần giao dịch thứ 𝑛𝑛, lợi nhuận có được là  
𝑋𝑋𝑛𝑛 = 𝑘𝑘 (𝑘𝑘 ∈ ℤ), xác suất chuyển tương ứng là 

ℙ(𝑋𝑋𝑛𝑛+1 = 𝑘𝑘 + 2|𝑋𝑋𝑛𝑛 = 𝑘𝑘) = 𝛼𝛼, 

ℙ(𝑋𝑋𝑛𝑛+1 = 𝑘𝑘 − 1|𝑋𝑋𝑛𝑛 = 𝑘𝑘) = 1 − 𝛼𝛼. 

Toán tử Markov 𝒫𝒫 tương ứng với quá trình ở 
trên: 𝒫𝒫𝒫𝒫(𝑋𝑋𝑛𝑛) = 𝔼𝔼[(𝑓𝑓(𝑋𝑋𝑛𝑛+1)|𝑋𝑋𝑛𝑛)] với 𝑓𝑓 là đa thức 
trên ℤ và 𝔼𝔼(𝑋𝑋) là kỳ vọng của biến ngẫu nhiên 𝑋𝑋. 
Bằng cách tính kỳ vọng của biến ngẫu nhiên phụ 
thuộc, công thức dưới đây hoàn toàn được xác định 

𝒫𝒫𝑓𝑓(𝑘𝑘) = 𝛼𝛼𝛼𝛼(𝑘𝑘 + 2) + (1 − 𝛼𝛼)𝑓𝑓(𝑘𝑘 − 1). (1) 

Từ đẳng thức (1), kết quả được rút ra dưới đây. 

Định lý 1.1 Cho (𝑋𝑋𝑛𝑛)𝑛𝑛≥0 là bước đi ngẫu nhiên 
đã giới thiệu ở trên. Khi đó, 

● Nếu 𝛼𝛼 = 1
3
 thì (𝑋𝑋𝑛𝑛)𝑛𝑛≥0 hội tụ theo phân phối 

về phân phối chuẩn 𝒩𝒩(0,2) với trung bình bằng 0 
và phương sai bằng 2. Cụ thể, 

𝑋𝑋𝑛𝑛
√𝑛𝑛

       𝒟𝒟      
�⎯⎯⎯�𝒩𝒩(0,2) khi 𝑛𝑛 → ∞. 

Trong đó, 
       𝒟𝒟      
�⎯⎯⎯� là ký hiệu cho sự hội tụ theo 

phân phối của các biến ngẫu nhiên. 

●Nếu 𝛼𝛼 ≠ 1
3
 thì (𝑋𝑋𝑛𝑛)𝑛𝑛≥0 thỏa mãn Luật yếu số 

lớn. Chi tiết hơn là 
𝑋𝑋𝑛𝑛
𝑛𝑛

     P     
�⎯⎯�  (3𝛼𝛼 − 1) khi 𝑛𝑛 → ∞. 

Trong đó, 
       P      
�⎯⎯⎯� là ký hiệu cho sự hội tụ theo 

xác suất của các biến ngẫu nhiên. 

Kết quả trong trường hợp đầu �𝛼𝛼 = 1
3
� đã được 

chứng minh chi tiết trong Chương và Nghiệm 
(2025). Do đó, chúng ta chỉ cần chứng minh trường 
hợp thứ hai �𝛼𝛼 ≠ 1

3
�. Mặc dù có nhiều phương pháp 

được dùng để chứng minh các định lý giới hạn như: 
phương pháp hàm đặc trưng (Brown, 1971), phương 
pháp toán tử (Trotter, 1959), phương pháp xấp xỉ 
martingale (Kozlov, 1985; Alili, 1999;  Mathieu, 
2008),… nhưng trong bài báo này, việc chứng minh 
được thực hiện dựa theo phương pháp xác định giới 
hạn phương sai của bước đi ngẫu nhiên trong môi 
trường ngẫu nhiên được giới thiệu lần đầu bởi 
Depauw and Derrien (2009) thông qua việc xác định 
các moment. Việc xác định các moment là quan 
trọng, do đó nhóm tác giả xin được giới thiệu sơ lược 
về lịch sử hình thành và phát triển phương pháp này. 
Nhà toán học vĩ đại người Nga Chebyshev (1821–
1894) lần đầu giới thiệu phương pháp moment trong 
Tchébichef (1887) để chứng minh định lý giới hạn 
trung tâm cho mô hình xác suất thông qua bất đẳng 
thức nổi tiếng mang tên mình, Bất đẳng thức 
Chebyshev (Chebyshev’s Inequality). Sau đó, trong 
cuốn “Probability and Measure” (Billingsley, 1995), 
Patrick Billingsley (1925–2011) là một nhà toán 
học, nhà thống kê và cũng là diễn viên người Mỹ nổi 
tiếng đã giới thiệu phương pháp này để chứng minh 
định lý giới hạn trung tâm thông qua việc xét giới 
hạn moment mọi bậc của dãy các biến ngẫu nhiên. 
Kể từ đó cho đến nay, đã có rất nhiều nghiên cứu 
liên quan đến phương pháp này. Nếu muốn tìm hiểu 
sâu hơn thì ngoài hai tài liệu kinh điển vừa giới thiệu 
ở trên bạn đọc có thể tham khảo thêm các tài liệu 

https://www.google.com/search?q=Patrick+Billingsley&kgmid=/m/0gtvvhx&sa=X&ved=2ahUKEwj3opbKkKKTAxW_XGwGHaRAJsYQ3egRegQIAhAC
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như: Depauw and Derrien (2009), Norris (1998), 
Ross (2010), Chương và ctv. (2021), Chương và ctv. 
(2024). 

2. PHƯƠNG PHÁP NGHIÊN CỨU 

Để chứng minh Định lý 1.1, kỹ thuật truy hồi với 
các giá trị rời rạc được áp dụng nhằm xác định được 
hàm đa thức 𝑓𝑓 trên tập ℤ với điều kiện cho trước 
(Mệnh đề 3.1). Từ đó, giới hạn các moment bậc 
𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ∈ ℕ∗ được xác định (Mệnh đề 3.2). Cuối cùng 
là chứng minh Định lý 1.1. Trước tiên, một số tính 
chất dưới đây cần được giới thiệu để hỗ trợ cho việc 
chứng minh Mệnh đề 3.1 và Mệnh đề 3.2. 

Bổ đề 2.1. Cho 𝑄𝑄(𝑥𝑥) là một hàm đa thức xác 
định trên ℤ. Khi đó, phương trình  

𝑓𝑓(𝑚𝑚 + 1) − 𝑢𝑢. 𝑓𝑓(𝑚𝑚) = 𝑄𝑄(𝑚𝑚), (2) 

với 𝑓𝑓(0) = 0 và 𝑢𝑢 ∈ ℝ, có nghiệm  

𝑓𝑓(𝑚𝑚) =

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧
𝑓𝑓1(𝑚𝑚)  𝑛𝑛ế𝑢𝑢               |𝑢𝑢| < 1,
𝑓𝑓2(𝑚𝑚)  𝑛𝑛ế𝑢𝑢               |𝑢𝑢| > 1,
𝑓𝑓3(𝑚𝑚)  𝑛𝑛ế𝑢𝑢    𝑢𝑢 = 1,𝑚𝑚 > 0,
 𝑓𝑓4(𝑚𝑚)  𝑛𝑛ế𝑢𝑢     𝑢𝑢 = 1,𝑚𝑚 < 0,
 𝑓𝑓5(𝑚𝑚)  𝑛𝑛ế𝑢𝑢  𝑢𝑢 = −1,𝑚𝑚 > 0,
𝑓𝑓6(𝑚𝑚)  𝑛𝑛ế𝑢𝑢  𝑢𝑢 = −1,𝑚𝑚 < 0.

 

ở đó, 𝑓𝑓1(𝑚𝑚) = ∑ 𝑢𝑢𝑖𝑖 .𝑄𝑄(𝑚𝑚 − 𝑖𝑖)+∞
𝑖𝑖=0 ,  

𝑓𝑓2(𝑚𝑚) = − 1
𝑢𝑢
∑ �1

𝑢𝑢
�
𝑖𝑖

.𝑄𝑄(𝑚𝑚 + 𝑖𝑖)+∞
𝑖𝑖=0 , 

𝑓𝑓3(𝑚𝑚) = ∑ 𝑄𝑄(𝑖𝑖)𝑚𝑚−1
𝑖𝑖=0 , 

𝑓𝑓4(𝑚𝑚) = −∑ 𝑄𝑄(−𝑖𝑖)−𝑚𝑚
𝑖𝑖=1 , 

𝑓𝑓5(𝑚𝑚) = (−1)𝑚𝑚+1 ∑ (−1)𝑖𝑖 .𝑄𝑄(𝑖𝑖)𝑚𝑚−1
𝑖𝑖=0 , 

𝑓𝑓6(𝑚𝑚) = (−1)−𝑚𝑚 ∑ (−1)𝑖𝑖.𝑄𝑄(−𝑖𝑖)−𝑚𝑚
𝑖𝑖=1 . 

Chứng minh 

Ta xét các trường hợp sau: 

● |𝑢𝑢| < 1, từ (2), ta có thể suy ra phương trình: 

𝑓𝑓(𝑚𝑚) = 𝑢𝑢. 𝑓𝑓(𝑚𝑚 − 1) + 𝑄𝑄(𝑚𝑚). 

Kỹ thuật đệ quy với 𝑚𝑚− 1,𝑚𝑚 − 2, …, −∞ được 
áp dụng cho phương trình này, kết hợp với |𝑢𝑢| < 1 
và hàm 𝑓𝑓(𝑚𝑚) là một hàm đa thức, ta suy ra được:  

𝑓𝑓(𝑚𝑚) = 𝑓𝑓1(𝑚𝑚) = �𝑢𝑢𝑖𝑖 .𝑄𝑄(𝑚𝑚 − 𝑖𝑖)
+∞

𝑖𝑖=0

. 

● |𝑢𝑢| > 1, hai vế của (2) được chia cho 𝑢𝑢 và 
chuyển vế các hạng tử thích hợp, ta được: 

𝑓𝑓(𝑚𝑚) = 1
𝑢𝑢

. 𝑓𝑓(𝑚𝑚 + 1) − 1
𝑢𝑢
𝑄𝑄(𝑚𝑚). 

Đệ quy phương trình này với 𝑚𝑚 + 1,𝑚𝑚 + 2, …, 
+∞, ta rút gọn được kết quả dưới đây: 

 𝑓𝑓(𝑚𝑚) = 𝑓𝑓2(𝑚𝑚) = −
1
𝑢𝑢
��

1
𝑢𝑢
�
𝑖𝑖

.𝑄𝑄(𝑚𝑚 + 𝑖𝑖)
+∞

𝑖𝑖=0

. 

● 𝑢𝑢 = ±1, ở trường hợp này ta cần đệ quy 
phương trình (2) với 0, 1, 2, … ,𝑚𝑚 (𝑚𝑚 > 0) và 
−1,−2, … ,𝑚𝑚 (𝑚𝑚 < 0) kết hợp với điều kiện 
𝑓𝑓(0) = 0, sau đó thu gọn, ta được: 

𝑓𝑓(𝑚𝑚) =

⎩
⎨

⎧
𝑓𝑓3(𝑚𝑚)  𝑛𝑛ế𝑢𝑢    𝑢𝑢 = 1,𝑚𝑚 > 0,
𝑓𝑓4(𝑚𝑚)  𝑛𝑛ế𝑢𝑢     𝑢𝑢 = 1,𝑚𝑚 < 0,
𝑓𝑓5(𝑚𝑚)  𝑛𝑛ế𝑢𝑢  𝑢𝑢 = −1,𝑚𝑚 > 0,
𝑓𝑓6(𝑚𝑚)  𝑛𝑛ế𝑢𝑢  𝑢𝑢 = −1,𝑚𝑚 < 0.

 

Bổ đề đã được chứng minh.∎ 

Chú ý 2.2. Cho phương trình   

𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 − 1−𝛼𝛼
𝛼𝛼

= 0. (3) 

Khi đó, (3) có hai nghiệm 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 thỏa mãn: 

● 𝑥𝑥1 < −2 và 1 < 𝑥𝑥2 nếu 0 < 𝛼𝛼 < 1
3
, 

● −2 < 𝑥𝑥1 < −1 và 0 < 𝑥𝑥2 < 1 nếu 1
3

< 𝛼𝛼 < 1. 

Định nghĩa 2.3 (Hàm đa thức logarit). Chuỗi lũy 
thừa có dạng  

�
𝑧𝑧𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑠𝑠
= 𝑧𝑧 +

𝑧𝑧2

2𝑠𝑠
+
𝑧𝑧3

3𝑠𝑠
+ ⋯

+∞

𝑘𝑘=1

 

được gọi là hàm đa thức logarit hay chuỗi 
Dirichlet. Hàm đa thức này được ký hiệu là 𝐿𝐿𝐿𝐿𝑠𝑠(𝑧𝑧). 
Ta thấy rằng hàm đa thức logarit luôn xác định với 
|𝑧𝑧| < 1. 

Hai bổ đề ngay dưới đây được chứng minh trong 
tài liệu Graham et al. (1994). 

Bổ đề 2.4 (Jacob-Bernoulli) Tổng lũy thừa 

�𝑖𝑖𝑘𝑘 =
1

𝑘𝑘 + 1

𝑚𝑚

𝑖𝑖=1

�𝐶𝐶𝑘𝑘+1
𝑗𝑗 𝐵𝐵𝑗𝑗𝑚𝑚𝑘𝑘+1−𝑗𝑗

𝑘𝑘

𝑗𝑗=0

 

trong đó 𝐵𝐵𝑗𝑗  là hệ số Bernoulli thứ 𝑗𝑗, đó là 

𝐵𝐵𝑗𝑗 = �
1

𝑣𝑣 + 1

𝑗𝑗

𝑣𝑣=𝑜𝑜

�(−1)𝑟𝑟𝐶𝐶𝑗𝑗𝑟𝑟𝑟𝑟𝑗𝑗
𝑣𝑣

𝑟𝑟=0

. 

Bổ đề 2.5. Chuỗi số sau luôn hội tụ 

�(𝑘𝑘 + 1)𝑗𝑗𝜌𝜌𝑘𝑘 =
1
𝜌𝜌

+∞

𝑘𝑘=0

𝐿𝐿𝐿𝐿−𝑗𝑗(𝜌𝜌), 
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với mọi số thực 𝜌𝜌 ∈ (0;  1). 

3. CHỨNG MINH ĐỊNH LÝ 1.1 

Tiếp theo dưới đây, hai mệnh đề rất quan trọng 
cần được giới thiệu và chứng minh chặt chẽ nhằm 
hỗ trợ cho việc chứng minh Định lý 1.1.  

Mệnh đề 3.1. Cho 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑚𝑚) là hàm đa thức trên 
tập số nguyên ℤ thỏa mãn phương trình 

𝒫𝒫𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑚𝑚) − 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑚𝑚) = 𝑚𝑚𝑘𝑘−1, (4) 

với điều kiện ban đầu 𝑓𝑓𝑘𝑘(0) = 0, 𝑘𝑘 ∈ ℕ∗. Khi 
đó, phương trình (4) có nghiệm  

𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑚𝑚) =
1

3𝛼𝛼 − 1
.
𝑚𝑚𝑘𝑘

𝑘𝑘
+ Ο(𝑚𝑚𝑘𝑘−1). 

Chứng minh 

Thay vế phải của đẳng thức (1) vào phương trình 
(4), ta được đẳng thức dưới đây 

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘(𝑚𝑚 + 2) − 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑚𝑚) + (1 − 𝛼𝛼)𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑚𝑚 − 1)
= 𝑚𝑚𝑘𝑘−1, 

Đặt 𝑃𝑃𝑘𝑘(𝑚𝑚) = 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑚𝑚 + 1) − 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑚𝑚), thay vào 
phương trình này và chia hai vế phương trình vừa 
đạt được cho 𝛼𝛼, ta được phương trình sau 

𝑃𝑃𝑘𝑘(𝑚𝑚 + 1) + 𝑃𝑃𝑘𝑘(𝑚𝑚) −
1 − 𝛼𝛼
𝛼𝛼

𝑃𝑃𝑘𝑘(𝑚𝑚 − 1)

=
1
𝛼𝛼
𝑚𝑚𝑘𝑘−1. 

Tiếp tục thay 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 trong chú ý 2.2 một cách 
thích hợp vào phương trình này, từ đó phương trình 
dưới đây hoàn toàn được xác định:  

𝑃𝑃𝑘𝑘(𝑚𝑚 + 1) − (𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2)𝑃𝑃𝑘𝑘(𝑚𝑚) 

 +𝑥𝑥1𝑥𝑥2.𝑃𝑃𝑘𝑘(𝑚𝑚 − 1) = 1
𝛼𝛼
𝑚𝑚𝑘𝑘−1 (5) 

Bằng cách đặt  

𝑄𝑄𝑘𝑘(𝑚𝑚) = 𝑃𝑃𝑘𝑘(𝑚𝑚 + 1) − 𝑥𝑥2𝑃𝑃𝑘𝑘(𝑚𝑚),  (6) 

phương trình (5) trở thành 

𝑄𝑄𝑘𝑘(𝑚𝑚) − 𝑥𝑥1𝑄𝑄𝑘𝑘(𝑚𝑚 − 1) = 1
𝛼𝛼
𝑚𝑚𝑘𝑘−1. (7) 

Trước tiên, ta xét trường hợp 0 < 𝛼𝛼 < 1
3
. Khi đó, 

|𝑥𝑥1| > 1 và |𝑥𝑥2| > 1, theo bổ đề 2.1 thì phương 
trình (7) có nghiệm tương ứng là 

𝑄𝑄𝑘𝑘(𝑚𝑚) = −
1
𝛼𝛼𝑥𝑥1

��
1
𝑥𝑥1
�
𝑖𝑖

(𝑚𝑚 + 1 + 𝑖𝑖)𝑘𝑘−1
+∞

𝑖𝑖=0

. 

Khai triển nhị thức Newton trong tổng của vế 
phải phương trình này, cùng với kết quả có trong Bổ 
đề 2.5, dạng rút gọn dưới đây được xác định: 

𝑄𝑄𝑘𝑘(𝑚𝑚) =
−1

𝛼𝛼(𝑥𝑥1 − 1)𝑚𝑚
𝑘𝑘−1 + Ο(𝑚𝑚𝑘𝑘−2). 

Bằng cách biến đổi tương tự, sau đó thay giá trị 
của 𝑄𝑄𝑘𝑘(𝑚𝑚) đã tìm được ở trên và thu gọn, phương 
trình (6) có nghiệm là 

𝑃𝑃𝑘𝑘(𝑚𝑚) =
1

3𝛼𝛼 − 1
𝑚𝑚𝑘𝑘−1 + Ο(𝑚𝑚𝑘𝑘−2). 

Theo Bổ đề 2.1, ta xác định được nghiệm của 
phương trình 𝑃𝑃𝑘𝑘(𝑚𝑚) = 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑚𝑚 + 1) − 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑚𝑚) là 

  𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑚𝑚) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧� 𝑃𝑃𝑘𝑘(𝑖𝑖)
𝑚𝑚−1

𝑖𝑖=0

         𝑛𝑛ế𝑢𝑢  𝑚𝑚 > 0,

−�𝑃𝑃𝑘𝑘(−𝑖𝑖)
−𝑚𝑚

𝑖𝑖=1

   𝑛𝑛ế𝑢𝑢  𝑚𝑚 < 0.

 

Kết hợp với Bổ đề 2.4, 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑚𝑚) được hoàn toàn 
xác định cụ thể với dạng viết gọn dưới đây: 

𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑚𝑚) =
1

3𝛼𝛼 − 1
.
𝑚𝑚𝑘𝑘

𝑘𝑘
+ Ο(𝑚𝑚𝑘𝑘−1). 

Trường hợp còn lại (1
3

< 𝛼𝛼 < 1). Khi đó, |𝑥𝑥1| >
1 và |𝑥𝑥2| < 1. Bằng cách sử dụng các phép biến đổi 
tương tự như trong trường hợp đầu, tuy có chút khác 
biệt nhưng sự khác biệt này là không đáng kể, ta 
cũng có kết quả tương tự như trường hợp trước.  

Tóm lại, ta đã chứng minh được: 

𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑚𝑚) =
1

3𝛼𝛼 − 1
.
𝑚𝑚𝑘𝑘

𝑘𝑘
+ Ο(𝑚𝑚𝑘𝑘−1),  

𝛼𝛼 ∈ (0; 1)\ �
1
3
�  ,𝑚𝑚 ∈ ℤ.∎ 

Mệnh đề 3.2. (𝑋𝑋𝑛𝑛)𝑛𝑛≥0 là bước đi ngẫu nhiên. 
Khi đó, với 𝛼𝛼 ≠ 1

3
, ta có giới hạn dưới đây được xác 

định 

lim
𝑛𝑛→∞

𝔼𝔼 ��
𝑋𝑋𝑛𝑛
𝑛𝑛
�
𝑘𝑘

� = (3𝛼𝛼 − 1)𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ≥ 1. 

Chứng minh 

Phương pháp quy nạp được áp dụng cho việc 
chứng minh mệnh đề này. Trước hết, ta cần lấy kỳ 
vọng hai vế của phương trình (4) với biến được xét 
là 𝑋𝑋𝑛𝑛, ta được 

𝔼𝔼[𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑋𝑋𝑛𝑛+1)] − 𝔼𝔼[𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑋𝑋𝑛𝑛)] = 𝔼𝔼(𝑋𝑋𝑛𝑛𝑘𝑘−1), (8) 
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ở đó, một tính chất thông dụng của kỳ vọng có 
điều kiện đã được áp dụng, cụ thể là  

𝔼𝔼{𝔼𝔼[𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑋𝑋𝑛𝑛+1)|𝑋𝑋𝑛𝑛]} = 𝔼𝔼[𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑋𝑋𝑛𝑛+1)]. 

Với 𝑘𝑘 = 1. Phương trình (8) trở thành  

𝔼𝔼[𝑓𝑓1(𝑋𝑋𝑛𝑛+1)] − 𝔼𝔼[𝑓𝑓1(𝑋𝑋𝑛𝑛)] = 1. 

Đệ quy phương trình này theo 0,1,2 … ,𝑛𝑛, kết 
hợp với các điều kiện 𝑋𝑋0 = 0 và 𝑓𝑓1(0) = 0, ta được 

𝔼𝔼[𝑓𝑓1(𝑋𝑋𝑛𝑛)] = 𝑛𝑛. 

Vì 𝑓𝑓1(𝑋𝑋𝑛𝑛) = 1
3𝛼𝛼−1

𝑋𝑋𝑛𝑛 được suy ra từ Mệnh đề 
3.1, ta có được kỳ vọng của 𝑋𝑋𝑛𝑛 như sau 

𝔼𝔼(𝑋𝑋𝑛𝑛) = (3𝛼𝛼 − 1)𝑛𝑛. 

Giả sử 𝔼𝔼(𝑋𝑋𝑛𝑛𝑘𝑘) = (3𝛼𝛼 − 1)𝑘𝑘𝑛𝑛𝑘𝑘 + Ο(𝑛𝑛𝑘𝑘−1), 𝑘𝑘 ≥
1. Khi đó, bằng cách đệ quy (8) như trên, ta được 

𝔼𝔼[𝑓𝑓𝑘𝑘+1(𝑋𝑋𝑛𝑛)] = �𝔼𝔼�𝑋𝑋𝑖𝑖𝑘𝑘�
𝑛𝑛−1

𝑖𝑖=0

. 

Giá trị của 𝔼𝔼(𝑋𝑋𝑛𝑛𝑘𝑘) được thay vào và sử dụng kết 
quả của Bổ đề 2.4, ta ước lượng được kỳ vọng dưới 
đây: 

𝔼𝔼[𝑓𝑓𝑘𝑘+1(𝑋𝑋𝑛𝑛)] = (3𝛼𝛼 − 1)𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑘𝑘+1

𝑘𝑘 + 1
+ Ο(𝑛𝑛𝑘𝑘). 

Với 𝑓𝑓𝑘𝑘+1(𝑚𝑚) = 1
3𝛼𝛼−1

⋅ 𝑚𝑚
𝑘𝑘+1

𝑘𝑘+1
+ Ο(𝑚𝑚𝑘𝑘) có được 

từ Mệnh đề 3.1, phương trình này được biến đổi 
thành  

𝔼𝔼(𝑋𝑋𝑛𝑛𝑘𝑘+1) = (3𝛼𝛼 − 1)𝑘𝑘+1𝑛𝑛𝑘𝑘+1 + Ο(𝑛𝑛𝑘𝑘). 

Do đó, theo nguyên lý quy nạp, kết quả dưới đây 
được chứng minh hoàn tất 

𝔼𝔼(𝑋𝑋𝑛𝑛𝑘𝑘) = (3𝛼𝛼 − 1)𝑘𝑘𝑛𝑛𝑘𝑘 + Ο(𝑛𝑛𝑘𝑘−1), 𝑘𝑘 ≥ 1,𝑛𝑛 ≥ 0. 

Bằng cách chia hai vế của phương trình trên với 
𝑛𝑛𝑘𝑘 sau đó lấy giới hạn với 𝑛𝑛 → +∞, Mệnh đề 3.2 
được chứng minh triệt để.∎ 

Nhận xét 3.3  

Với 𝑘𝑘 = 1, 𝑘𝑘 = 2, Mệnh đề 3.2 cho ra được hai 
kết quả cụ thể sau 

lim
𝑛𝑛→∞

𝔼𝔼 �
𝑋𝑋𝑛𝑛
𝑛𝑛
� = (3𝛼𝛼 − 1), 

lim
𝑛𝑛→∞

𝔼𝔼 ��
𝑋𝑋𝑛𝑛
𝑛𝑛
�
2

� = (3𝛼𝛼 − 1)2. 

Từ hai kết quả này cùng với việc áp dụng bất 
đẳng thức Chebyshev có trong tài liệu Billingsley 
(1995), ta dễ dàng suy ra được 

𝑋𝑋𝑛𝑛
𝑛𝑛

     P     
�⎯⎯�  (3𝛼𝛼 − 1) khi 𝑛𝑛 → ∞. 

Như vậy, Định lý 1.1 đã hoàn toàn được chứng 
minh.∎ 

4. MÔ PHỎNG MONTE CARLO KIỂM 
CHỨNG SỰ HỘI TỤ CỦA DÃY (𝑿𝑿𝒏𝒏)𝒏𝒏≥𝟎𝟎 

Để xác nhận tính đúng đắn bằng thực nghiệm, 
chúng tôi triển khai mô phỏng Monte Carlo dựa trên 
nền tảng Python thông qua thư viện Numpy cho hai 
kết quả có trong Định lý 1.1. 

4.1. Định lý giới hạn trung tâm 

Hình 1 là kết quả của việc mô phỏng quỹ đạo của 
𝑋𝑋𝑛𝑛/√𝑛𝑛 với số bước 𝑛𝑛 = 20.000 và số quỹ đạo 100 
(thực tế tính toán đến 10.000 quỹ đạo) cùng với mức 
xác suất thắng 𝛼𝛼 = 1/3. Hình ảnh nhấn mạnh rằng 
khi 𝑛𝑛 càng lớn thì biên độ dao động của các quỹ đạo 
càng ổn định và co hẹp dần trong phạm vi nhất định 
(chủ yếu dao động trong [−4; 4]). 

 
Hình 1. Mô phỏng quỹ đạo mẫu của 𝑿𝑿𝒏𝒏/√𝒏𝒏 

 
Hình 2. Mô phỏng phân phối chuẩn 

Với xác suất thắng 𝛼𝛼 = 1/3, 10.000 quỹ đạo và 
xét tại 𝑛𝑛 = 20.000, Hình 2 là kết quả của việc mô 
phỏng mật độ phân phối thực nghiệm (cột màu 
xanh) và hàm mật độ xác suất (đường KDE màu đen 
– đường ước lượng hàm mật độ theo phương pháp 
hạt nhân) so sánh với hàm mật độ giới hạn (đồ thị 
hàm mật độ của phân phối 𝒩𝒩(0,2) hay hàm mật độ 
lý thuyết). Kết quả này cho thấy đồ thị của hàm mật 
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độ gần như trùng khớp với đồ thị hàm mật độ giới 
hạn (đường nét đứt màu đỏ). Điều này xác thực một 
cách trực quan cho sự hội tụ của dãy (𝑋𝑋𝑛𝑛)𝑛𝑛≥0. 

4.2. Luật số lớn 

Hình 3 là kết quả của việc mô phỏng 𝑋𝑋𝑛𝑛/𝑛𝑛 với 
𝑛𝑛 = 20.000, số quỹ đạo là 500 và 𝛼𝛼 = 0,2 (mô hình 
cho lợi nhuận trung bình âm). Kết quả này cho thấy 
khi 𝑛𝑛 càng lớn thì các quỹ đạo hội tụ chặt về một giá 
trị, cụ thể là −0,4 (giá trị của 3𝛼𝛼 − 1). Điều này cho 
ta cái nhìn trực quan rằng (Xn)n≥0 thỏa mãn Luật 
yếu số lớn. Ta cũng có kết quả tương tự cho trường 
hợp 𝛼𝛼 = 0,5 (mô hình cho lợi nhuận trung bình 
dương) được thể hiện trong Hình 4. 

 
Hình 3. Mô phỏng hội tụ với 𝜶𝜶 = 𝟎𝟎,𝟐𝟐 

 
Hình 4. Mô phỏng hội tụ với 𝜶𝜶 = 𝟎𝟎,𝟓𝟓 

Để kiểm chứng cho sự hội tụ theo moment bậc 
cao, việc mô phỏng hàm mật độ xác suất với từng 
bước nhảy 𝑛𝑛 được thực hiện cùng 1.000 quỹ đạo và 
so sánh với đường trung bình lý thuyết 0,5. Kết quả 
được thể hiện trong Hình 5 nói lên rằng hàm mật độ 
xác suất có xu hướng bám sát mạnh vào đường trung 
bình lý thuyết (đường nét đứt màu đỏ) khi 𝑛𝑛 càng 
lớn. Đặc biệt, tại 𝑛𝑛 = 10 hàm mật độ có dạng bẹt ra 
hai phía và lõm chõm nhiều đỉnh cho thấy các giá trị 
phân tán rộng, chưa ổn định. Trong khi tại 𝑛𝑛 =
10.000 hàm mật độ có cột nhọn rất cao và gần như 
không có đuôi, kết quả thực nghiệm này nói rằng 
(Xn)n≥0 không chỉ hội tụ về một điểm (0,5) mà còn 

cho thấy tốc độ hội tụ nhanh và bó chặt các giá trị 
ngoại lai, tức là tính ổn định cao. Đó chính là minh 
chứng trực quan của sự hội tụ theo moment bậc cao. 

 
Hình 5. Hội tụ hàm mật độ của  𝑿𝑿𝒏𝒏/𝒏𝒏 về 0,5 

Bên cạnh đó, Hình 6 là kết quả của việc mô 
phỏng so sánh tốc độ triệt tiêu sai số của moment 
bậc 2 và moment bậc 4. Cụ thể, với mức xác suất 
𝛼𝛼 = 0,5 và số quỹ đạo được chọn là 20.000 tại 7 giá 
trị tăng dần của 𝑛𝑛, đường moment bậc 4 (màu cam) 
thấp hơn đường moment bậc 2 (màu xanh dương). 
Đặc biệt, khi 𝑛𝑛 càng lớn thì tốc độ hội tụ về 0 của 
moment bậc 4 nhanh hơn rất nhiều so với moment 
bậc 2, chẳng hạn tại 𝑛𝑛 = 5.000 moment bậc 2 có giá 
trị 0.00045013, trong khi đó moment bậc 4 có giá 
trị 0.00000061 thấp hơn rất nhiều.   

 
Hình 6. So sánh sai số của hai moment 

Kết quả thực nghiệm thông qua mô phỏng Monte 
Carlo cho thấy sự nhất quán với Định lý 1.1 về việc 
thỏa mãn của bước đi ngẫu nhiên (Xn)n≥0 với Định 
lý giới hạn trung tâm và Luật yếu số lớn. Hơn thế 
nữa, thực nghiệm còn cho thấy sức mạnh của hội tụ 
theo moment bậc k (𝑘𝑘 ≥ 1) với tốc độ triệt tiêu giá 
trị ngoại lai rất nhanh, tức là mô hình sẽ nhanh đạt 
mức ổn định khi 𝑛𝑛 tăng dần.  

5. KẾT LUẬN 

Trong bài báo này, các kỹ thuật thông dụng đã 
được sử dụng như: nguyên lý quy nạp, kỹ thuật đệ 
quy, kỹ thuật giải phương trình sai phân cấp hai, … 
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kết hợp với Bổ đề Jacob-Bernoulli, hàm 𝐿𝐿𝐿𝐿𝑠𝑠(𝑧𝑧), … 
đã giải quyết triệt để vấn đề có trong Định lý 1.1. 
Bên cạnh đó, trong quá trình chứng minh, chúng tôi 
cũng đã tính được sự hội tụ của moment bậc 𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ≥
1, một kết quả khái quát hơn Định lý 1.1. Thêm vào 
đó, thông qua mô phỏng Monte Carlo trên nền tảng 
Python,  kết quả thực nghiệm càng làm cho kết quả 
lý thuyết thêm phần sinh động và thuyết phục. 

Giả sử nhà giao dịch có một chiến lược giao dịch 
với tỉ lệ lợi nhuận/rủi ro là 2/1, cùng với xác suất 
thắng là một hằng số 𝛼𝛼. Khi đó, thông qua Định lý 
1.1 họ có thể xác nhận được mô hình của mình có 
cho lợi nhuận dương hay không? Có ổn định khi 

giao dịch với số lần 𝑛𝑛 đủ lớn hay không? Đây coi 
như là bước kiểm định ban đầu. Từ đó, họ có thể tiết 
kiệm được thời gian, kinh tế, trước khi tung chiến 
lược của mình ra thị trường tài chính. Mặc dù bài 
báo đã đạt được những kết quả nhất định nhưng vẫn 
còn một số hạn chế vì chưa giải quyết được các vấn 
đề bao quát hơn như: việc tìm hiểu các tỷ lệ 
nhuận/rủi ro cao (3/1 hoặc 5/1) vẫn chưa được triển 
khai, việc nghiên cứu giả định nếu xác suất thắng 
không còn là một hằng số cố định cũng chưa được 
tiến hành. Do đó, các nghiên cứu tiếp theo khi được 
thực hiện có thể mở rộng theo những hướng này 
nhằm đánh giá toàn diện hơn. 
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