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TÓM TẮT 
Trong bài báo này, việc chứng minh công thức tổng quát và các 
tính chất cơ bản của hàm Green trên tập hữu hạn đối với bước đi 
ngẫu nhiên đơn giản trong một chiều và hai chiều đã được tập 
trung thực hiện. Trên cơ sở mối liên hệ giữa hàm Green và phân 
phối xác suất thoát, công thức hàm Green thu được đã diễn giải rõ 
ràng về mặt ý nghĩa như kỳ vọng số lần ghé thăm trước khi thoát 
khỏi miền. Cuối cùng, một vấn đề đối với tập A gồm 3 điểm trên 
lưới hai chiều được đặt ra và giải quyết thông qua việc tính toán 
ma trận và giải hệ phương trình tuyến tính. 

Từ khóa: Bước đi ngẫu nhiên, định lý lựa chọn dừng, hàm Green, 
hàm hạt nhân thế, kết quả số 

ABSTRACT 
In this paper, we focus on proving the general formula and 
properties of the Green function on a finite set for the one-
dimensional and two-dimensional simple random walk. Based on 
the connection between the Green function and the exit 
distribution, the resulting Green function formula admits a clear 
probabilistic interpretation as the expected number of visits before 
the walk exits the domain. Finally, we pose and solve a problem 
for a three-point set A on the two-dimensional lattice, using matrix 
computations and the solution of a linear system. 

Keywords: Green function, numerical results, optional sampling 
theorem, potential kernel, random walks 

1. GIỚI THIỆU 

Bước đi ngẫu nhiên đơn giản một chiều và hai 
chiều là những mô hình cơ bản của xác suất rời rạc, 
có lịch sử gắn liền với những đóng góp đầu tiên của 
Pearson (1905) khi ông nêu ra bài toán “random 
walk” trong tự nhiên và sau đó là công trình kinh 
điển của Pólya (1921). Theo đó, một bước đi ngẫu 
nhiên đơn giản trên 𝑍𝑍𝑑𝑑 là 

𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝑥𝑥 + 𝑋𝑋1 + 𝑋𝑋2 + ⋯+ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 

với 𝑋𝑋𝑖𝑖 là các biến ngẫu nhiên độc lập cùng phân 
phối lấy giá trị trên 𝑍𝑍𝑑𝑑, 𝑃𝑃(𝑋𝑋𝑖𝑖 = 𝑒𝑒) = 1

2𝑑𝑑
  trong đó 

|𝑒𝑒| = 1. Một bài toán được quan tâm đối với bước 
đi ngẫu nhiên đơn giản là số lần ghé thăm 𝑦𝑦 từ điểm 
𝑥𝑥 trong 𝑛𝑛 bước, tức là ∑ 𝑃𝑃𝑥𝑥(𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝑦𝑦)𝑛𝑛

𝑘𝑘=0 , khi 𝑛𝑛 = ∞, 
ta gọi đó là bài toán hồi quy (recurrence). Pólya 
(1921) đã chứng minh định lý nổi tiếng về tính quy 
hồi: bước đi ngẫu nhiên đơn giản trên 𝑍𝑍 (một chiều) 
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và 𝑍𝑍2 (hai chiều) gần như chắc chắn quay lại vị trí 
ban đầu vô hạn lần, trong khi ở các chiều cao hơn 
(𝑑𝑑 ≥ 3) thì có xác suất dương để không bao giờ trở 
lại điểm gốc. Chen et al. (2022), Doyle & Snell 
(1984), Kozma & Popov (2021) và Lyons & Peres 
(2016) đã ứng dụng lý thuyết các quá trình ngẫu 
nhiên trên mạng và đồ thị. 

Trong bối cảnh đó, hàm Green đóng vai trò then 
chốt. Với bước đi ngẫu nhiên đơn giản, một dạng 
hàm Green tại điểm 𝑥𝑥 ∈ 𝑍𝑍𝑑𝑑  được định nghĩa là  

𝐺𝐺(𝑥𝑥) = �𝑃𝑃(𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝑥𝑥)
∞

𝑛𝑛=0

. 

Hàm Green đo số lần kỳ vọng mà bước đi ghé 
thăm một vị trí cụ thể, đồng thời gắn kết chặt chẽ 
với các khái niệm cốt lõi như xác suất quay lại, hạt 
nhân Markov và toán tử Laplace rời rạc. Trong khi 
với 𝑑𝑑 ≥ 3, 𝐺𝐺(0) hữu hạn, nó phản ánh tính không 
hồi quy (transience) của bước đi ngẫu nhiên, thì 
trong một chiều và hai chiều, 𝐺𝐺(0) = ∞, phản ánh 
tính hồi quy. Vì vậy, với 𝑑𝑑 ≤ 2, người ta định nghĩa 
một hàm khác hữu hạn có liên quan đến số lần ghé 
thăm của S đến x. Hàm hạt nhân thế (potential 
kernel) được định nghĩa bởi Spitzer (2001) đã chỉ ra 
rằng trong trường hợp một chiều 𝑎𝑎(𝑥𝑥) = |𝑥𝑥|, trong 
trường hợp hai chiều 𝑎𝑎(𝑥𝑥) thỏa Δ𝑎𝑎(𝑥𝑥) = δ(𝑥𝑥), với 
Δ là toán tử Laplace rời rạc.  

𝑎𝑎(𝑥𝑥) = �[𝑃𝑃(𝑆𝑆𝑛𝑛 = 0) − 𝑃𝑃(𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝑥𝑥)]
∞

𝑛𝑛=0

. 

Ngoài ra, theo Lawler and Limic (2010), hàm 
Green còn hai dạng khác: 

i. Với 𝜆𝜆 ∈ [0,1) và 𝑇𝑇 là một biến ngẫu nhiên có 
phân phối hình học, độc lập với S và tỷ lệ bị giết 
(killing rate) 1 − 𝜆𝜆, hàm Green trong trường hợp 
này được định nghĩa là 

𝐺𝐺λ(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) = �𝑃𝑃𝑥𝑥�𝑆𝑆𝑗𝑗 = 𝑧𝑧�
𝑇𝑇

𝑗𝑗=0

, x, z ∈ A. 

ii. Nếu 𝐴𝐴 ⊂ 𝑍𝑍𝑑𝑑  thì hàm 

𝐺𝐺𝐴𝐴(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) = �𝑃𝑃𝑥𝑥�𝑆𝑆𝑗𝑗 = 𝑧𝑧, τ > 𝑗𝑗�
∞

𝑗𝑗=0

,  x, z  ∈ A 

Biểu thị kỳ vọng số lần ghé thăm của S tới z trước 
khi thoát khỏi A, xuất phát từ x, trong đó, 𝜏𝜏 là thời 
điểm mà S chạm đến biên của A lần đầu tiên, tức là  

𝜏𝜏 = inf {𝑗𝑗  ≥ 0: 𝑆𝑆𝑗𝑗 ∈ 𝜕𝜕𝜕𝜕}. 

Tất cả các hàm Green đều được ký hiệu là G. Do 
đó, chúng chỉ được phân biệt bởi các chỉ số dưới, 
tức là một số tự nhiên, một số thực dương nhỏ hơn 
1, một tập hợp hay không có chỉ số. 

Trong bài báo này, chúng tôi tập trung vào công 
thức và kết quả số của hàm 𝐺𝐺𝐴𝐴(𝑥𝑥, 𝑧𝑧), trong một chiều 
và hai chiều với A là một tập hữu hạn. Công thức 
của hàm Green cho bước đi ngẫu nhiên hai chiều và 
một chiều được trình bày trong định lý 3.2 và định 
lý 3.3.  Ngoài ra, một ví dụ số cho một tập 𝐴𝐴 hữu 
hạn trong 𝑍𝑍2 đã được đưa ra. Đây cũng là một ví dụ 
minh họa cho phương pháp tìm giá trị của 𝐺𝐺𝐴𝐴(𝑥𝑥, 𝑧𝑧). 

2. PHƯƠNG PHÁP NGHIÊN CỨU  

Chúng tôi dùng định lý lựa chọn dừng (Optional 
Sampling Theorem) trong lý thuyết martingale xác 
định phân phối của 𝑆𝑆𝜏𝜏 từ đó dùng tính chất điều hòa 
của hạt nhân thế để suy ra biểu thức tổng quát của 
hàm 𝐺𝐺𝐴𝐴(𝑥𝑥, 𝑧𝑧). Cuối cùng, chúng tôi đưa ra kết quả 
số đối với hàm 𝐺𝐺𝐴𝐴(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) với tập A. 

Các định lý cơ bản được phát biểu như sau: 

Định lý 2.1. (Durret, 2019) Giả sử 𝑓𝑓  là một hàm 
số bị chặn, điều hòa trên tập 𝐴𝐴 ⊂ 𝑍𝑍𝑑𝑑  và  

𝜏𝜏 = inf{𝑗𝑗 ≥ 0: 𝑆𝑆𝑗𝑗 ∈ 𝜕𝜕𝜕𝜕}. 

Khi đó, 𝑀𝑀𝑛𝑛 = 𝑓𝑓(𝑆𝑆𝑛𝑛) là một martingale tương 
ứng với 𝜎𝜎-đại số sinh bởi 𝑆𝑆. 

Định lý 2.2. (Optional Sampling Theorem, 
Lawler et al. (2021)). Nếu 𝑀𝑀0,𝑀𝑀1,𝑀𝑀2, . ..  là một 
martingale và 𝑇𝑇 là một thời điểm dừng tương ứng 
với 𝜎𝜎-đại số sinh bởi 𝑆𝑆 thì quá trình 𝑌𝑌𝑛𝑛 = 𝑀𝑀𝑛𝑛∧𝜏𝜏 là 
một martingale. Hơn nữa, 

𝐸𝐸[𝑀𝑀𝑇𝑇∧𝑛𝑛] = 𝐸𝐸[𝑀𝑀0]. 

Việc kết hợp hai định lý 2.1 và định lý 2.2 ta có 
hệ quả sau: 

Hệ quả 2.3. Nếu f  là một hàm điều hòa trên A 
thì 𝑀𝑀𝑛𝑛 = 𝑓𝑓(𝑆𝑆𝑛𝑛∧𝜏𝜏) là một martingale và 

𝐸𝐸𝑥𝑥[𝑀𝑀𝑇𝑇∧𝑛𝑛] = 𝑓𝑓(𝑥𝑥). 

3. KẾT QUẢ VÀ THẢO LUẬN 

Ở phần này, một số định lý về công thức của hàm 
H(x,𝑦𝑦) đối với một tập 𝐴𝐴 hữu hạn đã được đưa ra. 
Trên cơ sở đó, ta suy ra biểu thức của hàm Green 
𝐺𝐺𝐴𝐴(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) đối với tập hữu hạn trong một chiều và hai 
chiều. Cuối cùng, các kết quả thu được được vận 
dụng để đưa ra kết quả số của hàm Green trong bài 
toán biên của bước đi ngẫu nhiên hai chiều. 
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Đầu tiên, một định lý về công thức xác định của 
hàm H(x,𝑦𝑦) được đưa ra như sau:  

Định lý 3.1. Cho 𝐴𝐴 ⊂ 𝑍𝑍𝑑𝑑 . Ứng với mỗi 𝑦𝑦 ∈ 𝜕𝜕𝜕𝜕, 
hàm số H(x,𝑦𝑦) = 𝑃𝑃𝑥𝑥(𝑆𝑆τ = 𝑦𝑦),  x ∈ 𝐴𝐴 thỏa mãn 
phương trình 

𝐻𝐻(𝑥𝑥,𝑦𝑦) − 1
2𝑑𝑑
∑ 𝐻𝐻(𝑧𝑧, 𝑦𝑦)|𝑧𝑧−𝑥𝑥|=1 =

1
2𝑑𝑑
∑ 1{𝑦𝑦}(𝑧𝑧)|𝑧𝑧−𝑥𝑥|=1 . (1) 

Chứng minh. 

Sử dụng tính Markov mạnh, ta có 

𝐻𝐻(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 𝑃𝑃𝑥𝑥(𝑆𝑆𝜏𝜏 = 𝑦𝑦) 

= � 𝑃𝑃𝑥𝑥(𝑆𝑆1 = 𝑧𝑧)𝑃𝑃𝑥𝑥(𝑆𝑆𝜏𝜏 = 𝑦𝑦|𝑆𝑆1 = 𝑧𝑧)
|𝑧𝑧−𝑥𝑥|=1

 

=
1

2𝑑𝑑
� 𝐻𝐻(𝑧𝑧, 𝑦𝑦)

|𝑧𝑧−𝑥𝑥|=1
𝑧𝑧∈𝐴𝐴 

+
1

2𝑑𝑑
� 𝐻𝐻(𝑧𝑧,𝑦𝑦)

|𝑧𝑧−𝑥𝑥|=1 
𝑧𝑧∈𝜕𝜕𝜕𝜕 

 

Với 𝑧𝑧 ∈ ∂𝐴𝐴, ta có 𝐻𝐻(𝑧𝑧,𝑦𝑦) = 1 nếu 𝑧𝑧 = 𝑦𝑦 và 
bằng 0 nếu 𝑧𝑧 ≠ 𝑦𝑦. 

Từ đó  

𝐻𝐻(𝑥𝑥,𝑦𝑦) =
1

2𝑑𝑑
� 𝐻𝐻(𝑧𝑧,𝑦𝑦)

|𝑧𝑧−𝑥𝑥|=1

+
1

2d
� 1{𝑦𝑦}(𝑧𝑧)

|𝑧𝑧−𝑥𝑥|=1

. 

Từ việc chuyển vế, ta có điều phải chứng minh. 

Tiếp theo, định lý 3.2 về công thức xác định 
𝐺𝐺𝐴𝐴(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) được chứng minh như sau: 

Định lý 3.2. Cho tập 𝐴𝐴 ⊂ 𝑍𝑍𝑑𝑑 , (𝑑𝑑 = 1,2) là một 
tập hữu hạn. Khi đó, với mọi  

𝐺𝐺𝐴𝐴(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) = � � 𝐻𝐻(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝑎𝑎(𝑦𝑦 − 𝑧𝑧)
𝑦𝑦∈ 𝜕𝜕𝜕𝜕

� − 𝑎𝑎(𝑧𝑧 − 𝑥𝑥). 

Chứng minh. 

Xét ℎ(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎(𝑧𝑧 − 𝑥𝑥) thoả mãn  

∆ℎ(𝑥𝑥) = 𝛿𝛿(𝑧𝑧 − 𝑥𝑥) ∀𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 ∪ 𝜕𝜕𝜕𝜕. 

Khi đó 

ℎ(𝑥𝑥) = 𝐸𝐸𝑥𝑥[ℎ(𝑆𝑆𝜏𝜏)] − 𝐸𝐸𝑥𝑥 �� 1�𝑆𝑆𝑗𝑗=𝑧𝑧�

𝜏𝜏−1

𝑗𝑗=0

�. 

Từ đó ta có 

𝐺𝐺𝐴𝐴(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) = 𝐸𝐸𝑥𝑥[𝑎𝑎(𝑧𝑧 − 𝑆𝑆𝜏𝜏)] − ℎ(𝑥𝑥) 

Vì 𝑎𝑎(𝑥𝑥) là hàm chẵn nên ta có 

𝐸𝐸𝑥𝑥[𝑎𝑎(𝑧𝑧 − 𝑆𝑆𝜏𝜏)] = 𝐸𝐸𝑥𝑥[𝑎𝑎(𝑆𝑆𝜏𝜏 − 𝑧𝑧)] 

= � 𝑃𝑃𝑥𝑥(𝑆𝑆𝜏𝜏 = 𝑦𝑦)𝑎𝑎(𝑦𝑦 − 𝑧𝑧)
𝑦𝑦∈ 𝜕𝜕𝜕𝜕

 

= � 𝐻𝐻(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑎𝑎(𝑦𝑦 − 𝑧𝑧)
𝑦𝑦∈ 𝜕𝜕𝜕𝜕

. 

Do vậy, ta có 

𝐺𝐺𝐴𝐴(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) =  � 𝐻𝐻(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝑎𝑎(𝑦𝑦 − 𝑧𝑧) − 𝑎𝑎(𝑧𝑧 − 𝑥𝑥)
𝑦𝑦∈ 𝜕𝜕𝜕𝜕

 

Điều phải chứng minh. 

Tiếp theo, kết quả về hàm Green cho tập 𝐴𝐴 =
 {1,2, … ,𝑛𝑛 − 1}  ⊂ 𝑍𝑍 được đưa ra.  

Định lý 3.3. Hàm Green đối với tập  

𝐴𝐴 =  {1,2,3, … ,𝑛𝑛 − 1}  ⊂ 𝑍𝑍 được xác định bởi 
công thức 

𝐺𝐺𝐴𝐴(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) = 2 min{𝑥𝑥, 𝑧𝑧} �1 −
max{𝑥𝑥, 𝑧𝑧}

𝑛𝑛
�. 

Chứng minh. 

Với 𝐴𝐴 =  {1,2,3, … ,𝑛𝑛 − 1}, ta có 𝜕𝜕𝜕𝜕 = {0,𝑛𝑛}. 

Vì 𝑎𝑎(𝑥𝑥) = |𝑥𝑥| trong trường hợp một chiều nên 
sử dụng kết quả định lý trên ta có 

𝐺𝐺𝐴𝐴(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) = � � 𝐻𝐻(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑎𝑎(𝑦𝑦 − 𝑧𝑧)
𝑦𝑦∈ 𝜕𝜕𝜕𝜕

� − 𝑎𝑎(𝑧𝑧 − 𝑥𝑥) 

= 𝐻𝐻(𝑥𝑥, 0)|0 − 𝑧𝑧| + 𝐻𝐻(𝑥𝑥,𝑛𝑛)|𝑛𝑛 − 𝑧𝑧| 

−|𝑧𝑧 − 𝑥𝑥| 

= �1 −
𝑥𝑥
𝑛𝑛
� 𝑧𝑧 +

𝑥𝑥
𝑛𝑛

(𝑛𝑛 − 𝑧𝑧) − |𝑧𝑧 − 𝑥𝑥| . 

Nếu 𝑧𝑧 ≥ 𝑥𝑥 ta có 𝐺𝐺𝐴𝐴(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) = 2𝑥𝑥 �1 − 𝑧𝑧
𝑛𝑛
�. 

Nếu 𝑧𝑧 < 𝑥𝑥 ta có 𝐺𝐺𝐴𝐴(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) = 2𝑧𝑧 �1 − 𝑥𝑥
𝑛𝑛
�. 

Tóm lại 

𝐺𝐺𝐴𝐴(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) = 2 min{ 𝑥𝑥, 𝑧𝑧} �1 −
max{ 𝑥𝑥, 𝑧𝑧}

𝑛𝑛
�. 

Cuối cùng, để minh hoạ cách vận dụng trực tiếp 
các định lý 3.1, định lý 3.2 và định lý 3.3 vào tính 
toán cụ thể, chúng tôi xét bài toán biên Dirichlet cho 
bước đi ngẫu nhiên đơn giản trên 𝑍𝑍2. 
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Bài toán: Cho tập 𝐴𝐴 = {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3}  ⊂ 𝑍𝑍2 và 
∂𝐴𝐴 = {𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦8}  như trong hình vẽ. Ta cần tìm giá 
trị của 𝐺𝐺𝐴𝐴(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) với x ∈ 𝐴𝐴,  z  ∈ 𝐴𝐴. 

 
Từ phương trình (1), lần lượt cho x nhận các giá 

trị 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2,𝑥𝑥3 và y nhận các giá trị 𝑦𝑦1,𝑦𝑦2, … , 𝑦𝑦8 ta 
nhận được hệ phương trình sau: 

(𝐼𝐼 − 𝑃𝑃)𝑋𝑋 = 𝐴𝐴, 

trong đó I là ma trận đơn vị kích thước 3 × 3, 

𝑃𝑃 =

⎝

⎜
⎜
⎛

0
1
4

0
1
4

0
1
4

0
1
4

0⎠

⎟
⎟
⎞

 

và  

𝐴𝐴 =

⎝

⎜
⎜
⎛

1
4

0 0 0 0 0
1
4

1
4

0
1
4

0 0 0
1
4

0 0

0 0
1
4

1
4

1
4

0 0 0⎠

⎟
⎟
⎞

. 

Hệ này có nghiệm là 

𝐻𝐻 =

⎝

⎜
⎜
⎛

15
56

1
14

1
56

1
56

1
56

1
14

15
56

15
56

1
14

2
7

1
14

1
14

1
14

2
7

1
14

1
14

1
56

1
14

15
56

15
56

15
56

1
14

1
56

1
56⎠

⎟
⎟
⎞

. 

Mỗi hàng của ma trận H chính là phân phối xác 
suất của 𝑆𝑆𝜏𝜏 xuất phát từ điểm 𝑥𝑥 tương ứng. 

Tiếp theo là kết quả số đối với hàm Green 
𝐺𝐺𝐴𝐴(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) với 𝑥𝑥, 𝑧𝑧 ∈ 𝐴𝐴. 

Bảng giá trị của 𝑎𝑎(𝑥𝑥 − 𝑧𝑧), 𝑥𝑥, 𝑧𝑧 ∈ 𝐴𝐴. 

𝑥𝑥1 𝑥𝑥2 𝑥𝑥3

𝑥𝑥1 0 1 4 −
8
π

𝑥𝑥2 1 0 1

𝑥𝑥3 4 −
8
π

1 0

 

Ma trận 𝑎𝑎(𝑦𝑦 − 𝑧𝑧),𝑦𝑦 ∈ 𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑧𝑧 ∈ 𝐴𝐴, 

 

𝑦𝑦1 𝑦𝑦2 𝑦𝑦3 𝑦𝑦4 𝑦𝑦5 𝑦𝑦6 𝑦𝑦7 𝑦𝑦8

𝑥𝑥1 1
4
π

4−
8
π

17−
48
π

−1 +
8
π

4
π

1 1

𝑥𝑥2
4
π

1
4
π

4 −
8
π

4
π

1
4
π

4 −
8
π

𝑥𝑥3 −1 +
8
π

4
π

1 1 1
4
π

−1 +
8
π

17−
48
π

 

Ta ký hiệu ma trận phân phối của 𝑆𝑆𝜏𝜏 bởi 
𝐻𝐻(𝐴𝐴, 𝜕𝜕𝜕𝜕), ma trận giá trị của 𝑎𝑎(𝑥𝑥 − 𝑧𝑧), 

𝑥𝑥, 𝑧𝑧 ∈ 𝐴𝐴  bởi 𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝐴𝐴) và ma trận giá trị của  
𝑎𝑎(𝑦𝑦 − 𝑧𝑧), 𝑦𝑦 ∈ 𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑧𝑧 ∈ 𝐴𝐴 bởi 𝑎𝑎(𝐴𝐴 − 𝐴𝐴). 

Khi đó, 

𝐺𝐺𝐴𝐴(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) = 𝐻𝐻(𝐴𝐴, 𝜕𝜕𝜕𝜕) × 𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝐴𝐴)𝑇𝑇 − 𝑎𝑎(𝐴𝐴 − 𝐴𝐴) 

Từ đó ta có 

𝐺𝐺𝐴𝐴(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) =

⎝

⎜
⎜
⎛

15
14

2
7

1
14

2
7

8
7

2
7

1
14

2
7

15
14⎠

⎟
⎟
⎞

. 

Các phần tử của ma trận 𝐺𝐺𝐴𝐴(𝑥𝑥, 𝑦𝑦), chẳng hạn 
𝐺𝐺𝐴𝐴(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥3) = 1

14
 nghĩa là xuất phát từ 𝑥𝑥1, bình quân 

bước đi ngẫu nhiên ghé qua 𝑥𝑥3 là 1
14

 lần trước khi 
thoát khỏi tập A.  

Tương tự, 𝐺𝐺𝐴𝐴(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥1) = 15
14

> 1 nghĩa là bước đi 
ngẫu nhiên chắc chắn ở 𝑥𝑥1 tại thời điểm xuất phát và 
có thể sẽ quay lại thêm một số lần trước khi thoát  
khỏi tập 𝐴𝐴. 

4. KẾT LUẬN 

Trong bài viết này, việc tính toán số cho hàm 
Green của bước đi ngẫu nhiên trong trường hợp một 
chiều và hai chiều đã được làm rõ thông qua việc sử 
dụng các định lý và công thức cụ thể liên quan đến 
hàm phân phối xác suất thoát 𝐻𝐻(𝑥𝑥, 𝑦𝑦). Trên cơ sở 
đó, chúng tôi đã thiết lập được biểu thức của hàm 
Green  𝐺𝐺𝐴𝐴(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) đối với các miền hữu hạn, đồng thời 
xây dựng một quy trình tính toán hiệu quả dựa trên 
việc giải hệ tuyến tính cho xác suất thoát với ma trận 
giá trị của hàm hạt nhân thế. Đặc biệt, bài toán biên 
trong trường hợp hai chiều đã được giải quyết như 
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bài toán điển hình cho việc kết nối giữa phương 
pháp hàm điều hòa rời rạc, công thức Green và tính 
toán số trên miền hữu hạn. 
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