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TÓM TẮT 
Trong bài báo này,các bài toán cân bằng đa trị theo cấu trúc trội 
trong không gian tôpô không yêu cầu được trang bị cấu trúc tuyến 
tính được nghiên cứu. Sự tồn tại nghiệm của bài toán này được tiếp 
cận trực tiếp và không sử dụng đến cấu trúc lồi của tập ràng buộc 
và hàm mục tiêu cũng như các nguyên lý điểm bất động và nguyên 
lý biến phân Ekeland. Những kết quả trên được áp dụng vào bất 
đẳng thức biến phân và bài toán cân bằng mạng giao thông. Ngoài 
ra, bài báo cũng cung cấp những thí dụ số để minh họa cho khả 
năng vận dụng của các kết quả đạt được. 

Từ khóa: Bài toán cân bằng, bất đẳng thức biến phân, bài toán 
mạng giao thông, sự tồn tại nghiệm 

ABSTRACT 
In this paper, we investigate set-valued equilibrium problems 
under domination structures in topological spaces without 
assuming any linear structure. The existence of solutions is 
established via a direct approach, without relying on the convexity 
of the constraint sets and objective mappings, or on fixed point 
principles and Ekeland’s variational principles. The obtained 
results are further applied to variational inequalities and traffic 
network equilibrium problems. Moreover, numerical examples are 
provided to illustrate the applicability of the obtained results. 

Keywords: Equilibrium problems, existence of solution, traffic 
network problems, variational inequalities  

1. GIỚI THIỆU 

Các khái niệm bài toán cân bằng lần đầu được 
Blum and Oettli (1994) giới thiệu như một sự tổng 
quát của bài toán tối ưu và các bài toán liên quan 
được đề cập trong bài báo. Từ đó đến nay, có rất 
nhiều ứng dụng khác của bài toán cân bằng được đề 
cập như: bài toán cân bằng Nash, bài toán minimax, 
bài toán mạng giao thông,… Vấn đề quan trọng 
hàng đầu trong lý thuyết khi nghiên cứu bài toán này 
chính là sự tồn tại nghiệm, ta có thể xem trong các 

tài liệu (Fu, 2005; Bianchi et al., 2007; Hai & 
Khanh, 2007a, 2007b; Gutierrez et al., 2017; 
Gutierrez et al., 2018; Al-Homidal & Ansari, 2020; 
Zhou et al., 2025). Công cụ để chứng minh sự tồn 
tại nghiệm rất phong phú, có thể liệt kê như: các 
dạng của định lý KKM, các định lý điểm bất động, 
nguyên lý biến phân Ekeland,… Phần lớn các kết 
quả khi sử dụng công cụ là các dạng của định lý 
KKM hay các định lý điểm bất động đều yêu cầu về 
tính lồi trên các dữ liệu của bài toán (Fu, 2005; Hai 
& Khanh, 2007a). Các kết quả khi áp dụng nguyên 
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lý biến phân Ekeland có thể cần giả thiết không lồi, 
tuy nhiên các kết quả này phần lớn chỉ xét với mô 
hình của bài toán cân bằng dạng tương đối đơn giản 
(bài toán đơn trị chứa hai biến) trong không gian 
metric, chẳng hạn xem trong tài liệu Al-Homidal 
and Ansari (2020); Bianchi et al. (2007); Gutierrez 
et al. (2017).  

Trong bài báo này, mô hình bài toán cân bằng đa 
trị gồm ba biến xét trong không gian tôpô tổng quát 
được nghiên cứu. Các kết quả đạt được về sự tồn tại 
nghiệm cho bài toán này với các giả thiết không lồi. 
Kỹ thuật chứng minh không cần đến các công cụ 
thường dùng như nguyên lý biến phân Ekeland hay 
các nguyên lý điểm bất động dạng KKM-Fan,… mà 
chỉ cần sử dụng các phép toán trên tập và ánh xạ đa 
trị. Điều này giúp cho việc tiếp cận của người đọc 
dễ dàng hơn, đặc biệt là các sinh viên và học viên 
cao học. 

Sau khi đạt được các kết quả chính, bài báo cũng 
giới thiệu các ứng dụng của kết quả đạt được vào 
các mô hình cơ bản trong tối ưu hoá. Cụ thể, ứng 
dụng của kết quả trên vào bất đẳng thức biến phân 
và bài toán mạng giao thông. Đặc biệt với bài toán 
mạng giao thông, chúng tôi đưa ra một mô hình mới 
với ràng buộc tải năng tổng quát, sau đó thiết lập 
được điều kiện tồn tại của các loại dòng cân bằng 
của mô hình bài toán này.  

2. KIẾN THỨC CHUẨN BỊ  

Sau đây là một số kiến thức liên quan đến giải 
tích đa trị sẽ dùng trong bài báo. Gọi X, Y  là các  
không gian vector tôpô, 𝑃𝑃(𝑌𝑌) là tập hợp các tập con 
khác rỗng của 𝑌𝑌. 

Định nghĩa 2.1. Một tập con 𝐴𝐴 của 𝑋𝑋 được gọi 
là lồi nếu với mọi 𝑥𝑥, 𝑧𝑧 ∈ 𝐴𝐴 và với mọi 𝑡𝑡 ∈ [0,1], ta 
luôn có được quan hệ dưới đây: 

𝑡𝑡𝑡𝑡 + (1 − 𝑡𝑡)𝑧𝑧 ∈ 𝐴𝐴. 

Định nghĩa 2.2. Một tập con 𝐶𝐶 khác rỗng của 𝑌𝑌 
được gọi là một nón nếu, với mọi 𝑧𝑧 ∈ 𝐶𝐶 và với mọi 
số thực 𝑟𝑟 ≥ 0, ta luôn có 𝑟𝑟𝑟𝑟 ∈ 𝐶𝐶.  

Nón 𝐶𝐶 ⊂ 𝑌𝑌 được gọi là một nón đóng nếu 𝐶𝐶 là 
một nón và là một tập đóng trong 𝑌𝑌. 

Nón 𝐶𝐶 ⊂ 𝑌𝑌 được gọi là một nón lồi nếu 𝐶𝐶 là một 
nón và là một tập lồi trong 𝑌𝑌. Một dạng phát biểu 
tương đương của nón lồi là: 𝐶𝐶 là một nón lồi nếu 𝐶𝐶 
là một nón và 𝐶𝐶 + 𝐶𝐶 = 𝐶𝐶. 

Nón 𝐶𝐶 ⊂ 𝑌𝑌 được gọi là một nón có đỉnh (hay còn 
gọi là nón nhọn) nếu 𝐶𝐶 là một nón và  

𝐶𝐶 ∩ (−𝐶𝐶) = {0𝑌𝑌}. 

Ví dụ 2.1. Trong không gian ℝ, các nón lồi đóng 
có đỉnh bao gồm: 

𝐶𝐶1 = {0},   

𝐶𝐶2 = ℝ+ ≔ [0, +∞),  

𝐶𝐶3 = ℝ− ≔ (−∞, 0]. 

Ví dụ 2.2. Trong không gian ℝ𝑛𝑛(𝑛𝑛 ≥ 2), chúng 
ta sẽ có vô số các nón lồi đóng và có đỉnh. Các nón 
thông dụng được các nhà nghiên cứu quan tâm như: 

Nón không âm: 

ℝ+
𝑛𝑛 ≔ {(𝑥𝑥1,⋯ , 𝑥𝑥𝑛𝑛) ∈ ℝ𝑛𝑛: 𝑥𝑥𝑘𝑘 ≥ 0, 𝑘𝑘 = 1,⋯𝑛𝑛}.  

Nón Lorent (nón que kem): 

𝐶𝐶𝑙𝑙 ≔ �(𝑥𝑥1,⋯ , 𝑥𝑥𝑛𝑛) ∈ ℝ𝑛𝑛: 𝑥𝑥𝑛𝑛 ≥ (𝑥𝑥12 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑛𝑛−12 )
1
2�. 

Một ví dụ về nón có đỉnh không đóng và cũng 
không mở, nhưng là một nón lồi có đỉnh đó là nón 
từ điển, nón này thường được sử dụng trong việc xếp 
hạng các đội tham gia các kỳ thi đấu thể thao: 

𝐶𝐶𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 ≔ 0ℝ𝑛𝑛 ∪ {(𝑥𝑥1,⋯ , 𝑥𝑥𝑛𝑛):∃𝑘𝑘 ∈ 𝑁𝑁, 1 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛,
𝑥𝑥𝑙𝑙 = 0 ∀ 𝑙𝑙 ≤ 𝑘𝑘, 𝑥𝑥𝑘𝑘 > 0}. 

Định nghĩa 2.3. Xét ánh xạ đa trị 𝐻𝐻: 𝑋𝑋 → 2𝑌𝑌 và 
𝑥𝑥0 ∈ 𝑋𝑋. Khi đó, ánh xạ đa trị H được gọi là 

(a) đóng nếu và chỉ nếu tập đồ thị 

Graph𝐻𝐻 = (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ∈ 𝑋𝑋 × 𝑌𝑌: 𝑦𝑦 ∈ 𝐻𝐻(𝑥𝑥) 

của H là một tập đóng trong 𝑋𝑋 × 𝑌𝑌;   

(b) nửa liên tục trên tại 𝑥𝑥0 nếu, với mọi lân cận 
mở 𝑉𝑉 của 𝐻𝐻(𝑥𝑥0), tức là 𝐻𝐻(𝑥𝑥0) ⊂ 𝑉𝑉, tồn tại một lân 
cận mở 𝑈𝑈 của 𝑥𝑥0 sao cho 

𝐻𝐻(𝑥𝑥) ⊂ 𝑉𝑉  ∀𝑥𝑥 ∈ 𝑈𝑈; 

(c) nửa liên tục dưới tại 𝑥𝑥0 nếu, với mọi tập con 
mở 𝑉𝑉 của 𝑌𝑌 với 𝐻𝐻(𝑥𝑥0) ∩ 𝑉𝑉 ≠ ∅, tồn tại một lân cận 
mở 𝑈𝑈 của 𝑥𝑥0 sao cho 

𝐻𝐻(𝑥𝑥) ∩ 𝑉𝑉 ≠ ∅  ∀𝑥𝑥 ∈ 𝑈𝑈; 

(d) liên tục tại 𝑥𝑥0, nếu 𝐻𝐻 đồng thời là nửa liên 
tục trên và nửa liên tục dưới tại 𝑥𝑥0; 

(e) nửa liên tục trên/nửa liên tục dưới/liên tục 
trên một tập con 𝐴𝐴 ⊂ 𝑋𝑋, nếu 𝐻𝐻 là nửa liên tục 
trên/nửa liên tục dưới/liên tục tại mọi điểm trong 𝐴𝐴. 
Trong trường hợp 𝐴𝐴 = 𝑋𝑋, ta nói rằng 𝐻𝐻 là nửa liên 
tục trên/nửa liên tục dưới/liên tục và bỏ đi cụm từ 
“trong 𝑋𝑋”. 

Từ định nghĩa về tính nửa liên tục của ánh xạ đa 
trị, chúng ta dễ dàng kiểm tra rằng, trong trường hợp 
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ánh xạ đa trị 𝐻𝐻 nhận giá trị đơn phần tử, tức là trở 
thành một ánh xạ đơn trị, thì các khái niệm nửa liên 
tục trên và nửa liên tục dưới trùng với nhau. Do đó, 
để giảm nhẹ các khái niệm nửa liên tục ở trên để 
chúng vẫn là khác nhau ngay cả trong trường hợp 𝐻𝐻 
là ánh xạ đơn, các khái niệm nửa liên tục theo nón 
đã được đề xuất như định nghĩa bên dưới. 

Định nghĩa 2.4. Xét ánh xạ đa trị 𝐻𝐻:𝑋𝑋 → 𝑃𝑃(𝑌𝑌), 
nón 𝐶𝐶 ⊂ 𝑌𝑌 và 𝑥𝑥0 ∈ 𝑋𝑋. Khi đó, ánh xạ đa trị H được 
gọi là 

(a) 𝐶𝐶-nửa liên tục trên tại 𝑥𝑥0 nếu, với mọi lân cận 
mở 𝑉𝑉 của 𝐻𝐻(𝑥𝑥0), tồn tại một lân cận mở 𝑈𝑈 của 𝑥𝑥0 
sao cho 

𝐻𝐻(𝑥𝑥) ⊂ 𝑉𝑉 + 𝐶𝐶  ∀𝑥𝑥 ∈ 𝑈𝑈. 

(b) C-nửa liên tục dưới tại 𝑥𝑥0 ∈ 𝑋𝑋 nếu và chỉ nếu 
với mọi tập mở V trong Y với  

𝑉𝑉 ∩ 𝐻𝐻(𝑥𝑥𝑜𝑜)  ≠  ∅, 

thì tồn tại một lân cận mở của U của 𝑥𝑥𝑜𝑜 sao cho 
𝐻𝐻(𝑥𝑥) ∩ (𝑉𝑉 − 𝐶𝐶)  ≠  ∅, 

với mọi 𝑥𝑥 ∈ 𝑈𝑈 ∩ 𝐴𝐴.  

(c) 𝐶𝐶-liên tục tại 𝑥𝑥0, nếu 𝐻𝐻 đồng thời là 𝐶𝐶-nửa 
liên tục trên và 𝐶𝐶-nửa liên tục dưới tại 𝑥𝑥0; 

(d) 𝐶𝐶-nửa liên tục trên/𝐶𝐶-nửa liên tục dưới/𝐶𝐶-
liên tục trên một tập con 𝐴𝐴 ⊂ 𝑋𝑋, nếu 𝐻𝐻 là 𝐶𝐶-nửa liên 
tục trên/𝐶𝐶-nửa liên tục dưới/𝐶𝐶-liên tục tại mọi điểm 
trong 𝐴𝐴. Trong trường hợp 𝐴𝐴 = 𝑋𝑋, ta nói rằng 𝐻𝐻 là 
nửa liên tục trên/nửa liên tục dưới/liên tục và bỏ đi 
cụm từ “trong 𝑋𝑋”. 

Ví dụ 2.3. Xét 𝑋𝑋 = 𝑌𝑌 = ℝ, 𝐶𝐶 = ℝ+,𝑄𝑄 là tập hợp 
các số hữu tỉ, và ánh xạ đa trị 𝐻𝐻:ℝ → 𝑃𝑃(𝑌𝑌) được 
xác định bởi: 

𝐻𝐻(𝑥𝑥) = �
{0,1}, nếu 𝑥𝑥 ∈ ℚ,
{0,2}, nếu 𝑥𝑥 ∈ ℝ\ℚ. 

Khi đó, 𝐻𝐻 không nửa liên tục trên và không nửa 
liên tục dưới tại mọi điểm 𝑥𝑥 ∈ ℝ. Tuy nhiên, 𝐻𝐻 đồng 
thời là ℝ+-nửa liên tục trên và ℝ+-nửa liên tục dưới 
tại mọi điểm 𝑥𝑥 ∈ ℝ. 

Để minh hoạ cho sự khác biệt của các khái niệm 
nửa liên tục theo nón ngay cả trong trường hợp 𝐻𝐻 là 
ánh xạ đơn trị, chúng ta xem xét thí dụ về các hàm 
nổi tiếng dưới đây. 

Ví dụ 2.4. Xét 𝑋𝑋 = 𝑌𝑌 = 𝑅𝑅, 𝐶𝐶 = ℝ+,ℚ là tập hợp 
các số hữu tỉ, và hàm dưới đây: 

Hàm Dirichlet: 𝐷𝐷:ℝ → ℝ được xác định bởi 

𝐷𝐷(𝑥𝑥) = �1, nếu 𝑥𝑥 ∈ ℚ,
0, nếu 𝑥𝑥 ∈ ℝ ∖ ℚ. 

Hàm dấu: sign:ℝ → ℝ được xác định bởi 

sign(𝑥𝑥) = �
1, nếu 𝑥𝑥 > 0,
0, nếu 𝑥𝑥 = 0,

−1, nếu 𝑥𝑥 < 0.
 

Khi đó, 𝐷𝐷 là ℝ+-nửa liên tục dưới tại mọi điểm 
𝑥𝑥 ∈ ℚ, và là ℝ+-nửa liên tục trên tại mọi điểm 𝑥𝑥 ∈
𝐼𝐼 ≔ ℝ ∖ ℚ. Tuy nhiên, 𝐷𝐷 không ℝ+-nửa liên tục 
trên tại mọi điểm 𝑥𝑥 ∈ ℚ và cũng không ℝ+-nửa liên 
tục dưới tại mọi điểm 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼. Trong khi đó, hàm sign 
là ℝ+-nửa liên tục dưới tại mọi điểm 𝑥𝑥 > 0, và 
là ℝ+-nửa liên tục trên tại mọi điểm 𝑥𝑥 < 0. Nhưng 
hàm sign không là ℝ+-nửa liên tục trên tại bất kỳ 
điểm nào trong (0, +∞), và không là ℝ+-nửa liên 
tục dưới tại bất kỳ điểm nào trong (−∞, 0). 

3. SỰ TỒN TẠI NGHIỆM CỦA BÀI TOÁN 
CÂN BẰNG THEO CẤU TRÚC TRỘI 

Ta xét bài toán cân bằng như sau: cho X, Y, Z là 
các không gian tôpô; 𝐴𝐴 ⊂ 𝑋𝑋 là tập compact khác 
rỗng và 𝐶𝐶 ⊂ 𝑌𝑌 là một tập con không rỗng trong 𝑌𝑌. 
Xét các ánh xạ đa trị 

𝑇𝑇: 𝐴𝐴 →  2𝑍𝑍, 
𝐹𝐹:𝑇𝑇(𝐴𝐴) × 𝐴𝐴 × 𝐴𝐴 → 2𝑌𝑌 

Ta xét các bài toán cân bằng đa trị theo cấu trúc trội 
sau đây:    

(EP1): Tìm 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 sao cho ∀𝑦𝑦 ∈ 𝐴𝐴, ∀𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇(𝑥𝑥), 
𝐹𝐹�𝑡𝑡,𝑦𝑦, 𝑥𝑥� ⊂ 𝐶𝐶. 

(EP2): Tìm 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 sao cho, ∀𝑦𝑦 ∈ 𝐴𝐴, ∃𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇(𝑥𝑥), 
𝐹𝐹�𝑡𝑡,𝑦𝑦, 𝑥𝑥� ⊂ 𝐶𝐶. 

Trong trường hợp 𝐶𝐶 là một nón trong 𝑌𝑌, thì các 
bài toán (EP1) và (EP2) trở thành các bài toán cân 
bằng đa trị đã được xem xét trong (Balaj, 2013). Tuy 
nhiên, để việc vận dụng của bài toán cân bằng được 
thuận lợi và đáp ứng đa dạng các trường hợp thực 
tế, nên trong nghiên cứu này chúng tôi không đưa ra 
những cấu trúc đặc biệt nào cho tập trội 𝐶𝐶. Hơn nữa, 
trong nghiên cứu này, chúng tôi cũng hạn chế sử dụ 
cấu trúc tuyến tính của các không gian, chỉ trừ 
trường hợp cần thảo luận cấu trúc liên tục mà chúng 
ta đã thảo luận trong mục trước. 

Bây giờ chúng ta bắt đầu thảo luận về chủ đề 
chính của nghiên cứu này, tức là xem xét các điều 
kiện để các bài toán (EP1) và (EP2) có nghiệm. 

Định lý 3.1. Với bài toán (EP1) giả sử các điều 
kiện sau đây thỏa mãn: 
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(i) Với mỗi 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 và 𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇(𝑥𝑥) ta có  

𝐹𝐹(𝑡𝑡, 𝑥𝑥, 𝑥𝑥) ⊂ 𝐶𝐶. 

(ii) Với mỗi 𝑦𝑦 ∈ 𝐴𝐴,  tập hợp 

{𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴:∀𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇(𝑥𝑥),𝐹𝐹(𝑡𝑡, 𝑦𝑦, 𝑥𝑥) ⊂ 𝐶𝐶} 

là đóng. 

(iii) Với bất kỳ {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, . . . , 𝑥𝑥𝑛𝑛} ⊂ 𝐴𝐴 với 𝑛𝑛 ≥ 2 và 
𝑥𝑥𝑛𝑛+1 ≔ 𝑥𝑥1, tồn tại 𝑖𝑖 ∈ {1,2, . . . ,𝑛𝑛} sao cho với mọi 
𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇(𝑥𝑥𝑖𝑖) thì 

𝐹𝐹(𝑡𝑡, 𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑖𝑖+1) ⊂ 𝐶𝐶. 

Khi đó, bài toán (EP1) có nghiệm. 

Chứng minh 

Đầu tiên ta sẽ chứng minh  

 ⋂ {𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴:∀𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇(𝑥𝑥),𝐹𝐹(𝑡𝑡,𝑦𝑦, 𝑥𝑥) ⊂ 𝐶𝐶}𝑦𝑦∈𝐴𝐴 ≠ ∅.    (1) 

Để làm điều này ta đặt ánh xạ đa trị  Φ: 𝐴𝐴 → 2𝐴𝐴 
được xác định như sau: 

Φ(𝑦𝑦) ≔ {𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴: ∀𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇(𝑥𝑥),  𝐹𝐹(𝑡𝑡, 𝑦𝑦, 𝑥𝑥) ⊂ 𝐶𝐶}, 

với mọi 𝑦𝑦 ∈ 𝐴𝐴.  

Việc chứng minh được chia thành hai bước sau. 

Bước 1: Với mọi 𝑀𝑀 = {𝑦𝑦1,𝑦𝑦2, . . . ,𝑦𝑦𝑛𝑛} ⊂ 𝐴𝐴, ta sẽ 
chỉ ra rằng tồn tại 𝑦𝑦𝑖𝑖 ∈ 𝑀𝑀 để bao hàm thức dưới đây 
xảy ra: 

𝑀𝑀 ⊂ Φ(𝑦𝑦𝑖𝑖). 

Thật vậy, giả sử ngược lại rằng 𝑀𝑀 ⊄ Φ(𝑦𝑦𝑖𝑖) với 
mọi 𝑖𝑖 = 1,2, … ,𝑛𝑛. Khi đó, 𝑀𝑀 ⊄ Φ(𝑦𝑦1). Giả thiết (i) 
dẫn đến 𝑦𝑦1 ∈ Φ(𝑦𝑦1), không mất tính tổng quát ta có 
thể giả sử 𝑦𝑦2 ∉ Φ(𝑦𝑦1), tức là tồn tại 𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇(𝑦𝑦2) để 
cho 

𝐹𝐹(𝑡𝑡, 𝑦𝑦2,𝑦𝑦1) ⊄ 𝐶𝐶. 

Từ giả thiết (iii), ta suy ra rằng với mọi 𝑡𝑡 ∈
𝑇𝑇(𝑥𝑥2), ta luôn có được bao hàm thức 

𝐹𝐹(𝑡𝑡,𝑦𝑦1,𝑦𝑦2) ⊂ 𝐶𝐶, 

nghĩa là  𝑦𝑦1 ∈ Φ(𝑦𝑦2) và vì vậy  

𝑦𝑦1,𝑦𝑦2 ∈ Φ(𝑦𝑦2). 

Hơn nữa, vì  𝑀𝑀 ⊄ Φ(𝑦𝑦2), ta có thể giả sử 

𝑦𝑦3 ∉ Φ(𝑦𝑦2). 

Sử dụng giả thiết (iii) tương tự như trên ta sẽ 
được 

𝑦𝑦2 ∈ Φ(𝑦𝑦3), 

Và 

𝑦𝑦1 ∈ Φ(𝑦𝑦3). 

Như vậy, 

{𝑦𝑦1,𝑦𝑦2,𝑦𝑦3} ∈ Φ(𝑦𝑦3). 

Tiếp tục quá trình này ta sẽ được 

{𝑦𝑦1,𝑦𝑦2, … , 𝑦𝑦𝑘𝑘} ⊂ Φ(𝑦𝑦𝑘𝑘), 

với mọi 𝑘𝑘 ∈ 1,2, … ,𝑛𝑛.  

Do vậy, ta có 

{𝑦𝑦1 ,𝑦𝑦2, … ,𝑦𝑦𝑛𝑛} ⊂ Φ(𝑦𝑦𝑛𝑛), 

Đây là một điều không thể xảy ra.  

Bước 2: Tiếp theo ta sẽ chứng tỏ rằng với bất kỳ 
tập hữu hạn 𝑀𝑀 = {𝑦𝑦1,𝑦𝑦2 , . . . ,𝑦𝑦𝑛𝑛} ⊂ 𝐴𝐴 tồn tại 𝑦𝑦𝑖𝑖 ∈ 𝑀𝑀 
sao cho:  

𝑦𝑦𝑖𝑖 ∈ ⋂  𝑥𝑥𝑗𝑗∈𝑀𝑀 Φ�𝑥𝑥𝑗𝑗�.          (2) 

Ta chứng minh khẳng định này bằng phương 
pháp qui nạp trên tập 𝑀𝑀𝑘𝑘 = {𝑦𝑦1,𝑦𝑦2, . . . ,𝑦𝑦𝑘𝑘}.  

Hiển nhiên là (2) đúng với 𝑀𝑀1 = {𝑦𝑦1}.  

Giả sử rằng (2) đúng với 𝑀𝑀𝑘𝑘 = {𝑦𝑦1, … ,𝑦𝑦𝑘𝑘} ⊂ 𝐴𝐴, 
trong đó 𝑘𝑘 ∈ 𝑁𝑁 nào đó.  

Ta sẽ chứng minh (2) đúng với 𝑀𝑀𝑘𝑘+1. 

Khi đó, từ Bước 1, với 

𝑀𝑀𝑘𝑘+1 = 𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑘𝑘 ,𝑦𝑦𝑘𝑘+1 ⊂ 𝐴𝐴, 

tồn tại 𝑦𝑦𝑚𝑚(1 ≤ 𝑚𝑚 ≤ 𝑘𝑘 + 1) sao cho 

𝑀𝑀𝑘𝑘+1 ⊂ Φ(𝑦𝑦𝑚𝑚). 

Hơn nữa, theo giả thiết qui nạp, tồn tại 

𝑦𝑦𝑖𝑖 ∈ 𝑀𝑀𝑘𝑘+1 ∖ {𝑦𝑦𝑚𝑚} 

sao cho 𝑦𝑦𝑖𝑖 ∈ ⋂  𝑦𝑦𝑗𝑗∈𝑀𝑀𝑘𝑘+1∖{𝑦𝑦𝑚𝑚} Φ�𝑦𝑦𝑗𝑗�. Do vậy ta 
có 

   ⋂  
𝑦𝑦𝑗𝑗∈𝑀𝑀𝑘𝑘+1

Φ�𝑦𝑦𝑗𝑗� = � ⋂  
𝑦𝑦𝑗𝑗∈𝑀𝑀𝑘𝑘+1{𝑦𝑦𝑚𝑚}

Φ�𝑦𝑦𝑗𝑗��⋂Φ(𝑦𝑦𝑚𝑚) 

⊃ 𝑦𝑦𝑖𝑖⋂𝑀𝑀𝑘𝑘+1  =  𝑦𝑦𝑖𝑖 . 

Như vậy (2) đúng với 𝑀𝑀𝑘𝑘+1. Nói một cách khác,  

⋂ {𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴:∀𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇(𝑥𝑥),𝐹𝐹(𝑡𝑡,𝑦𝑦,𝑥𝑥) ⊂ 𝐶𝐶}𝑦𝑦∈𝑀𝑀 ≠ ∅, 
với mọi tập hữu hạn  𝑀𝑀 ⊂ 𝐴𝐴. 

Từ giả thiết (ii),  

{𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴:∀𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇(𝑥𝑥),𝐹𝐹(𝑡𝑡,𝑦𝑦, 𝑥𝑥) ⊂ 𝐶𝐶} 

là tập compact, điều này dẫn đến khẳng định (1) 
là đúng. Giả sử rằng 
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𝑥𝑥 ∈ ⋂ {𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴:∀𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇(𝑥𝑥),𝐹𝐹(𝑡𝑡, 𝑦𝑦, 𝑥𝑥) ⊂ 𝐶𝐶}𝑦𝑦∈𝐴𝐴 . 

Điều này có nghĩa là   

𝑥𝑥 ∈  {𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴:∀𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇(𝑥𝑥),𝐹𝐹(𝑡𝑡, 𝑦𝑦, 𝑥𝑥) ⊂ 𝐶𝐶}  

với mọi 𝑦𝑦 ∈ 𝐴𝐴. 

Do đó,  

∀𝑦𝑦 ∈ 𝐴𝐴, ∀𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇(𝑥𝑥), 𝐹𝐹�𝑡𝑡,𝑦𝑦, 𝑥𝑥� ⊂ 𝐶𝐶, 

tức là bài toán (EP1) có nghiệm.                            ∎ 

Nhận xét 3.1. Đối với hướng nghiên cứu về điều 
kiện tồn tại nghiệm cho các mô hình tối ưu, trong đó 
có bài toán cân bằng, thông thường các nghiên cứu 
sẽ sử dụng các định lý điểm bất động dạng KKM-
Fan hoặc nguyên lý biến phân Ekeland. Ở đây, 
chúng tôi đã tiếp cận trực tiếp sự tồn tại nghiệm của 
bài toán cân bằng (EP1) mà không sử dụng đến các 
kết quả bổ trợ vừa nêu. Điều này giúp cho bài báo 
dễ đọc và dễ tiếp cận nội dung hơn, đặc biệt là đối 
với các bạn đọc mới bắt đầu theo hướng nghiên  
cứu này.  

Đối với bài toán (EP2), chúng ta cũng có được 
kết quả về điều kiện tồn tại nghiệm theo hướng tiếp 
cận vừa đề cập trong nhận xét trên. Các lập luận 
trong chứng minh là không tầm thường, tuy nhiên 
các kỹ thuật và cấu trúc sử dụng là tương tự như đã 
sử dụng trong chứng minh của Định lý 3.1 với sự 
thay đổi ở hàm Φ như sau: 

Φ(𝑦𝑦) ≔ {𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴: ∃𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇(𝑥𝑥),  𝐹𝐹(𝑡𝑡, 𝑦𝑦, 𝑥𝑥) ⊂ 𝐶𝐶}. 
Khi đó ta thu được điều kiện tồn tại nghiệm cho bài 
toán (EP2):   

Định lý 3.2. Với bài toán (EP2) giả sử các điều 
kiện sau đây thỏa mãn: 

(i)Với mỗi 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴, tồn tại 𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇(𝑥𝑥) để cho 
𝐹𝐹(𝑡𝑡, 𝑥𝑥,𝑥𝑥) ⊂ 𝐶𝐶. 

(ii) Với mỗi 𝑦𝑦 ∈ 𝐴𝐴, tập hợp  

{𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴:∃𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇(𝑥𝑥),𝐹𝐹(𝑡𝑡, 𝑦𝑦, 𝑥𝑥) ⊂ 𝐶𝐶} 

là đóng. 

(iii) Với bất kỳ {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, . . . , 𝑥𝑥𝑛𝑛} ⊂ 𝐴𝐴 với 𝑛𝑛 ≥ 2 và 
𝑥𝑥𝑛𝑛+1 ≔ 𝑥𝑥1, tồn tại 𝑖𝑖 ∈ {1,2, . . . ,𝑛𝑛}, tồn tại 𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇(𝑥𝑥𝑖𝑖) 
sao cho 𝐹𝐹(𝑡𝑡, 𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑖𝑖+1) ⊂ 𝐶𝐶. 

Khi đó, bài toán (EP2) có nghiệm. 

Ví dụ 3.1. Đặt 𝐶𝐶 =   ℝ+,𝐴𝐴 = [0,1] ∪ [2,3], 
𝑇𝑇:𝐴𝐴 →  2ℝ, 𝐹𝐹:𝑇𝑇(𝐴𝐴) × 𝐴𝐴 × 𝐴𝐴 → 2ℝ, với 

𝑇𝑇(𝑥𝑥) = [0, 𝑥𝑥], 

𝐹𝐹(𝑡𝑡, 𝑦𝑦, 𝑥𝑥) = �
[0, 𝑡𝑡(𝑦𝑦3 − 𝑥𝑥3)], khi𝑦𝑦3 ≥ 𝑥𝑥3

[𝑡𝑡(𝑦𝑦3 − 𝑥𝑥3), 0], khi𝑦𝑦3 < 𝑥𝑥3
. 

Ta kiểm tra các điều kiện trong Định lý 3.1 là 
thỏa mãn. Điều kiện (i) là hiển nhiên. Để kiểm tra 
điều kiện (ii), tập sau 

{𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴:∀𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇(𝑥𝑥),𝐹𝐹(𝑡𝑡,𝑦𝑦, 𝑥𝑥) ⊂ 𝐶𝐶} = 

= {𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴: 𝑥𝑥 ≤ 𝑦𝑦,∀𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇(𝑥𝑥),𝐹𝐹(𝑡𝑡,𝑦𝑦, 𝑥𝑥) ⊂ 𝐶𝐶} 

= {𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴: 𝑥𝑥 ≤ 𝑦𝑦}, 

là một tập đóng. Để kiểm tra điều kiện (iii), ta 
thấy luôn tồn tại i sao cho 𝑥𝑥𝑖𝑖3 ≥ 𝑥𝑥𝑖𝑖+13  , khi đó với mọi 
𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇(𝑥𝑥𝑖𝑖+1),  

𝐹𝐹(𝑡𝑡, 𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑖𝑖+1) = [0, 𝑡𝑡(𝑥𝑥𝑖𝑖3 − 𝑥𝑥𝑖𝑖+13 )] ⊂ ℝ+. 

Như vậy, dựa vào Định lý 3.1, bài toán (EP1) 
trong trường hợp này là có nghiệm, mặc dù A không 
là một tập lồi. Bằng cách kiểm tra trực tiếp ta cũng 
thấy 𝑥𝑥 = 0 là một nghiệm của bài toán này. 

Nhận xét 3.2. Nếu 𝑌𝑌 là một không gian vector 
tôpô và 𝐶𝐶 là một nón lồi đóng trong 𝑌𝑌. Khi đó,  

(a) Giả thiết (ii) trong Định lý 3.1 sẽ thỏa mãn 
nếu: 𝑇𝑇 là nửa liên tục dưới, và 𝐹𝐹(⋅,𝑦𝑦,⋅) là 𝐶𝐶-nửa liên 
tục trên với mọi 𝑦𝑦 ∈ 𝐴𝐴. 

(b) Giả thiết (ii) trong Định lý 3.2 sẽ thỏa mãn 
nếu: 𝑇𝑇 là nửa liên tục trên với giá trị compact, và 
𝐹𝐹(⋅, 𝑦𝑦,⋅) là 𝐶𝐶- nửa liên tục trên với mọi 𝑦𝑦 ∈ 𝐴𝐴. 

4. CÁC ÁP DỤNG 
4.1. Bất đẳng thức biến phân đa trị 

Trong mục này, ta nghiên cứu điều kiện tồn tại 
nghiệm cho bài toán bất đẳng thức biến phân đa trị.  

Cho X là không gian tôpô; 𝐴𝐴 ⊂ 𝑋𝑋 là tập compact 
khác trống, 𝑋𝑋∗ là không gian đối ngẫu tôpô của 𝑋𝑋, 
và ánh xạ đa trị 𝑇𝑇: 𝐴𝐴 → 2𝑋𝑋∗. Ta xét các bài toán bất 
đẳng thức biến phân đa trị sau đây: 

(VI1): Tìm 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 sao cho ∀𝑦𝑦 ∈ 𝐴𝐴, ∀𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇(𝑥𝑥), 

�𝑡𝑡,𝑦𝑦 − 𝑥𝑥� ≥ 0. 

(VI2): Tìm 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 sao cho, ∀𝑦𝑦 ∈ 𝐴𝐴, ∃𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇(𝑥𝑥), 

�𝑡𝑡,𝑦𝑦 − 𝑥𝑥� ≥ 0. 

Ta có các kết quả sau. 

Hệ quả 4.1. Với bài toán (VI1) giả sử các điều 
kiện sau đây thỏa mãn: 

(i) Với mỗi 𝑦𝑦 ∈ 𝐴𝐴, tập hợp 

{𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴:∀𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇(𝑥𝑥), ⟨𝑡𝑡, 𝑦𝑦 − 𝑥𝑥⟩ ≥ 0} 
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là đóng. 

(ii) Với bất kỳ {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, . . . , 𝑥𝑥𝑛𝑛} ⊂ 𝐴𝐴 với 𝑛𝑛 ≥ 2 và 
𝑥𝑥𝑛𝑛+1 ≔ 𝑥𝑥1, tồn tại 𝑖𝑖 ∈ {1,2, . . . ,𝑛𝑛} sao cho với mọi 
𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇(𝑥𝑥𝑖𝑖) thì 

⟨𝑡𝑡, 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑖𝑖+1⟩ ≥ 0. 

Khi đó, bài toán (VI1) có nghiệm. 

Chứng minh 

Xét ánh xạ 𝐹𝐹 được cho bởi:  

𝐹𝐹(𝑡𝑡, 𝑦𝑦, 𝑥𝑥) ≔ ⟨𝑡𝑡, 𝑦𝑦 − 𝑥𝑥⟩. 

Khi đó, bài toán (VI1) trở thành một trường hợp 
đặc biệt của bài toán (EP1). Hơn nữa, bằng các phép 
biến đổi cơ bản, chúng ta sẽ kiểm tra được rằng từ 
các giả thiết đã được đưa ra trong hệ quả trên sẽ dẫn 
đến tất cả các giả thiết của Định lý 3.1 đều được thỏa 
mãn. Do đó, việc bài toán (VI1) có nghiệm là một 
khẳng định đúng.                                                    ∎ 

Bằng các lập luận như trong chứng minh của Hệ 
quả 4.1, chúng ta cũng có được kết quả về điều kiện 
giải được (điều kiện tồn tại nghiệm) của bài toán 
(VI2) thông qua Định lý 3.2 như sau: 

Hệ quả 4.2. Với bài toán (VI2) giả sử các điều 
kiện sau đây thỏa mãn: 

(i) Với mỗi 𝑦𝑦 ∈ 𝐴𝐴, tập hợp 

{𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴:∃𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇(𝑥𝑥), ⟨𝑡𝑡, 𝑦𝑦 − 𝑥𝑥⟩ ≥ 0} 

là đóng. 

(ii) Với bất kỳ {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, . . . , 𝑥𝑥𝑛𝑛} ⊂ 𝐴𝐴 với 𝑛𝑛 ≥ 2 và 
xn+1:=x1, tồn tại 𝑖𝑖 ∈ {1,2, . . . ,𝑛𝑛} sao cho tồn tại 𝑡𝑡 ∈
𝑇𝑇(𝑥𝑥𝑖𝑖) để cho 

⟨𝑡𝑡, 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑖𝑖+1⟩ ≥ 0. 

Khi đó, bài toán (VI2) có nghiệm. 
4.2. Bài toán mạng giao thông 

Một trong nhiều ứng dụng của bất đẳng thức biến 
phân là bài toán cân bằng mạng giao thông. Phần lớn 
các nghiên cứu về bài toán mạng giao thông (Cao et 
al., 2018; Khanh & Luu, 2004; Maugeri, 1995) đều 
có ràng buộc tải năng trên các cung là tập không âm 
hoặc ngặt hơn là một khoảng đóng của 𝑅𝑅, tức là một 
tập lồi. Mô hình bài toán mạng giao thông chúng tôi 
đề xuất dưới đây với ràng buộc tải năng trên các 
cung là một tập tổng quát hơn (có thể không lồi). 

Giử sử N là tập các nút, L là tập các cung, 

𝑊𝑊 ≔ (𝑊𝑊1, … ,𝑊𝑊𝑙𝑙) 

là tập các cặp đầu cuối. Giả sử có 𝑟𝑟𝑗𝑗 đường đi nối 
cặp đầu cuối 𝑊𝑊𝑗𝑗, ta đặt tập các đường đi này là 𝑃𝑃𝑗𝑗. 
Đặt 

𝑚𝑚 ≔ 𝑟𝑟1 + ⋯+ 𝑟𝑟𝑙𝑙 , 

tức là có tổng cộng m đường đi trong mạng giao 
thông. Gọi 𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖  là nhu cầu giao thông trên cặp đầu 
cuối (𝑖𝑖, 𝑗𝑗). Đặt 

𝑓𝑓 ≔ (𝑓𝑓1, … , 𝑓𝑓𝑚𝑚) 

là vectơ dòng theo đường đi. Gọi 𝑥𝑥𝑎𝑎 là dòng trên 
cung 𝑎𝑎 ∈ 𝐿𝐿 và 

𝑥𝑥 ≔ (𝑥𝑥𝑎𝑎)𝑎𝑎∈𝐿𝐿 

là vectơ dòng trên cung. Giả sử trên mỗi cung ta 
có ràng buộc tải năng 𝑥𝑥𝑎𝑎 ∈ 𝐵𝐵𝑎𝑎 với 𝐵𝐵𝑎𝑎 ⊂ ℝ. Giả sử 
giá trên mỗi đường đi 𝑅𝑅𝑠𝑠, 𝑠𝑠 = 1, … ,𝑚𝑚, là tập 

𝑇𝑇𝑠𝑠(𝑓𝑓) ⊂ 𝑅𝑅. 

Do đó ta sẽ có một hàm đa trị 𝑇𝑇: ℝ𝑚𝑚 → 2ℝ𝑚𝑚  với 

𝑇𝑇(𝑓𝑓) ≔ �𝑇𝑇1(𝑓𝑓), … ,𝑇𝑇𝑚𝑚(𝑓𝑓)�. 

Xét ma trận Δ liên kết đường đi-cung như sau 

Δ𝑎𝑎,𝑝𝑝 = �1, khi 𝑎𝑎 ∈ 𝑝𝑝
0, khi 𝑎𝑎 ∉ 𝑝𝑝. 

Khi đó ta có 𝑥𝑥 = Δ. 𝑓𝑓. Tập các dòng khả thi của 
mạng giao thông là: 

Ω ≔ �𝑓𝑓 ∈ ℝ+
𝑚𝑚:∑ 𝑓𝑓𝑝𝑝 = 𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖 ,∀(𝑖𝑖, 𝑗𝑗) ∈ 𝑊𝑊;𝑝𝑝∈𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑎𝑎 ∈

𝐵𝐵𝑎𝑎 , ∀𝑎𝑎 ∈ 𝐿𝐿� . 

Chúng tôi đề xuất các khái niệm về dòng cân 
bằng cho bài toán như sau: 

Định nghĩa 4.1.  

(i) Một vectơ dòng đường đi 𝑓𝑓 được gọi là một 
dòng cân bằng yếu nếu ∀𝑊𝑊𝑗𝑗 ∈ 𝑊𝑊, ∀𝑞𝑞, 𝑠𝑠 ∈ 𝑃𝑃𝑗𝑗 , ∃𝑡𝑡 ∈
𝑇𝑇(𝑓𝑓), sao cho nếu 𝑓𝑓𝑝𝑝 > 0 thì 𝑡𝑡𝑝𝑝 ≤ 𝑡𝑡𝑠𝑠 miễn 𝑥𝑥𝑎𝑎 + 𝜀𝜀 ∈
𝐵𝐵𝑎𝑎 với mọi 𝑎𝑎 ∈ 𝑠𝑠 và 𝜀𝜀 đủ nhỏ. 

(ii) Một vectơ dòng đường đi 𝑓𝑓 được gọi là một 
dòng cân bằng mạnh nếu ∀𝑊𝑊𝑗𝑗 ∈ 𝑊𝑊, ∀𝑞𝑞, 𝑠𝑠 ∈ 𝑃𝑃𝑗𝑗 , ∀𝑡𝑡 ∈
𝑇𝑇(𝑓𝑓), sao cho nếu 𝑓𝑓𝑝𝑝 > 0 thì 𝑡𝑡𝑝𝑝 ≤ 𝑡𝑡𝑠𝑠 miễn 𝑥𝑥𝑎𝑎 + 𝜀𝜀 ∈
𝐵𝐵𝑎𝑎 với mọi 𝑎𝑎 ∈ 𝑠𝑠 và 𝜀𝜀 đủ nhỏ. 

Hệ quả 4.3. Với bài toán mạng giao thông, giả 
sử 𝛺𝛺 là tập compact và các điều kiện sau đây thỏa 
mãn: 

(i) Với mỗi 𝑓𝑓′ ∈ 𝛺𝛺, tập hợp 

{𝑓𝑓 ∈ 𝛺𝛺:∀𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇(𝑓𝑓′), ⟨𝑡𝑡, 𝑓𝑓′ − 𝑓𝑓⟩ ≥ 0} 
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là đóng.  

(ii) Với bất kỳ {𝑓𝑓1, 𝑓𝑓2, . . . , 𝑓𝑓𝑛𝑛} ⊂ 𝛺𝛺 với 𝑛𝑛 ≥ 2 và 
𝑓𝑓𝑛𝑛+1 ≔ 𝑓𝑓1, tồn tại 𝑖𝑖 ∈ {1,2, . . . ,𝑛𝑛} sao cho với mọi 
𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇(𝑥𝑥𝑖𝑖) thì 

�𝑡𝑡, 𝑓𝑓𝑖𝑖 − 𝑓𝑓𝑖𝑖+1� ≥ 0. 

Khi đó, bài toán mạng giao thông có dòng cân 
bằng mạnh. 

Chứng minh 

Xét bài toán bất đẳng thức biến phân  

(VI): Tìm 𝑓𝑓 ∈ Ω sao cho, ∀𝑓𝑓 ∈ Ω, ∀𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇�𝑓𝑓�, 

�𝑡𝑡, 𝑓𝑓 − 𝑓𝑓� ≥ 0. 

Khi đó, ta sẽ kiểm chứng được rằng từ các giả 
thiết được đưa ra trong Hệ quả 4.3 sẽ dẫn đến việc 
tất cả các điều kiện đặt ra trong Hệ quả 4.1 đều thỏa 
mãn. Vì vậy tồn tại nghiệm 𝑓𝑓 của bài toán (VI). Bây 
giờ chúng ta sẽ chỉ ra rằng 𝑓𝑓 cũng là dòng cân bằng 
mạnh của bài toán mạng giao thông. 

Giả sử tồn tại một đường đi 𝑝𝑝 nối cặp đầu cuối 
(𝑖𝑖, 𝑗𝑗) sao cho 𝑓𝑓𝑝𝑝 > 0, khi đó nếu tồn tại một đường 
đi khác chưa bảo hòa 𝑞𝑞 cũng nối cặp đầu cuối (𝑖𝑖, 𝑗𝑗), 
ta xây dựng một vectơ dòng đường đi 𝑓𝑓 như sau 

𝑓𝑓𝑟𝑟 =

⎩
⎨

⎧𝑓𝑓𝑟𝑟 − 𝜀𝜀, khi  𝑟𝑟 = 𝑝𝑝

𝑓𝑓𝑟𝑟 + 𝜀𝜀, khi  𝑟𝑟 = 𝑞𝑞

𝑓𝑓𝑟𝑟 , khi  𝑟𝑟 ≠ 𝑝𝑝, 𝑟𝑟 ≠ 𝑞𝑞

, 

với 𝜀𝜀 > 0 đủ nhỏ. Khi đó với mọi 𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇�𝑓𝑓�:  

�𝑡𝑡, 𝑓𝑓 − 𝑓𝑓� = 𝑡𝑡𝑞𝑞𝜀𝜀 − 𝑡𝑡𝑝𝑝𝜀𝜀 = �𝑡𝑡𝑞𝑞 − 𝑡𝑡𝑝𝑝�𝜀𝜀 ≥ 0, 

điều này dẫn đến 

𝑡𝑡𝑞𝑞 − 𝑡𝑡𝑝𝑝 ≥ 0. 

Do đó, 𝑓𝑓 là dòng cân bằng mạnh của bài toán 
mạng giao thông.                                                                   ∎ 

Bằng các kỹ thuật tương tự như trong chứng 
minh của Hệ quả 4.3, chúng ta cũng có được kết quả 
đối với sự tồn tại của dòng cân bằng yếu của bài toán 
mạng giao thông như sau: 

Hệ quả 4.4. Với bài toán mạng giao thông, giả 
sử 𝛺𝛺 là tập compact và các điều kiện sau đây thỏa 
mãn: 

(i) Với mỗi 𝑓𝑓′ ∈ 𝛺𝛺, tập hợp 

{𝑓𝑓 ∈ 𝛺𝛺:∃𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇(𝑓𝑓′), ⟨𝑡𝑡, 𝑓𝑓′ − 𝑓𝑓⟩ ≥ 0} 

là đóng. 

(ii) Với bất kỳ {𝑓𝑓1, 𝑓𝑓2, . . . , 𝑓𝑓𝑛𝑛} ⊂ 𝛺𝛺 với 𝑛𝑛 ≥ 2 và 
𝑓𝑓𝑛𝑛+1 ≔ 𝑓𝑓1, tồn tại 𝑖𝑖 ∈ {1,2, . . . ,𝑛𝑛} sao cho tồn tại 
𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇(𝑥𝑥𝑖𝑖) với 

�𝑡𝑡, 𝑓𝑓𝑖𝑖 − 𝑓𝑓𝑖𝑖+1� ≥ 0. 

Khi đó, bài toán mạng giao thông có dòng cân 
bằng yếu. 

Ví dụ 4.4. Xét bài bài toán mạng giao thông gồm 
4 nút sau: 𝐴𝐴 là nút nguồn, 𝐵𝐵 là nút đích và 𝐶𝐶,𝐷𝐷 là 
các nút trung gian. Giả sử mạng trên chỉ gồm 2 
đường đi: 

𝐴𝐴 → 𝐶𝐶 → 𝐵𝐵, 

Và 

𝐴𝐴 → 𝐷𝐷 → 𝐵𝐵. 

Tập ràng buộc tải năng trên mọi cung đều là 

𝑈𝑈 ≔ [0, 10] ∪ [20, 30], 

và nhu cầu của cặp đầu cuối (𝐴𝐴,𝐵𝐵) là 40.  

Giả sử vectơ dòng đường đi là 𝑥𝑥 = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2), hàm 
giá của các dòng xác định như sau  

𝑇𝑇(𝑥𝑥) = ��(2𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2), 2(2𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2)�; �2(2𝑥𝑥1
+ 𝑥𝑥2), 3(2𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2)��. 

Bây giờ, chúng ta kiểm tra tính đúng đắn của các 
điều kiện trong Hệ quả 3.3 và 4.4 đối với dữ liệu cụ 
thể của bài toán được xem xét trong thí dụ này. Đầu 
tiên, ta kiểm tra điều kiện (i).  

Đặt 

𝑓𝑓 = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2), 𝑓𝑓′ = (𝑦𝑦1,𝑦𝑦2). 
Với 𝑡𝑡 = �(2𝑦𝑦1 + 𝑦𝑦2), 2(2𝑦𝑦1 + 𝑦𝑦2)� ∈ 𝑇𝑇(𝑓𝑓′) thì  

Σ1 ≔ {𝑓𝑓 ∈ Ω| ⟨𝑡𝑡, 𝑓𝑓′ − 𝑓𝑓⟩ ≥ 0}
= {(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2)|𝑥𝑥1 ∈ 𝑈𝑈, 𝑥𝑥2 ∈ 𝑈𝑈, 𝑥𝑥1
+ 𝑥𝑥2
= 40, (2𝑦𝑦1 + 𝑦𝑦2)(𝑦𝑦1 − 𝑥𝑥1)
+ 2(2𝑦𝑦1 + 𝑦𝑦2)(𝑦𝑦2 − 𝑥𝑥2) ≥ 0} 

= {(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2)|𝑥𝑥1 ∈ 𝑈𝑈, 𝑥𝑥2 ∈ 𝑈𝑈, 𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2
= 40, (𝑦𝑦1 − 𝑥𝑥1) + 2(𝑦𝑦2 − 𝑥𝑥2)
≥ 0}
= {(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2)|𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2
∈ [0,10] ∪ [20,30], 𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2
= 40, 𝑥𝑥1 + 2𝑥𝑥2 ≤ 𝑦𝑦1 + 2𝑦𝑦2}. 

Tương tự, với  

𝑡𝑡 = �2(2𝑦𝑦1 + 𝑦𝑦2), 3(2𝑦𝑦1 + 𝑦𝑦2)� ∈ 𝑇𝑇(𝑓𝑓′), 

Ta có 
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Σ2 ≔ {𝑓𝑓 ∈ Ω| ⟨𝑡𝑡, 𝑓𝑓′ − 𝑓𝑓⟩ ≥ 0} 

     = {(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2)|𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 ∈ [0, 10] ∪ [20, 30], 𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2
= 40, 2𝑥𝑥1 + 3𝑥𝑥2 ≤ 2𝑦𝑦1 + 3𝑦𝑦2}. 

Rõ ràng, các tập hợp Σ1, Σ2 đều là các tập đóng 
nên điều kiện (i) trong Hệ quả 4.3 và 4.4 đều được 
thỏa mãn. 

Kế tiếp, chúng ta sẽ kiểm tra điều kiện (ii).  

Đặt 𝑣𝑣 = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2), 𝑢𝑢 = (𝑦𝑦1,𝑦𝑦2). Chọn 

𝑡𝑡 = �(2𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2), 2(2𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2)� ∈ 𝑇𝑇(𝑣𝑣). 

Ta có  

⟨𝑡𝑡,𝑢𝑢 − 𝑣𝑣⟩ = (2𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2)(𝑦𝑦1 − 𝑥𝑥1)
+ 2(2𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2)(𝑦𝑦2 − 𝑥𝑥2) 

= (2𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2)[(𝑦𝑦1 + 2𝑦𝑦2) − (𝑥𝑥1 + 2𝑥𝑥2)]. 

Đặt 

𝑔𝑔(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ≔ (𝑦𝑦1 + 2𝑦𝑦2) − (𝑥𝑥1 + 2𝑥𝑥2), 

và để ý rằng với mọi {𝑧𝑧1, 𝑧𝑧2, . . . , 𝑧𝑧𝑛𝑛} ⊂ Ω với 
𝑛𝑛 ≥ 2 và 𝑧𝑧𝑛𝑛+1 ≔ 𝑧𝑧1 thì 

�𝑔𝑔(𝑧𝑧𝑖𝑖 , 𝑧𝑧𝑖𝑖+1) = 0.
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 

Điều nãy dẫn đến sự tồn tại của i để 

𝑔𝑔(𝑧𝑧𝑖𝑖 , 𝑧𝑧𝑖𝑖+1) ≥ 0, 

và do đó dễ thấy giả thiết (ii) trong các Hệ quả 
4.3 và 4.4 là thỏa mãn. Vì vậy, bài toán mạng giao 
thông này tồn tại dòng cân bằng mạnh và dòng cân 
bằng yếu. Hơn nữa, bằng cách kiểm tra trực tiếp, ta 
thấy rằng (30,10) vừa là dòng cân bằng mạnh vừa là 
dòng cân bằng yếu của bài toán mạng giao trong 
trường hợp này. 

5. KẾT LUẬN 

Điều kiện tồn tại nghiệm của các bài toán cân 
bằng đa trị trong không gian tôpô dựa trên cấu trúc 
trội được xem xét. Các kết quả chính sau đó đã được 
vận dụng vào việc nghiên cứu tính giải được của bài 
toán bất đẳng thức biến phân đa trị và bài toán mạng 
giao thông đa trị. Các kỹ thuật được trình bày trong 
nghiên cứu này có nhiều khả năng được vận dụng để 
xem xét tính giải được cho các mô hình tối ưu không 
có cấu trúc tuyến tính và các chủ đề có liên quan như 
tính ổn định theo tham số hoặc sự hội tụ nghiệm cho 
các mô hình này. 
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