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TÓM TẮT 
Trong bài báo này, mô hình bước đi ngẫu nhiên một chiều và bước 
đi ngẫu nhiên một chiều có điều kiện đã được xem xét. Trong khi 
bước đi ngẫu nhiên là một quá trình martingale thì bước đi ngẫu 
nhiên có điều kiện lại là một submartingale chặt. Bài viết này cũng 
chỉ ra tất cả martingale sinh bởi bước đi ngẫu nhiên có điều kiện. 

Từ khoá: Bước đi ngẫu nhiên, bước đi ngẫu nhiên có điều kiện, 
martingale 

ABSTRACT 
In this paper, one dimensional simple random walk and 
conditioned random walk models will be considered. While a 
random walk is a martingale, the conditional one is a strictly 
submartingale. Here, we also figured out the martingales 
generated by the conditional random walk. 

Keywords: Conditioned random walk, martingale, random walk 

1. GIỚI THIỆU 

Bước đi ngẫu nhiên được nhắc đến lần đầu tiên 
bởi nhà toán học Pháp Pierre de Fermat vào thế kỷ 
XVII. Sau đó, mô hình này được nghiên cứu và phát 
triển bởi nhiều nhà khoa học khác như Carl 
Friedrich Gauss, Andrey Markov và Michael Kac. 
Trong trường hợp tổng quát, bước đi ngẫu nhiên 
được định nghĩa trong không gian 𝑑𝑑 chiều (ℤ𝑑𝑑) như 
sau (Spitzer, 2001; Lawler & Limic, 2010; Lawler, 
2013). 

Xét �𝑋𝑋𝑗𝑗�𝑗𝑗≥1 là một dãy các biến ngẫu nhiên độc 
lập cùng phân phối với phân phối chung là 

ℙ�𝑋𝑋𝑗𝑗 = 𝑒𝑒� = 1
2𝑑𝑑

, |𝑒𝑒| = 1. 

Định nghĩa 1.1. Một bước đi ngẫu nhiên xuất 
phát từ 𝑥𝑥 ∈ ℤ𝑑𝑑 là một quá trình ngẫu nhiên 
(𝑆𝑆𝑛𝑛)𝑛𝑛≥0 , được đánh thứ tự theo số tự nhiên với  
𝑆𝑆0 = 𝑥𝑥 và  

𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝑥𝑥 + 𝑋𝑋1 + 𝑋𝑋2 + ⋯+ 𝑋𝑋𝑛𝑛. 

Bước đi ngẫu nhiên trong Định nghĩa 1.1 là một 
quá trình martingale với toán tử chuyển xác suất  

𝑝𝑝𝑛𝑛(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = ℙ𝑥𝑥(𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝑦𝑦), 

với 

𝑝𝑝1(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = �
1

2𝑑𝑑
, |𝑥𝑥 − 𝑦𝑦| = 1

0,            |𝑥𝑥 − 𝑦𝑦| ≠ 1
 

và  

𝑝𝑝𝑛𝑛+1(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = � 𝑝𝑝𝑛𝑛(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) ⋅ 𝑝𝑝1(𝑧𝑧,𝑦𝑦).
𝑧𝑧∈ℤ𝑑𝑑

 

Trong trường hợp một chiều, ta có 

𝑝𝑝1(𝑥𝑥,𝑦𝑦) =
1
2

,𝑛𝑛ế𝑢𝑢 |𝑥𝑥 − 𝑦𝑦| = 1. 

Khái niệm martingale trong lý thuyết xác suất 
được Paul Lévy đưa ra vào năm 1934, mặc dù ông 
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không đặt tên cho nó. Thuật ngữ “martingale” được 
đưa ra sau đó bởi Ville (1939), người cũng mở rộng 
định nghĩa cho martingale liên tục. Phần lớn sự phát 
triển ban đầu của lý thuyết này được thực hiện 
bởi Joseph Leo Doob và những người khác. Một 
phần động lực của công việc đó là để chứng tỏ sự 
bất khả thi của các chiến lược cá cược thành công 
trong các trò chơi may rủi. Một số tài liệu nghiên 
cứu về martingale có thể kể đến như Durett (2019), 
Grimmett and Stirzaker (2020). Một định nghĩa 
thường dùng của martingale, supermartingale và 
submartingale được nêu trong Durett (2019) như 
sau:  

Định nghĩa 1.2. Một dãy các biến ngẫu nhiên 
(𝑋𝑋𝑛𝑛)𝑛𝑛≥0  tương thích với một bộ lọc ℱ𝑛𝑛 được gọi là 
một martingale nếu 

(i) 𝔼𝔼|𝑋𝑋| < ∞, 

(ii) 𝔼𝔼(𝑋𝑋𝑛𝑛+1|ℱ𝑛𝑛) = 𝑋𝑋𝑛𝑛. 

Nếu dấu bằng ở điều kiện (ii) được thay bởi dấu 
bất đẳng thức “≥” hoặc “≤” thì quá trình (𝑋𝑋𝑛𝑛)𝑛𝑛≥0  
được gọi tương ứng là submartingale và 
supermartingale. 

Khác với bước đi ngẫu nhiên đơn, một xích 
Markov có hàm xác suất chuyển không phụ thuộc 
vào vị trí của nó, bước đi ngẫu nhiên có điều kiện 
cũng là một xích Markov nhưng hàm xác suất 
chuyển phụ thuộc vào vị trí của tại thời điểm hiện 
tại của nó. Thật khó để định nghĩa bước đi này dưới 
dạng tổng của các biến ngẫu nhiên như trong định 
nghĩa 1.1. Ta định nghĩa bước đi ngẫu nhiên có điều 
kiện dưới dạng hàm xác suất chuyển (Doney, 1983; 
Bertoin & Doney, 1994; Popov, 2021) như sau: 

Định nghĩa 1.3. Bước đi ngẫu nhiên có điều kiện 
một chiều ��̂�𝑆𝑛𝑛�𝑛𝑛≥0 là một quá trình ngẫu nhiên với 

�̂�𝑆0 = 𝑥𝑥, 

�̂�𝑝1(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = ℙ�𝑥𝑥��̂�𝑆1 = 𝑦𝑦�

= �
|𝑦𝑦|

2|𝑥𝑥| ,   𝑛𝑛ế𝑢𝑢 |𝑥𝑥 − 𝑦𝑦| = 1, 𝑥𝑥 ⋅ 𝑦𝑦 > 0

0,        𝑛𝑛ế𝑢𝑢 𝑛𝑛𝑛𝑛ượ𝑐𝑐 𝑙𝑙ạ𝑖𝑖.                
 

Với định nghĩa này, nếu 𝑥𝑥 > 0 thì   

ℙ�𝑥𝑥��̂�𝑆𝑛𝑛 = 0� = 0, 

nói cách khác xuất phát từ 𝑥𝑥 > 0,  ��̂�𝑆𝑛𝑛 ≤ 0� là 
sự kiện không thể. Do đó,  �̂�𝑆 còn được gọi là bước 
đi ngẫu nhiên với điều kiện không quay về gốc. 

Các khái niệm bước đi ngẫu nhiên đơn, bước đi 
ngẫu nhiên có điều kiện và martingale được nghiên 

cứu sâu và làm rõ hơn trong luận án của Hoai-Nhan 
(2023). 

Để thực hiện mục tiêu đề ra của nghiên cứu, bài 
báo này được cấu trúc các phần tiếp theo như sau: 
phần 2 sẽ giới thiệu về phương pháp nghiên cứu, 
phần 3 là kết quả chính của nghiên cứu, các 
martingale sinh bởi bước đi ngẫu nhiên có điều kiện 
một chiều và phần kết luận, thảo luận.  

2. PHƯƠNG PHÁP NGHIÊN CỨU 

Trong mục này, hai tính chất quan trọng được 
nhắc lại của bước đi ngẫu nhiên và bước đi ngẫu 
nhiên có điều kiện. Sau đó, phương trình sai phân 
tuyến tính cấp hai hệ số hằng được giới thiệu. Đây 
là một công cụ để chứng minh kết quả chính của bài 
báo. Định lý về nghiệm của phương trình sai phân 
cấp hai tuyến tính hệ số hằng cũng được giới thiệu, 
nó được tình bày một cách chi tiết trong Thịnh và 
ctv., 2001.  

Định lý 2.1. Bước đi ngẫu nhiên (𝑆𝑆𝑛𝑛)𝑛𝑛≥0 là một 
martingale. 

Chứng minh.  

Với mỗi 𝑥𝑥 ∈ ℤ, xét kỳ vọng có điều kiện 

𝔼𝔼[𝑆𝑆𝑛𝑛+1|𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝑥𝑥] 

= (𝑥𝑥 + 1) ⋅ ℙ[𝑆𝑆𝑛𝑛+1 = 𝑥𝑥 + 1|𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝑥𝑥] 
    +(𝑥𝑥 − 1) ⋅ ℙ[𝑆𝑆𝑛𝑛+1 = 𝑥𝑥 − 1|𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝑥𝑥] 

= (𝑥𝑥 + 1) ⋅
1
2

+ (𝑥𝑥 − 1) ⋅
1
2

 
= 𝑥𝑥. 

Tức là, 𝔼𝔼[𝑆𝑆𝑛𝑛+1|𝑆𝑆𝑛𝑛] = 𝑆𝑆𝑛𝑛. 

Do đó, 𝑆𝑆𝑛𝑛 là một martingale.  

Định lý 2.2. Bước đi ngẫu nhiên ��̂�𝑆𝑛𝑛� với  �̂�𝑆0 =
𝑥𝑥 > 0 là một submartingale.  

Chứng minh.  

Với mỗi 𝑥𝑥 ∈ ℤ+∗ , xét kỳ vọng có điều kiện 

𝔼𝔼��̂�𝑆𝑛𝑛+1��̂�𝑆𝑛𝑛 = 𝑥𝑥�
= (𝑥𝑥 + 1) ⋅ ℙ��̂�𝑆𝑛𝑛+1 = 𝑥𝑥 + 1��̂�𝑆𝑛𝑛 = 𝑥𝑥� +

+(𝑥𝑥 − 1) ⋅ ℙ��̂�𝑆𝑛𝑛+1 = 𝑥𝑥 − 1��̂�𝑆𝑛𝑛 = 𝑥𝑥�

= (𝑥𝑥 + 1) ⋅
𝑥𝑥 + 1

2𝑥𝑥
+ (𝑥𝑥 − 1) ⋅

𝑥𝑥 − 1
2𝑥𝑥

= 𝑥𝑥 +
1
𝑥𝑥

.

 

Tức là, 𝔼𝔼��̂�𝑆𝑛𝑛+1��̂�𝑆𝑛𝑛� = �̂�𝑆𝑛𝑛 + 1
�̂�𝑆𝑛𝑛

> �̂�𝑆𝑛𝑛. 

Do đó, �̂�𝑆𝑛𝑛 là một submartingale.  
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Sau đây là một hệ quả của Định lý 2.1. 

Hệ quả 2.2. (i) Giả sử, �̂�𝑆𝑛𝑛 = 𝑥𝑥 + 𝑋𝑋�1 + ⋯+ 𝑋𝑋�𝑛𝑛 
thì 

𝔼𝔼�𝑋𝑋�𝑛𝑛+1��̂�𝑆𝑛𝑛� =
1
�̂�𝑆𝑛𝑛

.  

(ii) � 1
�̂�𝑆𝑛𝑛
�
𝑛𝑛≥0

 là một martingale. 

Chứng minh. 

(i) Bằng cách áp dụng tính chất của kỳ vọng có 
điều kiện, ta được 

𝔼𝔼�𝑋𝑋�𝑛𝑛+1��̂�𝑆𝑛𝑛� = 𝔼𝔼��̂�𝑆𝑛𝑛+1 − �̂�𝑆𝑛𝑛��̂�𝑆𝑛𝑛�
= 𝔼𝔼��̂�𝑆𝑛𝑛+1��̂�𝑆𝑛𝑛� − �̂�𝑆𝑛𝑛

= �̂�𝑆𝑛𝑛 +
1
�̂�𝑆𝑛𝑛
− �̂�𝑆𝑛𝑛 =

1
�̂�𝑆𝑛𝑛

.
 

(ii) Với mỗi 𝑥𝑥 ∈ ℤ+∗ , 

𝔼𝔼 � 1
�̂�𝑆𝑛𝑛+1

��̂�𝑆𝑛𝑛 = 𝑥𝑥�

=
1

𝑥𝑥 + 1
⋅ ℙ��̂�𝑆𝑛𝑛+1 = 𝑥𝑥 + 1��̂�𝑆𝑛𝑛 = 𝑥𝑥�

+
1

𝑥𝑥 − 1
⋅ ℙ��̂�𝑆𝑛𝑛+1 = 𝑥𝑥 − 1��̂�𝑆𝑛𝑛 = 𝑥𝑥�

=
1

𝑥𝑥 + 1
⋅
𝑥𝑥 + 1

2𝑥𝑥
+

1
𝑥𝑥 − 1

⋅
𝑥𝑥 − 1

2𝑥𝑥
=

1
𝑥𝑥

.

    

Do đó, 𝔼𝔼 � 1
�̂�𝑆𝑛𝑛+1

��̂�𝑆𝑛𝑛� = 1
�̂�𝑆𝑛𝑛

, hay � 1
�̂�𝑆𝑛𝑛
� là một 

martingale.   

Định nghĩa 2.3. (Thịnh và ctv.(2001)) Giả sử 
a,b,c là các số thực và 𝑃𝑃𝑘𝑘 là một đa thức bậc k. Khi 
đó, ta nói f là nghiệm của  phương trình sai phân 
tuyến tính cấp hai hệ số hằng nếu 

𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥 + 1) + 𝑏𝑏𝑎𝑎(𝑥𝑥) + 𝑐𝑐𝑎𝑎(𝑥𝑥 − 1) =
𝑃𝑃𝑘𝑘(𝑥𝑥),∀𝑥𝑥 ∈ ℕ.      (1) 

Phương trình bậc hai  

𝑎𝑎𝜆𝜆2 + 𝑏𝑏𝜆𝜆 + 𝑐𝑐 = 0             (2) 

được gọi là phương trình đặc trưng của phương 
trình (1). 

Định lý sau đây (xem Thịnh và ctv. (2001)) cho 
ta cấu trúc nghiệm của phương trình thuần nhất 
𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥 + 1) + 𝑏𝑏𝑎𝑎(𝑥𝑥) + 𝑐𝑐𝑎𝑎(𝑥𝑥 − 1) = 0. 

Định lý 2.4. (i) Nếu phương trình (2) có hai 
nghiệm thực phân biệt 𝜆𝜆1 và 𝜆𝜆2 thì  

𝑎𝑎(𝑥𝑥) = 𝐴𝐴 ⋅ 𝜆𝜆1𝑥𝑥 + 𝐵𝐵 ⋅ 𝜆𝜆2𝑥𝑥. 

(ii) Nếu phương trình (2) có nghiệm thực kép 
𝜆𝜆1 = 𝜆𝜆2 = 𝜆𝜆  thì  

𝑎𝑎(𝑥𝑥) = (𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝑥𝑥) ⋅ 𝜆𝜆𝑥𝑥. 

(iii) Nếu phương trình (2) có hai nghiệm phức 
phân biệt 𝜆𝜆 = 𝑟𝑟(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃 ± 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑛𝑛 𝜃𝜃) = 𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 thì  

𝑎𝑎(𝑥𝑥) = 𝑟𝑟𝑥𝑥(𝐴𝐴 ⋅ cos𝑥𝑥𝜃𝜃 + 𝐵𝐵 ⋅ sin 𝑥𝑥𝜃𝜃), 

trong đó A, B là các hằng số. 

Chứng minh. Xem Thịnh và ctv. (2001), trang 
67. 

Định lý sau đây (xem Thịnh và ctv. (2001)) cho 
biết cấu trúc nghiệm riêng của phương trình (1). 

Định lý 2.5. (i) Nếu phương trình (2) không có 
nghiệm 𝜆𝜆 = 1 thì  

𝑎𝑎(𝑥𝑥) = 𝑄𝑄𝑘𝑘(𝑥𝑥) 

là một nghiệm riêng của phương trình (1). 

(ii) Nếu phương trình (2) có nghiệm đơn 𝜆𝜆 = 1  
thì  

𝑎𝑎(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 ⋅ 𝑄𝑄𝑘𝑘(𝑥𝑥), 

là một nghiệm riêng của phương trình (1). 

(iii) Nếu phương trình (2) có nghiệm kép 𝜆𝜆 = 1 
thì  

𝑎𝑎(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 ⋅ 𝑄𝑄𝑘𝑘(𝑥𝑥), 

là một nghiệm riêng của phương trình (1), trong 
đó 𝑄𝑄𝑘𝑘(𝑥𝑥) là một đa thức bậc k. 

Định lý 2.6. (xem Thịnh và ctv. (2001)) Nghiệm 
tổng quát của phương trình (1) có dạng: 

𝑎𝑎(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎1(𝑥𝑥) + 𝑎𝑎2(𝑥𝑥), 

trong đó 𝑎𝑎1(𝑥𝑥) được xác định nhờ Định lý 2.4 và 
𝑎𝑎2(𝑥𝑥) được xác định nhờ Định lý 2.5. 

3. MARTINGALE SINH BỞI BƯỚC ĐI 
NGẪU NHIÊN CÓ ĐIỀU KIỆN 

Trong phần này, cấu trúc của các martingale sinh 
bởi  �̂�𝑆𝑛𝑛 và thời gian 𝑛𝑛 sẽ được xem xét. Cụ thể hơn, 
các điều kiện cần và đủ được đưa ra để các quá trình 
có dạng  �𝑎𝑎��̂�𝑆𝑛𝑛� + 𝑛𝑛(𝑛𝑛)� và �𝑎𝑎��̂�𝑆𝑛𝑛� ⋅ 𝑛𝑛(𝑛𝑛)� là 
martingale. 

Định lý 3.1. Giả sử ��̂�𝑆𝑛𝑛�𝑛𝑛≥0 là một bước đi ngẫu 
nhiên có điều kiện. Khi đó, quá trình  

𝑌𝑌𝑛𝑛 = 𝑎𝑎��̂�𝑆𝑛𝑛� + 𝑛𝑛(𝑛𝑛),𝑛𝑛 ≥ 0 

là một martingale nếu và chỉ nếu 𝑌𝑌𝑛𝑛 có dạng  
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𝑌𝑌𝑛𝑛 = 𝐴𝐴 ���̂�𝑆𝑛𝑛�
2 − 3𝑛𝑛� +

𝐵𝐵
�̂�𝑆𝑛𝑛

+ 𝐶𝐶 

với các hằng số 𝐴𝐴,𝐵𝐵,𝐶𝐶 nào đó. 

Để chứng minh Định lý 3.1, ta cần Mệnh đề 3.2 
dưới đây. 

Mệnh đề 3.2. Quá trình 𝑌𝑌𝑛𝑛 = ��̂�𝑆𝑛𝑛�
2 − 3𝑛𝑛,𝑛𝑛 ≥ 0 

là một martingale. 

Chứng minh. Ta cần  

𝔼𝔼�𝑌𝑌𝑛𝑛+1��̂�𝑆𝑛𝑛� = ��̂�𝑆𝑛𝑛�
2 − 3𝑛𝑛. 

Thật vậy, với 𝑥𝑥 ∈ ℤ+∗  tùy ý, ta có 

𝔼𝔼�𝑌𝑌𝑛𝑛+1�𝑆𝑆�𝑛𝑛 = 𝑥𝑥�

= �(𝑥𝑥+ 1)2 − 3(𝑛𝑛+ 1)� ⋅ 𝑥𝑥+ 1
2𝑥𝑥

+ �(𝑥𝑥− 1)2 − 3(𝑛𝑛+ 1)� ⋅ 𝑥𝑥− 1
2𝑥𝑥

= |𝑥𝑥|2 − 3𝑛𝑛.

 

Đây chính là điều ta cần.  

Chứng minh định lý 3.1 

Điều kiện đủ. Điều kiện đủ là sự kết hợp bởi Hệ 
quả 2.2, Mệnh đề 3.2 và tính tuyến tính của 
martingale. 

Điều kiện cần. Giả sử 𝑌𝑌𝑛𝑛 là một martingale. Khi 
đó, 𝑌𝑌𝑛𝑛 thỏa mãn phương trình martingal 

𝔼𝔼�𝑌𝑌𝑛𝑛+1��̂�𝑆𝑛𝑛 = 𝑥𝑥� = 𝑎𝑎(𝑥𝑥) + 𝑛𝑛(𝑛𝑛).  

Vế trái của phương trình trên có dạng 

𝑎𝑎(𝑥𝑥 + 1) ⋅ 𝑥𝑥+1
2𝑥𝑥

+ 𝑎𝑎(𝑥𝑥 − 1) ⋅ 𝑥𝑥−1
2𝑥𝑥

+ 𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1). 

Phương trình trên tương đương với phương trình 
tách biến 

(𝑥𝑥 + 1)𝑎𝑎(𝑥𝑥 + 1) + (𝑥𝑥 − 1)𝑎𝑎(𝑥𝑥 − 1) − 2𝑥𝑥𝑎𝑎(𝑥𝑥)
2𝑥𝑥

= −[𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1) − 𝑛𝑛(𝑛𝑛)].
 

Phương trình trên đúng với mọi 𝑥𝑥 và 𝑛𝑛 nên tồn 
tại một hằng số 𝑐𝑐 sao cho: 

(𝑥𝑥 + 1)𝑎𝑎(𝑥𝑥 + 1) + (𝑥𝑥 − 1)𝑎𝑎(𝑥𝑥 − 1) − 2𝑥𝑥𝑎𝑎(𝑥𝑥)
2𝑥𝑥

= 𝑐𝑐 

và  

𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1) − 𝑛𝑛(𝑛𝑛) = −𝑐𝑐. 

Ta xét hai trường hợp của 𝑐𝑐. 

Trường hợp 1: 𝑐𝑐 = 0. 

Khi đó, 𝑛𝑛(𝑛𝑛) = 𝐶𝐶 là hàm hằng và  hàm 𝑎𝑎 thỏa 

(𝑥𝑥 + 1)𝑎𝑎(𝑥𝑥 + 1) − 2𝑥𝑥𝑎𝑎(𝑥𝑥) + (𝑥𝑥 − 1)𝑎𝑎(𝑥𝑥 − 1)
= 0 

Vế trái của phương trình này là phương trình sai 
phân cấp hai tuyến tính hệ số hằng của hàm số 
ℎ(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑎𝑎(𝑥𝑥). Phương trình đặc trưng của nó là 
𝜆𝜆2 − 2𝜆𝜆 + 1 = 0, có nghiệm kép 𝜆𝜆 = 1. 

Theo định lý 2.4,  ℎ(𝑥𝑥) là hàm bậc nhất,  

ℎ(𝑥𝑥) = 𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐵𝐵. Từ đó suy ra 𝑎𝑎(𝑥𝑥) = 𝐴𝐴 + 𝐵𝐵
𝑥𝑥

.  Do 

đó, trường hợp này cho ta 𝑌𝑌𝑛𝑛 = 𝐷𝐷 + 𝐵𝐵
�̂�𝑆𝑛𝑛

. 

Trường hợp 2: 𝑐𝑐 ≠ 0.  

Khi đó, 𝑛𝑛(𝑐𝑐) = 𝑐𝑐𝑛𝑛 + 𝐹𝐹. 

Hàm 𝑎𝑎(𝑥𝑥) thỏa mãn 

(𝑥𝑥 + 1)𝑎𝑎(𝑥𝑥 + 1) − 2𝑥𝑥𝑎𝑎(𝑥𝑥) + (𝑥𝑥 − 1)𝑎𝑎(𝑥𝑥 −
1) = −2𝑐𝑐𝑥𝑥. 

Phương trình này là phương trình sai phân cấp 
hai của hàm ℎ(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑎𝑎(𝑥𝑥) với vế phải là một đa 
thức bậc nhất. Theo định lý 2.5(iii), ℎ(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 ⋅
(𝐴𝐴 𝑥𝑥 + 𝐵𝐵). Kết hợp với trường hợp 1, ta có ℎ(𝑥𝑥) là 
một hàm bậc ba. Suy ra, 

𝑎𝑎(𝑥𝑥) = 𝐴𝐴 𝑥𝑥2 + 𝐵𝐵𝑥𝑥 + 𝐶𝐶 + 𝐷𝐷
𝑥𝑥
. 

Đến đây, ta thấy 𝑌𝑌𝑛𝑛 = 𝐴𝐴 ��̂�𝑆𝑛𝑛�
2 + 𝐵𝐵�̂�𝑆𝑛𝑛 + 𝐶𝐶 +

𝐷𝐷
�̂�𝑆𝑛𝑛

+ 𝑐𝑐𝑛𝑛 + 𝐹𝐹. Định lý 2.2 cho ta 𝐵𝐵 = 0. Cuối cùng, 
phương tình martingale cho ta 𝑐𝑐 = −3𝐴𝐴. Do đó, 
𝑌𝑌𝑛𝑛 = 𝐴𝐴 ���̂�𝑆𝑛𝑛�

2 − 3𝑛𝑛� + 𝐷𝐷
�̂�𝑆𝑛𝑛

+ 𝐹𝐹. Định lý 3.1 được 
chứng minh xong.  

Định lý 3.3. Giả sử ��̂�𝑆𝑛𝑛� là một bước đi ngẫu 
nhiên có điều kiện. Khi đó, quá trình  

𝑌𝑌𝑛𝑛 = 𝑎𝑎��̂�𝑆𝑛𝑛� ⋅ 𝑛𝑛(𝑛𝑛), 𝑛𝑛(𝑛𝑛) > 0, 

là một martingale nếu và chỉ nếu 𝑌𝑌𝑛𝑛 thuộc một 
trong ba dạng sau: 

(1) 𝑌𝑌𝑛𝑛 = (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃)−𝑛𝑛 ⋅ 𝐴𝐴 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖�̂�𝑆𝑛𝑛+𝐵𝐵 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑛𝑛𝑖𝑖 �̂�𝑆𝑛𝑛
�̂�𝑆𝑛𝑛

,  

với  𝜃𝜃 = 𝑡𝑡𝑎𝑎𝑛𝑛−1
�1−𝑐𝑐2

𝑐𝑐
 , 𝑐𝑐 < 1, 

(2) 𝑌𝑌𝑛𝑛 = 𝐴𝐴 + 𝐵𝐵
�̂�𝑆𝑛𝑛

, 

(3) 𝑌𝑌𝑛𝑛 = 𝑐𝑐−1 ⋅ 𝐴𝐴𝜆𝜆1
𝑆𝑆�𝑛𝑛+𝐵𝐵𝜆𝜆2

𝑆𝑆�𝑛𝑛

�̂�𝑆𝑛𝑛
, 

với 𝜆𝜆1,2 = 𝑐𝑐 ± √𝑐𝑐2 − 1, 𝑐𝑐 > 1 , 
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và 𝐴𝐴,𝐵𝐵,𝐶𝐶 là các hằng số nào đó. 

Để chứng minh Định lý 3.3 ta cần Mệnh đề 3.4 
bên dưới. 

Mệnh đề 3.4. Nếu 𝑌𝑌𝑛𝑛 = 𝑎𝑎��̂�𝑆𝑛𝑛� ⋅ 𝑛𝑛(𝑛𝑛), với 
𝑛𝑛(𝑛𝑛) > 0 là một martingale thì tồn tại một hằng số 
𝑐𝑐 > 0 sao cho 𝑛𝑛(𝑛𝑛) = 𝐴𝐴𝑐𝑐−𝑛𝑛. 

Chứng minh.  

Áp dụng phương trình martingale đối với quá 
trình 𝑌𝑌𝑛𝑛 , 

𝔼𝔼�𝑌𝑌𝑛𝑛+1��̂�𝑆𝑛𝑛 = 𝑥𝑥� = 𝑎𝑎(𝑥𝑥)𝑛𝑛(𝑛𝑛)  

ta được 

(𝑥𝑥 + 1)𝑎𝑎(𝑥𝑥 + 1) + (𝑥𝑥 − 1)𝑎𝑎(𝑥𝑥 − 1)
2𝑥𝑥𝑎𝑎(𝑥𝑥) =

𝑛𝑛(𝑛𝑛)
𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1). 

Phương trình này là một phương trình tách biến 
với vế phải dương nên tồn tại một hằng số dương 𝑐𝑐 
sao cho 𝑔𝑔(𝑛𝑛)

𝑔𝑔(𝑛𝑛+1)
= 𝑐𝑐. Do đó, 𝑛𝑛(𝑛𝑛) là một cấp số nhân 

với số hạng tổng quát 𝑛𝑛(𝑛𝑛) = 𝐴𝐴𝑐𝑐−𝑛𝑛.   

Mệnh đề 3.5. Nếu  
𝑌𝑌𝑛𝑛 = 𝑐𝑐−𝑛𝑛𝑎𝑎��̂�𝑆𝑛𝑛�, 𝑐𝑐 > 0, 

là một martingale thì 𝑌𝑌𝑛𝑛 thuộc một trong ba dạng 
được phát biểu trong Định lý 3.3. 

Chứng minh. Tiếp tục với chứng minh của 
mệnh đề 3.4 ta có, 

(𝑥𝑥 + 1)𝑎𝑎(𝑥𝑥 + 1) − 2𝑐𝑐𝑥𝑥𝑎𝑎(𝑥𝑥) + (𝑥𝑥 − 1)𝑎𝑎(𝑥𝑥 −
1) = 0. 

Như vậy, hàm số ℎ(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑎𝑎(𝑥𝑥) thỏa mãn 
phương trình sai phân cấp hai tuyến tính thuần nhất 
hệ số hằng 

ℎ(𝑥𝑥 + 1) − 2𝑐𝑐ℎ(𝑥𝑥) + ℎ(𝑥𝑥 − 1) = 0. 

Phương trình này có phương trình đặc trưng 
𝜆𝜆2 − 2𝑐𝑐𝜆𝜆 + 1 = 0. 

Ta xét các trường hợp của 𝑐𝑐. 

(1) Nếu 𝑐𝑐 < 1 thì phương trình đặc trưng có hai 
nghiệm phức  

𝜆𝜆1 = 𝑐𝑐 + 𝑖𝑖�1 − 𝑐𝑐2 = 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 

và 𝜆𝜆2 = 𝑐𝑐 − 𝑖𝑖√1 − 𝑐𝑐2=𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖, 

do đó, định lý 2.4 cho ta 

ℎ(𝑥𝑥) = 𝐴𝐴 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃𝑥𝑥 + 𝐵𝐵 sin𝜃𝜃𝑥𝑥. 

(2) Nếu 𝑐𝑐 = 1 thì phương trình đặc trưng có 
nghiệm kép 𝜆𝜆 = 1 và ℎ(𝑥𝑥) = 𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐵𝐵. 

(3) Nếu  𝑐𝑐 > 1 thì phương trình đặc trưng có hai 
nghiệm phân biệt  

𝜆𝜆1 = 𝑐𝑐 + �𝑐𝑐2 − 1 

và  

𝜆𝜆2 = 𝑐𝑐 − √𝑐𝑐2 − 1 , 

đồng thời ℎ(𝑥𝑥) = 𝐴𝐴 𝜆𝜆1𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝜆𝜆2𝑥𝑥 . 

Ba trường hợp trên tương ứng với các dạng của 
𝑎𝑎(𝑥𝑥) như sau 

𝐴𝐴 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑥𝑥+𝐵𝐵 sin𝑖𝑖𝑥𝑥
𝑥𝑥

, 𝐴𝐴 + 𝐵𝐵
𝑥𝑥
 và 𝐴𝐴 𝜆𝜆1𝑥𝑥+𝐵𝐵𝜆𝜆2𝑥𝑥

𝑥𝑥
. 

Bằng cách thay 𝑥𝑥  bởi �̂�𝑆𝑛𝑛, ta sẽ nhận được 𝑌𝑌𝑛𝑛 như 
kết luận của mệnh đề 3.5.  

Mệnh đề 3.4 và Mệnh đề 3.5 là điều kiện cần của 
định lý. Bằng cách kiểm chứng trực tiếp các quá 
trình 𝑌𝑌𝑛𝑛 trong Định lý 3.3 thỏa mãn phương trình 
martingale, ta có được điều đủ của Định lý 3.3. 

4. KẾT LUẬN VÀ THẢO LUẬN 

Martingale là một quá trình quan trọng trong lý 
thuyết xác suất. Vì vậy, việc xác định một quá trình 
maringale sinh bởi các quá trình khác là cần thiết. 
Nghiên cứu này đã đưa ra điều kiện cần và đủ để 
nhận được một martingale từ bước đi ngẫu nhiên có 
điều kiện, đồng thời chứng minh một cách chi tiết 
các điều kiện này.  

Các martingale này khi được kết hợp với thời 
điểm dừng (stopping time), bài toán biên có thể suy 
ra được nhiều kết quả quan trọng như phân bố xác 
suất thoát khỏi miền nào đó, thời gian sống 
(lifetime) của bước đi ngẫu nhiên có điều kiện. 
Ngoài ra, một số kết quả tương tự có thể được mở 
rộng cho bước đi ngẫu nhiên có điều kiện nhiều 
chiều. 
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