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TÓM TẮT 
Mục tiêu của bài báo này là nghiên cứu một số công thức tính toán 
của đạo hàm Studniarski-like cho ánh xạ đa trị. Bài báo áp dụng 
các định nghĩa của ánh xạ đa trị như định nghĩa của tính tồi, tính 
nửa liên tục dưới và  tính pseudo-Lipschitz calm địa phương để suy 
ra các công thức tính toán của đạo hàm Studniarski-like như công 
thức tổng, công thức tích và công thức thương. Các kết quả trong 
bài báo là mới và được mở rộng từ các kết quả nghiên cứu trước 
đây. Các công thức tính toán trong bài báo này có thể được áp 
dụng để nghiên cứu độ nhạy nghiệm hoặc điều kiện tối ưu của bài 
toán tối ưu đa trị. 

Từ khoá: Đạo hàm Studniarski-like, công thức tổng, công thức 
tích, công thức thương 

ABSTRACT 
The article aims to study basic calculus rules for Studniarski-like’s 
derivatives for set-valued maps. The article applies definitions of 
set-valued maps such as convexity, lower semicontinuity, and local 
pseudo-Lipschitz calmness to imply calculus rules for Studniarski-
like’s derivatives such as sum, product, and quotient. The results 
in the paper are new and are expanded  from previous research 
results. The calculation formulas in this article can be applied to 
study solution sensitivity or optimal conditions of set-valued 
optimization problems. 

Keywords: Studniarski-like’s derivatives, sum rule, product rule, 
quotient rule 

1. GIỚI THIỆU 

Đạo hàm là một công cụ quan trọng để nghiên 
cứu các bài toán tối ưu nói chung. Khái niệm đạo 
hàm của hàm đơn trị theo nghĩa cổ điển đã được biết 
đến từ rất lâu trong các công trình của Fermat về 
việc nghiên cứu điều kiện cần cho cực trị của một 
hàm số bậc hai. Sau đó, nhiều nhà toán học đã mở 
rộng khái niệm đạo hàm cổ điển theo nhiều hướng 
khác nhau. Để nghiên cứu các bài toán quan trọng 
trong tối ưu đa trị, các nhà toán học đã giới thiệu 

nhiều dạng đạo hàm suy rộng cho ánh xạ đa trị như 
đạo hàm Bouligand (hay đạo hàm contingent), đạo 
hàm tiệm cận, đạo hàm Studniarski,… Thông 
thường, đạo hàm của ánh xạ đa trị là một công cụ 
hiệu quả để nghiên cứu các bài toán tối ưu đa trị 
thông qua cách tiếp cận bằng không gian nền và việc 
mở rộng đạo hàm đa trị trên không gian nền (từ cấp 
1 lên cấp cao hơn) sẽ dễ dàng hơn trên không gian 
đối ngẫu (xét đối đạo hàm). Việc nghiên cứu các 
công thức tính toán của các dạng đạo hàm ánh xạ đa 
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trị có ý nghĩa hết sức quan trọng trong việc nghiên 
cứu bài toán tối ưu đơn trị hoặc đa trị vì chúng là 
công cụ chính để nghiên cứu các bài toán thường 
gặp như nghiên cứu điều kiện cần và đủ tối ưu, phân 
tích độ nhạy nghiệm,… 

Đạo hàm Studniarski được giới thiệu bởi 
Studniarski (1986) và thu hút được sự quan tâm 
nghiên cứu của nhiều nhà toán học cho đến hiện nay. 
Đạo hàm Studniarski là một công cụ hữu ích để 
nghiên cứu một bài toán quan trọng trong lý thuyết 
tối ưu đơn trị là nghiên cứu các dạng điều kiện cần 
và đủ tối ưu. Để nghiên cứu các bài toán quan trọng 
khác của bài toán tối ưu đơn trị hoặc đa trị, các nhà 
toán học đã mở rộng phiên bản ban đầu của đạo hàm 
Studniarski cho ánh xạ đa trị. Họ đã giới thiệu nhiều 
công thức tính toán và áp dụng chúng để nghiên cứu 
các bài toán quan trọng như nghiên cứu điều kiện 
cần và đủ tối ưu, phân tích độ nhạy nghiệm,... 

Trong thời gian gần đây, các công trình tiêu biểu 
của các nhà toán học có sử dụng đạo hàm 
Studniarski của ánh xạ đa trị như Sun and Li (2011, 
2012). Wang (2013) đã nghiên cứu đạo hàm 
Studniarski của ánh xạ nhiễu trong bài toán tối ưu 
có tham số. Bên cạnh đó, Anh and Khanh (2014), 
Anh (2014), Diem et al. (2014) đã nghiên cứu các 
công thức tính toán của đạo hàm Studniarski, sau đó 
áp dụng để nghiên cứu điều kiện tối ưu cho các dạng 
nghiệm hữu hiệu của bài toán tối ưu đa trị và phân 
tích độ nhạy nghiệm của các bài toán tối ưu liên 
quan. Tiếp theo, Anh (2017) đã nghiên cứu các công 
thức tính toán của đạo hàm Studniarski của ánh xạ 
đa trị và áp dụng nghiên cứu độ nhạy nghiệm của 
bài toán tối ưu đa trị. Gần đây, Tung (2020) đã 
nghiên cứu tính khả vi proto của ánh xạ nhiễu thông 
qua đạo hàm Studniarski. 

Mặt khác, Durea and Florea (2018) đã giới thiệu 
một dạng khác của đạo hàm Studniarski đa trị mà họ 
gọi là đạo hàm Studniarski-like. Sau đó, các tác giả 
đã đưa ra một số công thức tính toán cho đạo hàm 
Studniarski-like và ứng dụng để nghiên cứu điều 
kiện tối ưu cho bài toán tối ưu đa trị. Đạo hàm 
Studniarski-like của ánh xạ đa trị có nhiều tính chất 
mới và khác biệt so với đạo hàm Studniarski của ánh 
xạ đa trị nên việc nghiên cứu các công thức tính toán 
cho Studniarski-like có ý nghĩa quan trọng để 
nghiên cứu các bài toán thường gặp trong lý thuyết 
tối ưu. 

Bài báo này áp dụng kết quả về tính lồi, tính nửa 
liên tục dưới, tính pseudo-Lipschitz calm địa 
phương của ánh xạ đa trị để đưa ra các công thức    
tính toán cho đạo hàm Studniarski-like như công 
thức tổng, công thức tích và công thức thương. Các 

kết quả trong bài báo này là mới và khác với các kết 
quả trong bài báo của Anh and Khanh (2014). Việc 
nghiên cứu các công thức tính toán cho hàm đạo 
hàm Studniarski-like của ánh xạ đa trị là cần thiết vì 
chúng là công cụ hữu ích để nghiên cứu các dạng 
điều kiện tối ưu và phân tích độ nhạy nghiệm cho 
bài toán tối ưu đơn trị hoặc đa trị.   

2. PHƯƠNG PHÁP NGHIÊN CỨU 
2.1. Giải tích đa trị 

Trong bài báo này, nếu không có giả thiết gì 
thêm thì ta giả sử , ,X Y Z  là các không gian định 
chuẩn thực và C Y⊂  là một nón lồi đóng. Với một 
tập con A  của không gian định chuẩn, ta kí hiệu 
clA  để chỉ bao đóng của .A  YB  là để chỉ hình cầu 
đóng đơn vị trong .Y  ( )0N x  là để chỉ họ của những 

lân cận của 0x  trong X  và ( )0N y  là để chỉ họ của 
những lân cận của 0y  trong .Y  Giả sử   là tập của 
những số tự nhiên,   là tập của những số thực và 

n
+  là nón orthant dương của .n

  Với ánh xạ đa trị 
𝐹𝐹:𝑋𝑋 ⇉ 𝑌𝑌  ánh xạ profile F+  là được định nghĩa bởi  

( ) ( ) , .F x F x C x X+ = + ∀ ∈  

Miền hữu hiệu, đồ thị và trên đồ thị của ánh xạ 
đa trị được định nghĩa như sau 

{ }dom : ( ) ,F x X F x= ∈ ≠ ∅  

( ){ }gr , : ( ) ,F x y X Y y F x= ∈ × ∈  epi gr .F F+=  

Bao đóng của ,F  kí hiệu bởi cl ,F  được định 
nghĩa như sau gr(cl ) cl(gr ).F F=  Nếu 

(cl )( ) ( ), ,F x F x x X= ∀ ∈  

ta nói rằng F  là đóng tại .x  

Định nghĩa 2.1. (Anh & Khanh, 2014) Xét ánh 
xạ đa trị 𝐹𝐹:𝑋𝑋 ⇉ 𝑌𝑌 và ( )0 0, gr .x y F∈  Khi đó 

(i) F là ánh xạ lồi trên một tập tập lồi S X⊂  
nếu với tất cả [ ]0,1λ∈  và 1 2, ,x x S∈  

1 2 1 2(1 ) ( ) ( ) ((1 ) ).F x F x F x xλ λ λ λ− + ⊂ − +  

(ii) F  là nửa liên tục dưới tại ( )0 0,x y , nếu với 

mỗi ( )0V N y∈  thì tồn tại một lân cận ( )0U N x∈  
sao cho với mỗi , ( ) .x U V F x∈ ≠∅  
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(iii) F  là pseudo-Lipschitz calm địa phương tại 
( )0 0,x y  nếu  

( ) ( )0 00, , , ,U N x V N y x Uλ∃ > ∃ ∈ ∃ ∈ ∀ ∈  

{ }0 0( ) || || .YF x V x x x Bλ⊂ + −  

Nếu V Y=  thì pseudo-Lipschitz calm địa 
phương được gọi là Lipschitz calm địa phương. 

2.2. Đạo hàm Studniarski-like của ánh xạ đa 
trị 

Định nghĩa 2.2. (Durea & Florea, 2018) Xét ánh 
xạ đa trị 𝐹𝐹:𝑋𝑋 ⇉ 𝑌𝑌 và ( )0 0, gr .x y F∈  Giả sử 

{ }\ 0 .m∈  Khi đó 

(i) Đạo hàm Studniarski-like cấp m  của F  tại 
( )0 0,x y  được định nghĩa bởi, ,u X∀ ∈  

( ) {
}

0 0

0 0

, ( ) : 0 ,

( , ) ( , ), , ( ) .

m
n

m
n n n n n n

D F x y u v Y t

u v u v n y t v F x t u

+= ∈ ∃ →

∃ → ∀ + ∈ +
 

(ii) Đạo hàm Studniarski-like cấp m  dạng 
adjacent của F  tại ( )0 0,x y  được định nghĩa bởi, 

,u X∀ ∈  

( ) {
}

0 0

0 0

, ( ) : 0 ,

( , ) ( , ), , ( ) .

m
b n

m
n n n n n n

D F x y u v Y t

u v u v n y t v F x t u

+= ∈ ∀ →

∃ → ∀ + ∈ +
 

(iii) Đạo hàm Studniarski-like cấp m  dạng 
lower của F  tại ( )0 0,x y  được định nghĩa bởi, 

,u X∀ ∈  

( ) {
}

0 0

0 0

, ( ) : 0 , ,

, , ( ) .

m
l n n

m
n n n n n

D F x y u v Y t u u

v v n y t v F x t u

+= ∈ ∀ → ∀ →

∃ → ∀ + ∈ +
 

Chú ý 2.1. Đạo hàm Studniarski-like cấp m  của
F  tại ( )0 0,x y  là khác với đạo hàm Studniarski cấp 
m  giới thiệu trong bài báo của Anh and Khanh 
(2014). 

Định nghĩa 2.3.  Xét ánh xạ đa trị 𝐹𝐹:𝑋𝑋 ⇉ 𝑌𝑌 và  

( ) { }0 0, gr , \ 0 .x y F m∈ ∈  Đạo hàm Studniarski 

cấp m  của F  tại ( )0 0,x y  được định nghĩa bởi, 
,u X∀ ∈  

( ) {
}

0 0

0 0

, ( ) : 0 ,

( , ) ( , ), , ( ) .

m
n

m
n n n n n n n

d F x y u v Y t

u v u v n y t t v F x t u

+= ∈ ∃ →

∃ → ∀ + ∈ +
 

Ví dụ sau đây sẽ chứng tỏ rằng đạo hàm 
Studniarski cấp m  là khác với đạo hàm Studniarski-
like cấp m . 

Ví dụ 2.1. Xét ánh xạ đa trị  𝐹𝐹:ℝ ⇉ ℝ   xác định 
bởi { }3( ) : , .F x y y x x= ∈ = ∀ ∈  . Ta có  

( ) { }3 30,0 ( ) : ,d F x y y x x= ∈ = ∀ ∈   

 và  ( ) { }3 0,0 ( ) 0 , .D F x x= ∀ ∈  

Chú ý 2.2. (Durea & Florea, 2018) Xét ánh xạ 
đa trị 𝐹𝐹:𝑋𝑋 ⇉ 𝑌𝑌  và ( )0 0, gr .x y F∈  Giả sử 

{ }\ 0 .m∈  Ta có 

( ) ( )
( )
0 0 0 0

0 0

, ( ) , ( )

, ( ), .

m m
b

m
l

D F x y u D F x y u

D F x y u u X

⊃

⊃ ∀ ∈
 

Định nghĩa 2.3. (Durea & Florea, 2018) Xét ánh 
xạ đa trị 𝐹𝐹:𝑋𝑋 ⇉ 𝑌𝑌 và ( )0 0, gr .x y F∈  Giả sử 

{ }\ 0 .m∈  Khi đó 

(i) F  được gọi là khả vi proto Studniarski-like 
cấp m  tại ( )0 0,x y  nếu  

( ) ( )0 0 0 0, ( ) , ( ), .m m
bD F x y u D F x y u u X= ∀ ∈  

(ii) F  được gọi là khả vi semi Studniarski-like 
cấp m  tại ( )0 0,x y  nếu  

( ) ( )0 0 0 0, ( ) , ( ), .m m
lD F x y u D F x y u u X= ∀ ∈  

Mệnh đề 2.1. Xét ánh xạ đa trị 𝐹𝐹:𝑋𝑋 ⇉ 𝑌𝑌 và 
( )0 0, gr .x y F∈  Giả sử { }\ 0 ,m∈  không gian Y  
là hữu hạn chiều và 0x  thuộc phần trong của dom .F  
Nếu các điều kiện sau xảy ra 

(i) F  là nửa liên tục dưới tại ( )0 0, ;x y  

(ii) F là pseudo-Lipschitz calm địa phương tại 
( )0 0, .x y  

Khi đó, ( )0 0, ( ) , .mD F x y x x X≠ ∅ ∀ ∈  

Chứng minh. Với 0x =  thì hiển nhiên ta có 
( )0 00 , (0).mD F x y∈  Bởi giả thiết (ii), tồn tại 
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1 00, ( )U N xλ > ∈  và 0( )V N y∈  thỏa mãn, với tất 
cả 1,x U′∈  

0 0( ) {y }+ || || .YF x V x x Bλ′ ′⊂ −  

Bởi giả thiết (i), có tồn tại 2 0( )U N x∈  thỏa mãn 

2ˆ ˆ, ( ) .x U V F x∀ ∈ ≠∅  Bởi đặt 1 2
ˆ ,U U U=   ta 

được 0
ˆ ( ).U N x∈  Lấy bất kỳ , 0,x X x∈ ≠  

0 .nt
+→  Bởi vì 0 0 ,m

nx t x x+ →  ta được 

0
ˆ ,m

nx t x U+ ∈  với n  đủ lớn. Do đó, tồn tại 

0( )m
n ny F x t x V∈ + 

 thoả mãn 0|| || || || .
n

y y x
t

λ−
≤  

Do đó, ta suy ra 0n

n

y y
t
−  là một dãy bị chặn nên tồn 

tại một dãy con hội tụ. Theo định nghĩa thì giới hạn 
của dãy con này là một phần tử thuộc vào 

( )0 0, ( ),mD F x y x x X∀ ∈ .       □ 

Ví dụ sau chứng tỏ rằng tính nửa liên tục dưới 
của ánh xạ đa trị F  tại ( )0 0,x y  trong Mệnh đề 2.1 
là không bỏ được. 

Ví dụ 2.2.  Xét các ánh xạ đa trị 𝐹𝐹:ℝ ⇉ ℝ  xác 
định bởi  

{ }
, khi 0,

( )
0 , khi 0.

x
F x

x
∅ ≠=  =

 

Ta có ánh xạ F  là Lipschitz calm địa phương 
trong lân cận của 0.  Tuy nhiên, ta có

( )( )2 0,0 ,D F x =∅  với mọi 0.x ≠  Điều này xảy ra 

vì F  không nửa liên tục dưới tại 0.  

Mệnh đề 2.2. Xét ánh xạ đa trị 𝐹𝐹:𝑋𝑋 ⇉ 𝑌𝑌 và 
( )0 0, gr .x y F∈  Giả sử { }\ 0 ,m∈  F  là ánh xạ đa 
trị lồi và F  có đạo hàm Studniarski-like cấp m  
dạng adjacent tại ( )0 0, .x y  Khi đó ( )0 0,mD F x y  là 
tập lồi. 

Chứng minh. Giả sử 1 2,x x X∈  và 

0 0( , )( ), 1,2m i
iy D F x y x i∈ = . Từ đây suy ra, với bất 

kỳ 0 ,nt +→  có tồn tại ( , ) ( , )i i i i
n nx y x y→  thỏa mãn, 

với tất cả n , 0 0( ) .
m i

i n n
n

n

F x t x yy
t

+ −
∈  Vì F  là lồi, 

với tất cả [ ]0,1 ,λ∈  

( )

1
0 0

2
0 0

1 2
0 0 0

( ).

( )(1 ).

.( ) (1 ).( )
.

m
n n

n

m
n n

n

m m
n n n n

n

F x t x y
t

F x t x y
t

F x t x x t x y
t

λ

λ

λ λ

 + −
 
 

 + −
+ −  

 

+ − − + −
⊂

 

Do đó, ta có 

( )
1 2

1 2
0 0

. (1 ).

( (1 ). )
.

n n

m
n n n

n

y y

F x t x x y
t

λ λ

λ λ

+ −

+ + − −
∈

 

Từ đây, ta suy ra 

( )1 2 1 2
0 0. (1 ). , ( . (1 ). ).my y D F x y x xλ λ λ λ+ − ∈ + − □ 

Mệnh đề 2.3. Xét ánh xạ đa trị 𝐹𝐹:𝑋𝑋 ⇉ 𝑌𝑌 và 
( ) { }0 0, gr , \ 0 .x y F m∈ ∈  Khi đó với bất kỳ 

,u X∈  ta có 

( ) ( )0 0 0 0, ( ) , ( ). (2.1)m mD F x y x C D F x y x++ ⊂  

Hơn nữa, nếu không gian Y là hữu hạn chiều và 
F là Lipschitz calm địa phương tại ( )0 0,x y  thì (2.1) 
trở thành đẳng thức. 

Chứng minh. Giả sử ( )0 0, ( ) ,mw D F x y x C∈ +  

có tồn tại ( )0 0, ( )mv D F x y x∈  và c C∈  thỏa mãn 

.w v c= +  Từ ( )0 0, ( ),mv D F x y x∈  suy ra có tồn tại 
0 ,n nt x x+→ →  và nv v→  thỏa mãn, với tất cả ,n  

0 0

0

( ) ( )

( ) .

m
n n n n n

m
n n

y t v c F x t x t c

F x t x C

+ + ∈ + +

⊂ + +
 

Do đó ta có ( )0 0, ( ).mv c D F x y x++ ∈  

     Đặt ( )0 0, ( ),mv D F x y x+∈  thì có tồn tại 
0 ,n nt x x+→ →  và nw w→  thỏa mãn, với tất cả 

,n  0 0( ) .m
n n n ny t w F x t x C+ ∈ + +  Từ đây suy ra có 

tồn tại 0( )m
n n ny F x t x∈ +  và nc C∈  thỏa mãn  

0 . (2.2)n n
n

n n

y y cw
t t
−

= +  

Bởi vì F  là Lipschitz calm địa phương tại 
( )0 0, ,x y  nên tồn tại 0λ >  thỏa mãn, với n  đủ lớn, 
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{ }0 0( ) || || .m
n n n n n Yy F x t x y t x Bλ∈ + ⊂ +  

Điều này suy ra rằng  

0|| || || || .n
n

n

y y x
t

λ−
≤  

Vì không gianY là hữu hạn chiều nên ta suy ra 
0|| ||n

n

y y
t
−  hội tụ đến v  và ( )0 0, ( ).mv D F x y x∈  Từ 

(2.2), ta suy ra n

n

c
t

 hội tụ đến c C∈  và .w v c= +  

Do đó, ta có ( )0 0, ( ) .mw D F x y x C∈ +     □ 

Ví dụ sau đây chứng tỏ rằng chiều ngược lại 
trong bao hàm thức (2.1) là không đúng, nghĩa là 

( ) ( )0 0 0 0, ( ) , ( ) .m mD F x y x D F x y x C+ ⊄ +  

Ví dụ 2.3. Xét các ánh xạ đa trị 𝐹𝐹:ℝ ⇉ ℝ xác 
định bởi  

{ }

{ }
0 , khi 0,

( )
1, , khi 0.

x
F x

x x

 ≤= 
− >

 

Ta giả sử .C +=   Khi đó, với mọi 0,x >  ta có 

( )( ) { }2 0,0D F x x=  và ( )( )( )2 0,0 .D F C x+ =   

Do đó, với mọi 0,x >  ta có 

( ) ( )2 20,0 ( ) 0,0 ( ) .D F x D F x C+ ⊄ +  

3. KẾT QUẢ VÀ THẢO LUẬN 

Mệnh đề 3.1 (Công thức tổng). Đặt 

𝐹𝐹1,𝐹𝐹2:𝑋𝑋 ⇉ 𝑌𝑌, 0 1 2 0dom dom , ( ),ix F F y F x∈ ∩ ∈  

với 1,2i =  và { }, \ 0 .u X m∈ ∈  Giả sử một trong 
hai trường hợp sau xảy ra hoặc 1F  có đạo hàm semi 
Studniarski-like cấp m  tại ( )0 1,x y  hoặc 2F  có đạo 

hàm semi Studniarski-like cấp m  tại ( )0 2, .x y  Khi 
đó 

1 0 1 2 0 2

1 2 0 1 2

( , )( ) ( , )( )

( )( , )( ). (3.1)

m m

m

D F x y u D F x y u

D F F x y y u

+

⊂ + +
 

Nếu hơn nữa không gian Y là hữu hạn chiều và 
một trong hai trường hợp sau xảy ra hoặc 1F  là 
Lipschitz calm địa phương tại ( )0 1,x y  hoặc 2F  là 

Lipschitz calm địa phương tại ( )0 2,x y  thì (3.1) trở 
thành đẳng thức. 

Chứng minh. Giả sử 2F  có đạo hàm semi 
Studniarski-like cấp m  tại ( )0 2,x y   và 

0( , )( ), 1,2.m
i i iv D F x y u i∈ =  Với 1,v  có tồn tại 

0 ,n nt u u+→ →  và 1
1nv v→  thỏa mãn 

1
1 1 0( ), .m

n n n ny t v F x t u n+ ∈ + ∀ ∈  

Với những nt  và ,nu  có tồn tại 2 2
nv v→  thỏa 

mãn 
2

2 2 0( ), .m
n n n ny t v F x t u n+ ∈ + ∀ ∈  

Do đó, ta có 
1 2

1 2 1 2 0( ) ( )( )m
n n n n ny y t v v F F x t u+ + + ∈ + +  

và 1 2
1 2 0 1 2( )( , )( ).mv v D F F x y y u+ ∈ + +  

Tiếp theo, ta chứng minh trường hợp xảy ra đẳng 
thức. Giả sử rằng 1F  là Lipschitz calm địa phương 
tại ( )0 1, .x y  Đặt  

1 2 0 1 2( )( , )( ),mv D F F x y y u∈ + +  

thì tồn tại 0 ,n nt u u+→ →  và nv v→  thỏa mãn, 
với tất cả ,n  

1 2 1 2 0

1 0 2 0

( )( )

( ) ( ).

m
n n n n
m m
n n n n

y y t v F F x t u

F x t u F x t u

+ + ∈ + +

= + + +
 

Điều này suy ra rằng tồn tại  

0( )( ), 1,2i m m
n i n ny D F x t u u i∈ + =  

thỏa mãn 
1 2

1 2 .n n
n

n n

y y y yv
t t
− −

= +  

Chứng minh tương tự như trong mệnh đề 2.1 và 
2.3, ta nhận được 1

1 0 1( )( , )( )mv D F x y u∈  và 
2

2 0 2( , )( )mv D F x y u∈  thỏa mãn 2 1.v v v= −  Do đó, 
ta có 

1 0 1 2 0 2( , )( ) ( , )( ).m mv D F x y u D F x y u∈ +        □ 

Ví dụ sau đây chứng tỏ rằng sự tồn tại đạo hàm 
semi Studniarski-like cấp m  của 1F  hoặc 2F   là 
cần thiết để có bao hàm thức (3.1). 

Ví dụ 3.1. Xét các ánh xạ đa trị 𝐹𝐹1,𝐹𝐹2:ℝ ⇉ ℝ 
xác định bởi  
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{ }

{ }
1

11 , khi , 1,2,...
( )

0 , khi 0

x n
nF x

x

 = == 
 =

 

và  

{ }

{ }
2

10 , khi , 1,2,...
( )

1 , khi 0.

x n
nF x

x

 = == 
 =

 

Ta thấy rằng 1F  không có đạo hàm semi 
Studniarski-like cấp 1 tại ( )0,0  và 2F  không có đạo 

hàm semi Studniarski-like cấp 1 tại ( )0,1 .  Ta có 

( )1 0,0 (0)DF =   và ( )2 0,1 (0) .DF =   Mặt khác, 
ta có  

( ) { }

{ }
1 2

11 , khi , 1,2,...
( )

1 , khi 0.

x n
nF F x

x

 = =+ = 
 =

 

Để ý rằng, ta có ( )( )1 2 0,1 (0) .D F F+ =   Do đó, 
ta có (3.1) không xảy ra. 

Mệnh đề 3.2 (Công thức của hàm hợp). Đặt  

𝐹𝐹:𝑋𝑋 ⇉ 𝑌𝑌, 𝐺𝐺:𝑌𝑌 ⇉ 𝑍𝑍, 0 0( , ) gr ,x y F∈   

0 0( , ) gr ,y z G∈  im domF G⊂  và 

{ }, \ 0 .u X m∈ ∈  

Giả sử rằng G có đạo hàm semi Studniarski-like 
cấp m  tại ( )0 0,y z  thì 

1
0 0 0 0

0 0

( , )( ( , )( ))

( )( , )( ). (3.2)

m

m

D G y z D F x y u

D G F x z u⊂ 

 

Nếu hơn nữa không gian Y  là hữu hạn chiều và 
F là Lipschitz calm địa phương tại ( )0 0,x y  thì (3.2) 
trở thành đẳng thức. 

Chứng minh. Giả sử  
1

0 0 0 0( , )( ( , )( )).mw D G y z D F x y u∈  

Do đó có tồn tại 0 0( , )( ),mv D F x y u∈  thỏa mãn 
1

0 0( , )( ).w D G y z v∈  Vì vậy tồn tại  

0 ,n nt u u+→ →  và nv v→  

thỏa mãn, với tất cả ,n  

0 0( ).m
n n n ny t v F x t u+ ∈ +  

Với , ,n nt u  ta có nw w→  thỏa mãn, với tất cả ,n  

0 0( ).n n n nz t w G y t v+ ∈ +  

Nên 0 0( ( )).m
n n n nz t w G F x t u+ ∈ +  Do đó,  

0 0( )( , )( ).mw D G F x z u∈   

    Giả sử 0 0( )( , )( ),mw D G F x z u∈   tồn tại 
0 ,n nt u u+→ →  và nw w→  thỏa mãn, với tất cả 

,n  0 0( ( )).m
n n n nz t w G F x t u+ ∈ +  Điều này suy ra 

rằng tồn tại 0( )m
n n ny F x t u∈ +  thỏa mãn 

0 ( ).n n nz t w G y+ ∈  Nhờ vào tính Lipschitz calm địa 
phương của F  và Y  là hữu hạn chiều, dãy 

0n
n

n

y yv
t
−

=  hội tụ đến v  và  

0 0( , )( ).mv D F x y u∈  

Điều này suy ra rằng 0 0( )n n n nz t w G y t v+ ∈ +  và 
do đó 1

0 0( , )( ).w D G y z v∈        □ 

Định nghĩa 3.1. Giả sử 𝐹𝐹1,𝐹𝐹2:𝑋𝑋 ⇉ ℝ𝑘𝑘, k
 là 

không gian Euclide, tích của ánh xạ đa trị 1F  và 2F  
là ánh xạ đa trị 〈𝐹𝐹1,𝐹𝐹2〉:𝑋𝑋 ⇉ ℝ được định nghĩa bởi 

{ }1 2 1 2 1 1 2 2, ( ) , : ( ), ( ) .F F x y y y F x y F x= ∈ ∈  

Mệnh đề 3.3 (Công thức tích). Đặt 

𝐹𝐹1,𝐹𝐹2:𝑋𝑋 ⇉ ℝ𝑘𝑘, 0 1 2 0dom dom , ( ),ix F F y F x∈ ∩ ∈  

với 1,2i =  và { }, \ 0 .u X m∈ ∈  Giả sử một trong 
hai trường hợp sau xảy ra hoặc 1F  có đạo hàm semi 
Studniarski-like cấp m  tại ( )0 1,x y  hoặc 2F  có đạo 

hàm semi Studniarski-like cấp m  tại ( )0 2, .x y  Khi 
đó 

2 1 0 1 1 2 0 2

1 2 0 1 2

, ( , )( ) , ( , )( )

( , )( , , )( ). (3.3)

m m

m

y D F x y u y D F x y u

D F F x y y u

+

⊂
 

Nếu hơn nữa 1F  là Lipschitz calm địa phương 
tại ( )0 1,x y   và 2F  là Lipschitz calm địa phương tại 

( )0 2,x y  thì (3.3) trở thành đẳng thức. 

Chứng minh. Giả sử rằng 2F  có đạo hàm semi 
Studniarski-like cấp m  tại ( )0 2,x y  và  

0( , )( ), 1,2.m
i i iv D F x y u i∈ =  
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Khi đó tồn tại 1 10 , ,n n nt u u v v+→ → →  và 
2 2
nv v→  thỏa mãn với tất cả ,n  

1
1 1 0( )m

n n n ny t v F x t u+ ∈ +  

và 2
2 2 0( ).m

n n n ny t v F x t u+ ∈ +  

Ta có 

( )
1 2

1 2 1 2

2 1 1 2
1 2

, ,

, , , ,

n n n n

n n n n n n

y t v y t v y y

t y v y v t v v

+ + =

+ + +
 

và 
1 2

1 2 1 2 0, , ( ).m
n n n n n ny t v y t v F F x t u+ + ∈ +  

Điều này suy ra  
2 1

1 2 1 2 0 1 2, , ( , )( , , )( ).my v y v D F F x y y u+ ∈      

Giả sử 1 2 0 1 2( , )( , , )( ),mv D F F x y y u∈  thì tồn tại 
1 10 , ,n n nt u u v v+→ → →  và 0( )i m

n i n ny F x t u∈ +

thỏa mãn 1 2
1 2, ,n n n ny y t v y y+ =   với tất cả n . Ta 

có 
1 2 1 2

1 1 2 2

1 2 1
1 2 1 2

2
2 1 1 2

, ,

, ,

, , .

n n n n

n n n

n

y y y y y y y y

y y y y y y y

y y y y y

= − + − +

= − − + −

+ − +

 

Điều này suy ra rằng 
1 2

1 2
2 1

1 2
1 2

, ,

, . (3.4)

n n
n

n n

n n
n

n n

y y y yv y y
t t

y y y yt
t t

− −
= +

− −
+

 

Bởi vì iF  là Lipschitz calm địa phương tại ( )0 , ix y  
nên tồn tại 0iL >  thỏa mãn với 1,2i =  và n  đủ lớn, 

{ }0( ) || || .i m
n i n n i i n n Yy F x t u y L t u B∈ + ⊂ +  

Điều này suy ra rằng tồn tại một dãy con { }kn  thỏa 

mãn k

k

i
n i

n

y y
t
−

 hội tụ đến i kv ∈  và  

0( , )( ), 1,2.i m
i iv D F x y u i∈ =  

Do đó, từ (3.4) ta suy ra rằng 

2 1 0 1 1 2 0 2, ( , )( ) , ( , )( ) .m mv y D F x y u y D F x y u∈ +  □ 

Định nghĩa 3.2. Giả sử 𝑭𝑭𝟏𝟏,𝑭𝑭𝟐𝟐:𝑿𝑿 ⇉ ℝ, thương 

của ánh xạ đa trị 1F  và 2F  là ánh xạ đa trị 1

2

:F X
F

⇉ ℝ được định nghĩa bởi 

1 1
1 1 2 2 2

2 2

( ) : ( ), ( ), 0 .F yx y F x y F x y
F y

 
= ∈ ∈ ≠ 
 

 

Mệnh đề 3.4 (Công thức thương). Đặt  

𝐹𝐹1,𝐹𝐹2:𝑋𝑋 ⇉ ℝ, 0 1 2 0dom dom , ( ),ix F F y F x∈ ∩ ∈  

với 1,2i =  với 2 0y ≠  và { }, \ 0 .u X m∈ ∈  Giả 
sử một trong hai trường hợp sau xảy ra hoặc 1F  có 
đạo hàm semi Studniarski-like cấp m  tại ( )0 1,x y  
hoặc 2F  có đạo hàm semi Studniarski-like cấp m  
tại ( )0 2, .x y  Khi đó 

( )2 1 0 1 1 2 0 22
2

1 1
0

2 2

1 ( , )( ) ( , )( )

, ( ). (3.5)

m m

m

y D F x y u y D F x y u
y

F yD x u
F y

−

  
⊂   

  

 

Hơn nữa, nếu 1F  là Lipschitz calm địa phương 

tại ( )0 1,x y   và 2F  là Lipschitz calm địa phương tại 

( )0 2,x y  thì (3.3) trở thành đẳng thức. 

Chứng minh. Giả sử rằng 2F  có đạo hàm semi 

Studniarski-like cấp m  tại ( )0 2,x y  và 

0( , )( ), 1,2.m
i i iv D F x y u i∈ =  

Khi đó tồn tại 1 10 , ,n n nt u u v v+→ → →  và 
2 2
nv v→  thỏa mãn, với tất cả   

1
1 1 0( )m

n n n ny t v F x t u+ ∈ +  

và 2
2 2 0( ).m

n n n ny t v F x t u+ ∈ +  

Ta có 
1 1 2

1 2 11 1
02 2 2

2 2 2 2 2

( ).mn n n n
n n n

n n n n

y t v y v y vy Ft x t u
y t v y y t v y F

 + −
= + ∈ + + + 

 

Điều này suy ra rằng  
1 2

2 1 1 1
02

2 2 2

, ( ).my v y v F yD x u
y F y

  −
∈   

  
 

,n
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Giả sử rằng 1 1
0

2 2

, ( ).m F yv D x u
F y

  
∈   

  
 Suy ra có 

tồn tại 0 , ,n n nt u u v v+→ → →  và 2 2
nv v→  thỏa 

mãn với tất cả ,n  

1 1
0

2 2

( ).m
n n n n

y Ft v x t u
y F
+ ∈ +  

Nên có tồn tại 0( )i m
n i n ny F x t u∈ +  thỏa mãn  

1
1

2
2

.n
n n

n

yy t v
y y
+ =  

Do đó, ta có 
1 1 2

2 1 1 21
2 2 2

2 2 2 2

( ) ( ) .
( )

n n n

n n

y y y y y y yy
y y y y y y

− − −
= +

+ −
 

Từ đây, ta suy ra  
1 2

2 1 1 2

2
2 2 2
2

( ) ( )

.
( )

n n

n n
n

n n

n

y y y y y y
t tv

t y y yy
t

− −
−

=
−

+
 

Bởi vì iF  là Lipschitz calm địa phương tại 

( )0 , ,ix y  ta suy 1
1 0 1( , )( )mv D F x y u∈  và 

2
2 0 2( , )( )mv D F x y u∈  thỏa mãn 

1 2
2 1

2
2

.y v y vv
y
−

=  

Do đó, ta có 

( )2 1 0 1 1 2 0 22
2

1 ( , )( ) ( , )( ) .m mv y D F x y u y D F x y u
y

∈ −   □ 

4. KẾT LUẬN 

Các kết quả trong bài báo này là mới và khác với 
kết quả trong bài báo của Anh and Khanh (2014) bởi 
vì đạo hàm Studniarski-like khác với đạo hàm 
Studniarski. Trong định hướng tiếp theo, các công 
thức tính toán của đạo hàm Studniarski-like sẽ được 
áp dụng để nghiên cứu điều kiện tối ưu của bài toán 
tối ưu đa trị, cũng như phân tích độ nhạy nghiệm của 
bài toán tối ưu đa trị với tham số. 
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