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TOM TAT

Bai bdo nghién ciu bai todn cdn bang vector trong khéng gian
dinh chudn. Trudce hét, bai bao dua ra cdc diéu kién dii cho tinh
dong ciia tdp nghiém hitu hiéu cia bdi todn dang xét. Tiép theo,
bai bdo khao sdt mét sé tinh chat hitu dung ciia mot ham vé hudng
hod phi tuyén dang Hiriart-Urruty mé réng da dwoc gidi thiéu
trong tai liéu. Cdc tinh chdt ndy dwoc ding dé thiét lap cdc diéu
kién du cho tinh nita lién tuc trén ciia anh xa nghiém hitu hiéu cho
bai todan dang xét khi dir liéu cua bai todn bi nhiéu.

Tir khod: Bai todn cin bang vector, Ham khodng cdach dinh hiéng
Hiriart-Urruty, Tinh dong cua tap nghiém, Tinh nira lién tuc

ABSTRACT

This paper studies vector equilibrium problems in normed spaces.
Firstly, the paper provides sufficient conditions for the closedness
of efficient solution sets of reference problems. Subsequently, the
paper studies the useful properties of a nonlinear scalarization
function in the sense of generalized oriented Hiriart-Urruty
introduced in the literature. These properties are utilized to
establish sufficient conditions for the upper semicontinuity of
efficient solution maps of the considered problems when the data
are perturbed.

Keywords: Vector equilibrium problem, Hiriart-Urruty oriented
distance function, Closedness of solution sets, Semicontinuity

1. GIOI THIEU

Trong nhiéu nam qua, bai toan cin bang vector
nhan duoc nhiéu sy quan tdm cua cac nha toan hoc
trén khip thé gii boi vi mo hinh ciia bai toan nay
don gian nhung chira rat nhidu vin dé quan trong
trong t6i wu nhu bai toan tdi wu vector, bai toan bt
dang thirc bién phan vector, bai toan cén bang
Nash,... (Kassay & Radulescu, 2018). Chu dé quan
trong hang dau va phat trién nhat cia mo hinh nay
1a sy ton tai nghiém (Bianchi et al., 2007; Laszlo,

2016; Farajzadeh et al., 2019). Chu dé quan trong
tiép theo 1a chui d& tinh 6n dinh nghiém (Xu & Li,
2009; Han & Gong, 2014; Anh et al., 2021). Mot sb
chu @ quan trong khac ciing duoc nhiéu nha toan
hoc quan tdm nghién cru nhu phuong phap giai
nghiém, tinh dit chinh (Khanh et al., 2014; Chadli
etal.,2017; Han & Huang, 2017; Tusem & Mohebbi,
2019; Anh et al., 2020).

Trong chu dé vé tinh 6n dinh nghiém thi tinh nira
lién tyc va lién tuc theo cac nghia Berge va
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Hausdorff cho 4nh xa nghiém cua bai toan cén bang
va cac md hinh khac nhan duoc nhiéu sy quan tdm
cua cac nha nghién ctu (Chen et al., 2010; Sach &
Tuan, 2016; Anh et al., 2019; Tam, 2024). Khi
nghién ctru vé chii d& nay cho cac mé hinh vector,
chc tac gia thuong st dung nhiéu phuong phap khac
nhau, trong d6 phwong phap v6 hudng hoa tuyén
tinh 1a mét trong nhimg coéng cu duoc dung rat
nhiéu. Tuy nhién, nhugc diém ctua phuong phap 1a
n6 doi hoi cac gia thiét lién quan dén ham muc tiéu,
tap rang budc phai 101 va thuong c6 hiéu qua dbi voi
nghi¢m hiru hiéu yeu Gan day, phuong phap vo
huéng hoa phi tuyen dugc cac nha nghién ciru st
dung rat hiéu qua dé khao sat tinh chit cho cac
nghiém cua cic bai toan trong t6i wu véi mo hinh
vector. Céc tinh chét dep cua phuong phép nay co
thé khéc phuc hau hét cac diéu kién khé dat duoc
khi khao sat bang phuong phap vo huéng hoa tuyén
tinh. Hai cong cu phd bién dugc st dung trong
phuong phéap nay 1a ham v6 hudng dang Gerstewitz
va ham khoang cach dinh huéng Hiriart-Urruty
(Eichfelder, 2014; Xu & Zhang, 2018; Anh et al.,
2023).

Qua tim hiéu céc tai liéu, khi xem xét mé hinh
bai toan can béng vector phu thudc tham sb, da sb
céc cong trinh déu khao sat nghiém hitu hiéu yéu va
dua vao tinh khong rong cua phan trong nén thir tw
trong khong gian dich. Tuy nhién, trong nhleu
truong hop, non thir tu lai co phan trong bang rdng,
chang han nhu cac nén duong trong khong gian dinh
chudn [P va LP(Q) voi 1 <p <+ déu c6 phan
trong bang rong Nghiém hiru hi€u thi khong doi hoi
tinh khac rong cua phan trong non thtr tu va loai
nghiém nay mang nhiéu y nghia thuc té hon nghiém
yéu. Vi thé viéc xem xét va nghién ctru vé nghiém
hitu hiéu ciia bai toan can bang vector 1a quan trong
va mang lai nhiéu ¥ nghia khac nhau.

Tu nhiing phan tich trén, muc tiéu cla bai bao
nay 1a nghién ciru cac didu kién du cho tinh dong
cua tdp nghiém httu hi¢u cia bai toan can bé“mg
vector va tinh ntra lién tuc trén cho anh xa nghiém
bai toan can bang vector phu thudc tham sd. Can chi
y thém rang, tinh dong va tinh nura lién tuc trén cla
nghiém y€u bai toan cén bang vector s& dé dat duoc
v6i diéu kién twong dbi nhe. Tuy nhién, ddi voi
nghiém hiru hi¢u thi dé dat duoc tinh dong va tinh
nura lién tuc trén cua nghiém thi cac diéu kién tuong
@i chat hon. Li do & dédy 1a chung ta khong con tinh
mé ciia phan trong nén thir tw nita.

2. KIEN THU'C CHUAN BI

Trong bai béo nay, néu khong phat biéu gi thém,
ta xét X, Y 1a cac khong gian dinh chuan véi ky hiéu
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chuan 14 ||-]|. Tap tit ca cac tap con khac rdng trong
khong gian dinh chuan Y dugc ky hiéu 1a P(Y).
Vé6i M € P(Y), phan trong, bao dong, bién cua M
dugc ky hiéu l1an luot 1a int M, cIM, dM. Ky hiéu
dy(y) = inf ||y — z|| 1a khoang cach tir diém y dén
tap M va quy uée dg(y) = +oo. Céc ky hiéu R, ]R+
va R, , lan luot 13 tap hop tat ca cac s thuc, cac sb
thyc khong am va cac so thyc duong. Xét mot tap
con A clia Y, ta néi rang A 1a tap dong néu v6i moi
day {x,} € A,x, = x, thi x, € A; 13 compact néu
v6i moi pht mé Uje; G; clia A déu c6 mot phu con
htru han U{‘ 1 G; cta A; A duoc goi 1a mot tap 16i véi
mdi cip diém x;,x, € A va v6i moi t € [0,1] thi
(1 —t)x; +tx, € A. Mot tap con K c Y dugce goi
12 mot non néu AK < K v6i moi A > 0; 14 c6 dinh
néu K n (—K) = {0y} (v6i 0y ky hiéu cho vector
khong trong khong gian Y); 1a non 16i néu K 14 nén
va K 1a mot tap 15i.

Véi cac tap hop M, M,, M, € P(Y), ta st dung
cac ky hiéu sau:

M, + M, = {m; + m, | m; € My, m, € M,},
AM = {Am|m € M, € R}
Quyuéc:M+0=0+M=0, A10=207.

Xétanh xa f: X - Y, khi d6 f dugc goi la lién
tuc Lipschitz néu ton tai L = 0 sao cho véi moi

X%, €X, ta CO If Cxr) = Fle)lly < L”xl
%, || x. MOt ham s6 17: X - R dwoc goi 1 thuan nhat
dwong néun(Ax) = An(x) véimoix € X val > 0.

Cho A 1a mot tip con khac rong cla X. Trong
khong gian Y, ta trang bi mét non 164, dong, c6 dinh
K. Xét g: A x A — Y la mét anh xa c6 gia tri vector
thoa man g(x,x) € K véi moi x € A. M6 hinh bai
toan can bang vector dugc phat biéu nhu sau:

(VEP): Tim X € A sao cho
g(x,z) ¢ —K\ {0,},vz € A.

Sau day ta nhac lai cac khai niém cung véi mot
s0 tinh chat dugc dung & cac phan sau.

Pinh nghia 2.1. (Aubin & Frankowska, 2009)
Cho F: X 3 Y la mdt anh xa da tri. Khi dé:

(a) F dugc goi la nra lién tuc trén tai x, néu véi
moi l4n can U cua F(x,) thi ton tai mot 1an can N
cua xg sao cho F(x) € U véi moi x € N;

(b) F duoc goi 1a ntra lién tuc dudi tai x, néu

v6i bat ky tdp con mo U cia Y thoa min F(x,) N
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U # @ thi ton tai mot lan can N cia x, sao cho
F(x)NU # @ véimoi x € N;

(c) F duoc goi 1 lién tuc tai x, néu nd vira nira
lién tuc trén, vira nira lién tuc dudi tai x;

(d) F duoc goi 1a ntra lién tyc trén (nura lién tuc
dudi, lién tyuc) trong tdp B < X néu F nira lién tuc
trén (nira lién tuc dudi, lién tuc) tai moi diém x € B.

Vi du 2.1. Cho X =Y:= R. Ta xét cac anh xa
da tri F;: R 3 R duoc xac dinh béi

_([-11],x =0,

A = | {0}, x = 0.

Va F,: R 3 R dugc xac dinh boi
_([-11],x =0,

Fy(x) = { {0},x # 0.

Khi d9, F; 1a ntra lién tuc dudi tai 0 nhung khong
ntra lién tuc trén tai 0, trong khi d6 F, 1a mra lién tuc
trén tai 0 nhung khong ntra lién tuc dudi tai 0.

7B6 dé 2.1. (Hu & Papageorgiou, 1997) Cdc
khang dinh sau day la twong duong.

(1) F la nua lién tuc dudi tai x.

(i) V&imai day {x,,} héi tu vé xy va y, € F(xy),
ton tai y, € F(x,) sao cho y, = ;.

(iii)
F(x,) c liminfF (x,,), trong dé

Véi méi day {x,} héi tu vé x,, ta ¢

liminfF (,): = {yo €Y | Iy € F(xn), ¥ = Yo}

B6 dé 2.2. (Hu & Papageorgiou, 1997) Néu
F(xo) la compact thi F la nua lién tuc tren tai x,
néu va chi néu véi bat ky day {x,,} héi tu vé xq va
voi moi y, € F(xy), ton tai mot diy con {ynk} cia

{yn} hoi tu vé y, € F(xo).
3. TINH PONG CUA TAP NGHIEM
Trong muc nay, ta xét mot anh xa da tri
WY: A 3 A duoc xac dinh nhur sau:
P(x)={z€A|g(x,z) € K},
voimoi x € A.

Pinh ly 3.1. Gid si rang cdc diéu kién sau ddy
droc thoa man:

(1) voimoix,y € Avax #y thi g(x,y) # Oy;
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(i) ¥ la nika lién tuc duoi trong A.

Khi do, tdp nghiém hitu hiéu E cua bai todn
(VEP) la mot tdp dong.
Chirng minh.

Lay bat ky {x,,} € E v6i x,, = x,. Ta can chimg
to rang x, € E. Gia st nguoc lai rang x, & E, khi do
ton tai z, € A sao cho

9(x0,29) € =K \ {0y} 3.1

Do d6, g(xq,29) € —K, hay tuong duong z, €
W(x,). Piéu nay cing véi tinh nira lién tyc dudi cua
Y trong (ii), ta ¢6 thé tim duoc diy {z,} véi z, €
Y(x,) sao cho z, > z,. Vix, €EEC Ava z, €
Y(x,) nén v4i moi n thi

9(xn, z,) € —K,Vn. (3.2)

Tir (3.1), ta suy ra rang x, # z,. That vy, néu
Xo=2pthi ta c6 g(xg, %) € —K\ {0y} hay
9(xo,%0) € =K va  g(xg,%) # 0y. Do do,

g(x0,%,) € K, déy 1a didu khong thé. Mt khdc, vi
X 1a khong gian dinh chuan va x, # z,, nén ton tai
cac lan can N cua x, va V cua z, sao cho

NNV =40.

Két hop diéu nay nay véi x, = xg, 2, — Zg, ton
tai ny sao cho véimoin = ny, tacéx, €EN,z, EV
thod man x,, # z,,. St dung dicu kién (ii), ta suy ra

(3.3)
T (3.2) va(3.3),tasuyra diéu mau thuan. Vay
tdp nghiém E 12 mot tap dong. [ ]

4. TINH NUA LIEN TUC TREN CUA
ANH XA NGHIEM HU'U HIEU

9(xpn, 2,) # 0y, V0 = ny.

Cho X,Y, A, K nhu & cac muc trudc va Q 1a mot
tap con khac réng ciia khong gian dinh chuéan Z. Xét
g:A X AXQ— Y lamétanh xa co gia tri vector va
H:Q = A la mot anh xa da tri c6 gid tri khic rong.
Bai toan can bang vector phu thudc tham sé dwoc
xem xét nhu sau:

(PVEP): Tim X € H(w) sao cho
9(x,z,w) ¢ —K\ {0y},V z € H(w).

Véi mdi w € Q, ta ky hidu tap nghiém hiru hiéu
(PVEP) 1a E(w). Ta xem E 1a mot 4nh xa da tri di tir
Q vao A. Muc tiéu trong phan nay la di tim cac dicu
kién du cho anh xa nghiém E la nira lién tuc trén

trong Q. Dé thyc hién didu nay, ching ta s& sir dung
cong cu la ham v6 hudng hoa phi tuyén dang Hiriart-
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Urruty. Trudc hét, ta nhéc lai khai niém vé ham vo
hudng hoa phi tuyen nay.

Dinh nghia 4.1. (Hiriart-Urruty, 1979) Cho M €
P(Y). Ham khoang cach dinh huéng Hiriart-Urruty
Dy Y - R duoc dinh nghia nhu sau:

Dy(y):=d(y,M) —d(y,Y \ M),

véimoiy €Y. O day, R 1a ky hiéu tap sd thuc
mo& rong, tirc 13 R := R U {£o0}.

Vi du sau ddy la nhiing minh hoa hinh hoc cho
su bi€u dién gia tri cia ham khoang cach dinh hudng
Hiriart-Urruty.

Vidu4.1. Cho Y: = R%, M: = —R? va céc diém
y1=0354),y, =(-30),y3=(-4-2)vay, =
(1;—1). Khi do, ta c6 Dy(y;) =5, Dyly,) =
0,Dy(y3) = =2 vaDy(y,) = 1.

Yy

n

Hinh 4.1. Biéu dién gi4 tri ciia ham khoang cach
dinh hwéng Hiriart-Urruty bang hinh hoc

Nhin xét 4.1. Trong tai li¢u, hai dang phuong
phap vo hudng hoa phi tuyén thuong duge sir dung
1a dang Gerstewitz va dang Hiriart-Urruty. D6i voi
dang Gerstewitz, non thir ty doi hoi phai co phén
trong khac réng. Tuy nhién, vé huéng hoa dang
Hiriart-Urruty khong doi hoi diéu nay, va do do,
pham vi ap dung ctia phuong phap nay sé€ rong hon.

B6 d¢ sau day phat biéu cac tinh chat quan trong
cua ham khoang cach dinh hudéng Hiriart-Urruty.
Céc tinh chat nay duoc st dung rat nhiéu trong linh
vue tbi vu vector.

B6 dé 4.1. (Zaffaroni, 2003) Cdc phdt biéu sau
day la dung:
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(1) Dy co gia tri thuc voi moi 'y €Y va Dy la
lién tuc Lipschitz véi hang sé Lipschitz bang 1;

(il) Néu M la mot tép 16i thi Dy, la mot ham 16i;

(iii)

(iv)

™) Dy(y) >0 y&clM,Vy eY;

(vi)
duong, titc la, Dy (Ay) = ADy (y) véimoi A > 0 va

Duy(y) <0< y€EintM,vVy €Y;
Duly) =0 y€eaoM,vyeY;

Néu M la non thi Dy, la ham thuan nhdt

moiy €Y;
(vii) Néu M,N € P(Y)
Dy(y) < Dy(y),Vy €Y;
(viil) Néu K la nén 16i thi D_g la ham K-ting,

McN th

va

tire la,

V1 <k Y2 = D_x(y1) < D_g(y2).

Hon nira, néu K 1a nén 161 va ¢6 phan trong khac
rong thi

Y1 Sink Y2 = Dx(y1) <D (y2);
(ix) DO +y2) <D xO)+
D_k(y2), Vy1,y2 €Y;
(x) Néu K la nén 16i va c6 phan trong khdc

rong thi

D_x(¥) = D_ink ¥);
(xi) Néu M la tdp loi thi

Dam(y) =Du(y),Vy €Y;
xii) Dy(=y) =D-_u(),Vy €Y.
Pinh nghia 4.2. (Xu et al., 2020) Ham v6 hudng

hoa phi tuyén ¢:Y x R, = R duoc xac dinh nhu
sau:

e, t) =tD_x(y) = llyll,
voimoiy eYvat€eR,,.

i Vidu4.2.ChoY = R%, K = —R2, t = 2 vacac
diem y; = (1;2), ¥, =(2;0), y3=(-3;-4),
¥s = (2,—1). Khi d6, ta co:

©(y1,2) =2D_x(y1) — lInll = -2 — V5.
©(y2,2) = 2D_g(y7) — lly.ll = —2.
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¢(y3,2) = 2D_x(y3) — llysll = 5.
(¥4 2) = 2D_x(vs) — llyall = 2 = V5.

B6 dé 4.2. (Xu et al., 2020) Cdc ménh dé sau ddy
la dung:

(1) @ co gia tri thuc;

(i) @(,t) la lién tuc Lipschitz véi hang
6 Lipschitz bang (1 + t) véi moi t € Ry ;

Giii) Néu y € =K \ {0y}, thi ¢(-,t) <0
voimoi t € R, 4;

(iv) Néu y & —K \ {0y}, thi ton tai s6
ty € Ry, sao cho go(y, ty) > 0;

(v) @, t) la ham thuan nhdt dwong voi
moi t € Ry 4.

Béy gio, ta xét ham s6 9:A X AX QX Ry, —
R duoc xac dinh nhu sau:

I(x, z,w,t) == @_g(g(x, z,w),t),

va ham s &: 4 x Q x R,, — R duoc xac dinh
nhu sau:

{xw,t) = zelz?(fw ) I(x,z,w,t).

Két qua sau ddy duogc dé dang suy ra tir Dinh
nghia.

B6 dé4.3. Véimoi t € Ry, ham 56 9(-,,, t) ld
lién tuc trong A X A X (1.

B6 dé 4.4. Gia sit rang H la lién tuc va c6 gid tri
compact trong ) va g lién tuc trong A X A X 0. Khi
do, ham s6 E(-,,t) la lién tuc trong A X Q v6i moi
teER,,.

Chirng minh.

Véimoi t € R,,, ldy x € M va w € Q bat ky,
ta co:

E(x,w, t) =

Zelz?(f )Pk (g(x, 2z, w),t)

inf 19( X,z,w,t)

— sup ( p_k(g(x, 2, w),1)).

ZEH (J)

Ap dung B dé 4.3 va Ménh dé 2.4 trong Aubin
and Ekeland (2006), ta thu dugc tinh lién tuc cia
ham €. ]
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Chii y 4.1. Trong Bo dé 4.4., néu H 1a nira lién
tuc trén va co gia tri compact va g la lién tuc thi ta
thu dugc tinh nia lién tuc trén cia ham €.

Sau day, sy biéu dién v6 huéng cho tap nghiém
httu hiéu (PVEP) thong qua ham v6 hudng hoa &
duoc thiet 1ap nhu sau:

Bo dé 4.5. Vi moi w € 0, ta c6

E(w)={x € Hw) | é(x,w,t} = 0,t € R,,}.
Chirng minh.
Véimoi w € Q,tacd

9(x,z,w) € K\{Oy}}

E(w) = {x € H(w) vz € H(w)

Ap dung B dé 4.2(iv), ton tai t, € R, sao cho

E@) = e Hw)| "’—K(gv(jé;()&)t)o) 20)

9(x,z,w,t) = 0,}

- {x € H(w) Vz € H(w)

inf 9(x,z,w,t) =0,
z€H (w)
Vz € H(w)

={x € Hw)|¢é(x, w,ty) = 0}.

= {x € H(w)

J

Pinh ly 4.1. Gid sir cdc diéu kién sau ddy dwoc
thoa man:

(1) H la nika lién tuc trén va co gia tri
compact khéc rong trén (2;

(1) g la lién tuc trong A X A X ().

Khi do, anh xa nghiém E la nita lién tuc trén
trong (.

Chirng minh.

Gia st ton tai w, € Q sao cho E khong 1a nira
lién tuc trén tai w,. Khi do, ton tai 14n cAn mé U cua
E (w,) va diy {w,,} hoi tu v& w, sao cho ton tai £,, €
E(w,) nhung %, € U véi moi n.

Vi H 1a nua lién tuc trén va c6 gid tri compact
nén khong mat tinh téng quat, ta co thé gia sir rang
day {£,}hoi tu vé& £ € H(w,). Néu % & E(w,) thi
theo B d¢ 4.5, voimdi t € R,

E(X, wo, t) < 0. (4.1)
Mat khac, X,, € E(w,) néntaco
§(X, wp, t) = 0. (4.2)
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Tur tinh nira lién tuc trén, c6 gia tri compact khac
rong ctia H va tinh lién tuc cta g, 4p dung Chi y 4.1,
ta suy ra tinh nira lién tuc trén ctia ham &. Két hop
didu nay véi (4.2) ta duoc

E(k\! Wy, t) = 0

Diéu nay méu thuin véi (4.1). Do d6,% €
E(w,), va day lai 1a diéu khong thé xay ra do U la
mo va X, € U véi moi n. Ta da chiing minh xong
tinh ntra lién tuc trén cua E trong Q. [ ]
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