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TÓM TẮT 
Nghiên cứu được thực hiện nhằm phát triển một số kết quả đã có 
về vi phân suy rộng như các công thức tính đối đạo hàm Fréchet 
và đối đạo hàm Mordukhovich của toán tử ràng buộc, các công 
thức tính dưới vi phân Fréchet của hàm giá trị tối ưu của lớp bài 
toán điều khiển tối ưu có tham số với ràng buộc cân bằng. Sử dụng 
các kết quả này, bài báo thu được các kết quả mới, bao gồm các 
công thức tính dưới vi phân Mordukhovich của hàm giá trị tối ưu 
của bài toán điều khiển tối ưu có tham số với ràng buộc cân bằng. 

Từ khoá: Dưới vi phân Mordukhovich, điều khiển tối ưu, đối đạo 
hàm, hàm giá trị tối ưu, phương trình đạo hàm riêng elliptic 

ABSTRACT 
The research was carried out to develop some existing results on 
generalized differentiation such as formulas for calculating the 
Fréchet and Mordukhovich coderivatives of constraint operators 
and formulas for calculating the Fréchet subdifferential of optimal 
value functions of a class of parametric optimal control problems 
with equilibrium constraints. Using these results, the article 
obtains new results including formulas for calculating the 
Mordukhovich subdifferential of optimal value functions of the 
parametric optimal control problem with equilibrium constraints. 

Keywords: Mordukhovich subdifferential, optimal control, 
coderivative, marginal function, elliptic partial differential 
equation 

1. GIỚI THIỆU 

Xét bài toán điều khiển tối ưu có tham số cho 
phương trình đạo hàm riêng elliptic nửa tuyến tính 
với ràng buộc cân bằng 𝑃𝑃(𝑒𝑒): Tìm min của hàm mục 
tiêu  

𝐽𝐽: 𝐿𝐿2(Ω) × 𝐸𝐸 → ℝ 

xác định bởi 

𝐽𝐽(𝑢𝑢, 𝑒𝑒) = � 𝐿𝐿 �𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑢𝑢+𝑒𝑒𝑌𝑌(𝑥𝑥)� 𝑑𝑑𝑑𝑑
Ω

+
1
2

 � 𝜁𝜁(𝑥𝑥)(𝑢𝑢 + 𝑒𝑒𝑌𝑌)2(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
Ω

+ � 𝑒𝑒𝐽𝐽(𝑥𝑥)𝑦𝑦𝑢𝑢+𝑒𝑒𝑌𝑌(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
Ω
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thỏa điều kiện ràng buộc cân bằng sau  

                    0 ∈ 𝜓𝜓(𝑢𝑢, 𝑒𝑒𝑃𝑃) + 𝑄𝑄(𝑢𝑢, 𝑒𝑒𝑃𝑃),                  (1.1) 

trong đó  

• tương ứng với điều khiển 𝑢𝑢 của bài toán 
𝑃𝑃(𝑒𝑒), trạng thái 𝑦𝑦𝑢𝑢+𝑒𝑒𝑌𝑌 là nghiệm yếu của phương 
trình trạng thái của bài toán 𝑃𝑃(𝑒𝑒), tức là phương 
trình đạo hàm riêng elliptic nửa tuyến tính được cho 
dưới đây  

          �𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 𝑢𝑢 + 𝑒𝑒𝑌𝑌    trong Ω
                   𝑦𝑦 = 0              trên Γ,             (1.2) 

• 𝐴𝐴 là toán tử vi phân elliptic bậc hai có dạng 

  𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑥𝑥) = −��
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

�𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥)
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑦𝑦(𝑥𝑥)�
𝑁𝑁

𝑗𝑗=1

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

, 

• 𝜓𝜓: 𝐿𝐿2(Ω) × 𝐿𝐿𝑝𝑝(Ω) → 𝑊𝑊 (với 1 < 𝑝𝑝 < ∞) 
thuộc lớp 𝐶𝐶2, 

• 𝑄𝑄: 𝐿𝐿2(Ω) × 𝐿𝐿𝑝𝑝(Ω) → 2𝑊𝑊 là ánh xạ đa trị với 
𝑊𝑊 là một không gian Banach, 

• 𝜁𝜁(𝑥𝑥) ≥ 0 h.h. 𝑥𝑥 ∈ Ω là một hàm cho trước, 

• 𝐸𝐸 = 𝐿𝐿2(Ω) × 𝐿𝐿2(Ω) × 𝐿𝐿𝑝𝑝(Ω) là không gian 
tham số và 𝑒𝑒 = �𝑒𝑒𝑌𝑌, 𝑒𝑒𝐽𝐽, 𝑒𝑒𝑃𝑃� ∈ 𝐸𝐸 là tham số của bài 
toán 𝑃𝑃(𝑒𝑒), trong đó chuẩn của tham số 𝑒𝑒 ∈ 𝐸𝐸 là 
chuẩn tổng sau đây 

‖𝑒𝑒‖𝐸𝐸 =  ‖𝑒𝑒‖𝐿𝐿2(Ω) + ‖𝑒𝑒‖𝐿𝐿2(Ω) + ‖𝑒𝑒‖𝐿𝐿𝑝𝑝(Ω). 

Lý thuyết điều khiển tối ưu có một vai trò và vị 
trí rất quan trọng trong các lĩnh vực đời sống của 
chúng ta ngày nay. Một trong những lĩnh vực quan 
trọng được ứng dụng lý thuyết điều khiển tối ưu là 
ngành hàng không và công nghệ không gian. Hơn 
thế nữa, các lĩnh vực như robot, trình tự chuyển 
động, kiểm soát hóa học, quy trình hoạt động nhà 
máy điện, mô hình dẫn nhiệt, khuếch tán, truyền 
sóng, cơ học chất lưu,… cũng được ứng dụng lý 
thuyết điều khiển tối ưu. Các lĩnh vực ứng dụng vừa 
nêu có thể được mô hình hóa trong các trường hợp 
cụ thể của bài toán 𝑃𝑃(𝑒𝑒) đang xét, điều này có thể 
được tìm thấy trong bộ sách chuyên khảo Tröltzsch 
(2010). 

Sau đây ta nêu một số khái niệm liên quan đến 
bài toán 𝑃𝑃(𝑒𝑒). Với mỗi 𝑒𝑒 ∈ 𝐸𝐸, ký hiệu tập hợp các 
điều khiển chấp nhận được của bài toán 𝑃𝑃(𝑒𝑒) bởi 

      𝒢𝒢𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑒𝑒) = �𝑢𝑢 �𝑢𝑢 ∈ 𝐿𝐿
2(Ω),                         

0 ∈ 𝜓𝜓(𝑢𝑢, 𝑒𝑒𝑃𝑃) + 𝑄𝑄(𝑢𝑢, 𝑒𝑒𝑃𝑃)� .    (1.3) 

Với hàm ràng buộc dạng cân bằng được cho bởi 
biểu thức (1.3), hàm giá trị tối ưu (the optimal value 

function hay còn gọi là hàm marginal) của bài toán 
𝑃𝑃(𝑒𝑒) là hàm 𝜇𝜇:𝐸𝐸 → ℝ�  được cho bởi  

                         𝜇𝜇(𝑒𝑒) = inf
𝑢𝑢∈𝒢𝒢𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑒𝑒)

𝐽𝐽(𝑢𝑢, 𝑒𝑒),               (1.4) 

và ánh xạ nghiệm 𝑆𝑆:𝐸𝐸 → 2𝐿𝐿2(Ω) của bài toán 
𝑃𝑃(𝑒𝑒) được xác định bởi  

      𝑆𝑆(𝑒𝑒) = {𝑢𝑢 ∈ 𝒢𝒢𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑒𝑒)|𝜇𝜇(𝑒𝑒) = 𝐽𝐽(𝑢𝑢, 𝑒𝑒)}.         (1.5) 

Hàm giá trị tối ưu và ánh xạ nghiệm của các bài 
toán tối ưu phụ thuộc tham số đóng vai trò quan 
trọng trong giải tích biến phân, lý thuyết tối ưu, điều 
khiển tối ưu, và đã thu hút được nhiều chuyên gia 
quan tâm nghiên cứu. Các kết quả nghiên cứu về 
hàm giá trị tối ưu và ánh xạ nghiệm của các bài toán 
tối ưu chứa tham số có thể tham khảo trong nghiên 
cứu của Mordukhovich (2006a, 2006b, 2018), 
Mordukhovich et al. (2009), Qui (2020), Qui and 
Wachsmuth (2020), Quí et al. (2022), Quí và Phúc 
(2022) và Quí et al. (2023).  

Trong bài toán 𝑃𝑃(𝑒𝑒), tham số 𝑒𝑒𝑌𝑌 xuất hiện với 
vai trò nhiễu tuyến tính đối với phương trình đạo 
hàm riêng đang xét, và số hạng 

� 𝑒𝑒𝐽𝐽(𝑥𝑥)𝑦𝑦𝑢𝑢+𝑒𝑒𝑌𝑌(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
Ω

 

của biểu thức hàm mục tiêu 𝐽𝐽(𝑢𝑢, 𝑒𝑒) là nhiễu xiên, 
khái niệm nhiễu xiên được giới thiệu và nghiên cứu 
bởi Poliquin and Rockafellar (1998). Sự ổn định của 
ràng buộc cân bằng (1.1) dưới các dạng nhiễu khác 
nhau được nghiên cứu khá chi tiết trong nghiên cứu 
của Qui (2016), và các kết quả ổn định được sử dụng 
trong nghiên cứu của Quí et al. (2023) để nghiên cứu 
các tính chất vi phân trong điều khiển tối ưu có tham 
số với ràng buộc cân bằng. 

Các mô hình bài toán điều khiển tối ưu (có tham 
số hoặc không tham số) cho phương trình đạo hàm 
riêng elliptic liên quan đến bài toán 𝑃𝑃(𝑒𝑒) với ràng 
buộc điểm được nghiên cứu bởi Casas and Mateos 
(2002), Casas et al. (2008), Casas (2012), Qui and 
Wachsmuth (2018, 2019, 2020), Qui (2020), Quí và 
Phúc (2022), Tröltzsch (2010). Công trình đầu tiên 
nghiên cứu về bài toán điều khiển tối ưu có tham số 
liên quan đến bài toán 𝑃𝑃(𝑒𝑒) với ràng buộc biên trơn 
là bài báo Quí et al. (2022). Tiếp theo, bài báo Quí 
et al. (2023) nghiên cứu lớp bài toán điều khiển tối 
ưu có tham số với ràng buộc cân bằng 𝑃𝑃(𝑒𝑒) và thu 
được một số kết quả về vi phân suy rộng như các 
công thức tính đối đạo hàm Fréchet và đối đạo hàm 
Mordukhovich của toán tử ràng buộc, các công thức 
tính dưới vi phân Fréchet của hàm giá trị tối ưu của 



Tạp chí Khoa học Đại học Cần Thơ   Tập 60, Số chuyên đề: Khoa học tự nhiên (Toán-Lý) (2024): 176-184 

178 

lớp bài toán điều khiển tối ưu có tham số với ràng 
buộc cân bằng.  

Bài báo này tiếp tục nghiên cứu lớp bài toán điều 
khiển tối ưu có tham số với ràng buộc cân bằng 𝑃𝑃(𝑒𝑒) 
và phát triển một số kết quả về vi phân suy rộng của 
Quí et al. (2023). Sử dụng các kết quả thu được trong 
Quí et al. (2023), bài viết thu được các kết quả mới 
về vi phân suy rộng bao gồm các công thức tính dưới 
vi phân Mordukhovich của hàm giá trị tối ưu của bài 
toán điều khiển tối ưu có tham số với ràng buộc cân 
bằng 𝑃𝑃(𝑒𝑒). 

2. GIẢ THIẾT VÀ KẾT QUẢ BỔ TRỢ  

⋆ Hệ thống các giả thiết 

Hệ thống các giả thiết được sử dụng trong bài 
báo này bao gồm:   

(A1) Tập Ω ⊂ ℝ𝑁𝑁 (với 𝑁𝑁 = 1, 2, 3) là một miền 
mở và bị chặn trong ℝ𝑁𝑁 với biên Lipschitz Γ. với 
các hàm hệ số 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 ∈ 𝐿𝐿∞(Ω) thỏa mãn điều kiện 

𝜆𝜆𝐴𝐴‖𝛾𝛾‖2 ≤��𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝛾𝛾𝑖𝑖𝛾𝛾𝑗𝑗 ,    
𝑁𝑁

𝑗𝑗=1

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

 

với mọi 𝛾𝛾 = (𝛾𝛾1, … , 𝛾𝛾𝑁𝑁) ∈ ℝ𝑁𝑁, h.h. 𝑥𝑥 ∈ Ω, 𝜆𝜆𝐴𝐴 >
0 là hằng số. 

(A2) Hàm 𝑓𝑓:Ω × ℝ → ℝ là hàm Carathéodory 
(tức là, 𝑓𝑓(⋅,𝑦𝑦) đo được với mọi 𝑦𝑦 ∈ ℝ và 𝑓𝑓(𝑥𝑥,⋅) liên 
tục với h.h. 𝑥𝑥 ∈ Ω) thuộc lớp hàm 𝐶𝐶2 đối với biến 
thứ hai và thỏa mãn    

𝑓𝑓(∙ ,0) ∈ 𝐿𝐿2(Ω),    
∂𝑓𝑓
∂𝑦𝑦

(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ≥ 0 với h.h. 𝑥𝑥 ∈ Ω, 

và với mọi M > 0 tồn tại C𝑓𝑓,𝑀𝑀 > 0 sao cho 

� 
∂𝑓𝑓
∂𝑦𝑦

(𝑥𝑥,𝑦𝑦)� + � 
∂2𝑓𝑓
∂𝑦𝑦2

(𝑥𝑥,𝑦𝑦)� ≤ C𝑓𝑓,𝑀𝑀   

với h.h. 𝑥𝑥 ∈ Ω và |y| ≤ M, 

� 
∂2𝑓𝑓
∂𝑦𝑦2

(𝑥𝑥,𝑦𝑦2) −  
∂2𝑓𝑓
∂𝑦𝑦2

(𝑥𝑥,𝑦𝑦1)� ≤ C𝑓𝑓,𝑀𝑀|𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1|  

với h.h. 𝑥𝑥 ∈ Ω và |y1|, |𝑦𝑦2| ≤ M. 

(A3) Hàm 𝐿𝐿:Ω × ℝ → ℝ là hàm Carathéodory 
thuộc lớp 𝐶𝐶2 đối với biến thứ hai. Hơn nữa, ta cũng 
có 𝐿𝐿(∙ ,0) ∈ 𝐿𝐿1(Ω) và với mọi M > 0 tồn tại hằng số 
C𝐿𝐿,𝑀𝑀 > 0 và 𝜓𝜓𝑀𝑀 ∈ 𝐿𝐿2(Ω) sao cho  

� 
∂𝐿𝐿
∂𝑦𝑦

(𝑥𝑥,𝑦𝑦)� ≤ 𝜓𝜓𝑀𝑀(𝑥𝑥),   � 
∂2𝐿𝐿
∂y2

(𝑥𝑥,𝑦𝑦)� ≤ 𝐶𝐶𝐿𝐿,𝑀𝑀, 

với h.h. 𝑥𝑥 ∈ Ω và |𝑦𝑦| ≤ 𝑀𝑀, và 

� 
∂2𝐿𝐿
∂y2

(𝑥𝑥,𝑦𝑦1) −
∂2𝐿𝐿
∂y2

(𝑥𝑥,𝑦𝑦2)� ≤ 𝐶𝐶𝐿𝐿,𝑀𝑀|𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1| 

với h.h. 𝑥𝑥 ∈ Ω và |y1|, |𝑦𝑦2| ≤ M.  

Các giả thiết (A1), (A2), (A3) là các giả thiết căn 
bản và thường được sử dụng trong lý thuyết điều 
khiển tối ưu. Các giả thiết này đảm bảo cho sự tồn 
tại nghiệm yếu của phương trình trạng thái (1.2) của 
bài toán 𝑃𝑃(𝑒𝑒). Định nghĩa nghiệm yếu của phương 
trình trạng thái (1.2) được nêu trong sách Tröltzsch 
(2010). Kết quả phát biểu trong định lý sau đây được 
tham khảo trong cuốn sách chuyên khảo Tröltzsch 
(2010) (Định lý 4.4).  

Định lý 2.1. Giả sử rằng các giả thiết (A1)–(A3) 
được thỏa mãn. Khi đó, với mỗi 𝑢𝑢 + 𝑒𝑒𝑌𝑌 ∈ 𝐿𝐿2(𝛺𝛺) 
phương trình trạng thái (1.2) luôn có nghiệm yếu 
duy nhất 𝑦𝑦𝑢𝑢+𝑒𝑒𝑌𝑌 ∈ 𝐻𝐻

1(𝛺𝛺) ∩ 𝐶𝐶(𝛺𝛺�). 

Theo Định lý 2.1, ký hiệu ánh xạ nghiệm yếu của 
phương trình trạng thái (1.2) bởi 

𝐺𝐺: 𝐿𝐿2(Ω) → 𝐻𝐻1(Ω) ∩ 𝐶𝐶(Ω�) 

             𝑢𝑢 + 𝑒𝑒𝑌𝑌 ↦ 𝑦𝑦𝑢𝑢+𝑒𝑒𝑌𝑌 = 𝐺𝐺(𝑢𝑢 + 𝑒𝑒𝑌𝑌). 

Cho tham số 𝑒̅𝑒 ∈ 𝐸𝐸, một điều khiển chấp nhận 
được 𝑢𝑢� ∈ 𝒢𝒢𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑒̅𝑒) được gọi là một điều khiển tối ưu 
(hay nghiệm) của bài toán 𝑃𝑃(𝑒̅𝑒) ứng với trạng thái 
tối ưu 𝑦𝑦�𝑢𝑢�+𝑒̅𝑒𝑌𝑌 = 𝐺𝐺(𝑢𝑢� + 𝑒̅𝑒𝑌𝑌) ∈ 𝐻𝐻1(Ω) ∩ 𝐶𝐶(Ω�) nếu  

𝐽𝐽(𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒) ≤ 𝐽𝐽(𝑢𝑢, 𝑒̅𝑒),   ∀𝑢𝑢 ∈ 𝒢𝒢𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑒̅𝑒). 

⋆ Các khái niệm về vi phân suy rộng 

Lý thuyết vi phân Mordukhovich được xây dựng 
dựa trên các khái niệm dưới vi phân, nón pháp tuyến 
và đối đạo hàm theo nghĩa Mordukhovich. Đáng chú 
ý là các khái niệm này được định nghĩa cho các đối 
tượng không nhất thiết lồi, vì vậy phạm vi áp dụng 
của lý thuyết vi phân Mordukhovich là rất rộng. Hơn 
thế nữa, lý thuyết Mordukhovich có thể đặc trưng 
cho các tính chất quan trọng của ánh xạ đa trị như 
tính giả-Lipschitz theo nghĩa Aubin, tính chính quy 
mêtric, tính mở địa phương,… Các khái niệm về vi 
phân suy rộng trình bày dưới đây được tham khảo 
trong bộ sách chuyên khảo Mordukhovich (2006a, 
2006b) cho các phiên bản vô hạn chiều, các phiên 
bản hữu hạn chiều tương ứng trong nghiên cứu của 
Mordukhovich (2018). Cho không gian Banach 𝑋𝑋, 
hàm đa trị 𝐹𝐹:𝑋𝑋 → 2𝑋𝑋∗ và hàm thực mở rộng 𝜎𝜎:𝑋𝑋 →
ℝ� . Giới hạn trên theo dãy theo nghĩa Painlevé – 
Kuratowski của 𝐹𝐹 khi 𝑢𝑢 → 𝑢𝑢� được xác định bởi  
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Limsup
𝑢𝑢→𝑢𝑢�

𝐹𝐹(𝑢𝑢)

= �𝑢𝑢∗ ∈ 𝑋𝑋∗ �
tồn tại 𝑢𝑢𝑛𝑛 → 𝑢𝑢�  và

𝐹𝐹(𝑢𝑢𝑛𝑛) ∋ 𝑢𝑢𝑛𝑛∗ → 𝑢𝑢∗ theo tôpô 𝑤𝑤∗�. 

Với 𝜖𝜖 ≥ 0, tập các 𝜖𝜖-dưới gradient của hàm 𝜎𝜎 tại 
𝑢𝑢� ∈ dom 𝜎𝜎 ≔ {𝑢𝑢 ∈ 𝑋𝑋|𝜎𝜎(𝑢𝑢) < ∞} được cho bởi 

𝜕̂𝜕𝜖𝜖𝜎𝜎(𝑢𝑢�)

= �  𝑢𝑢∗ �
𝑢𝑢∗ ∈ 𝑋𝑋∗ thỏa mãn

liminf
𝑢𝑢→𝑢𝑢�

𝜎𝜎(𝑢𝑢) − 𝜎𝜎(𝑢𝑢�) − 〈𝑢𝑢∗,𝑢𝑢 − 𝑢𝑢�〉
‖𝑢𝑢 − 𝑢𝑢�‖ ≥ −𝜖𝜖�. 

Dưới vi phân Fréchet (dưới vi phân chính quy) 
của hàm 𝜎𝜎 tại 𝑢𝑢� ∈ dom 𝜎𝜎 được định nghĩa bởi 

𝜕̂𝜕𝜎𝜎(𝑢𝑢�) ≔ 𝜕̂𝜕0𝜎𝜎(𝑢𝑢�). 

Dưới vi phân Fréchet trên (dưới vi phân chính 
quy trên) của hàm 𝜎𝜎 tại 𝑢𝑢� ∈ dom 𝜎𝜎 được xác định 
bởi 

𝜕̂𝜕+𝜎𝜎(𝑢𝑢�) ≔ −𝜕̂𝜕(−𝜎𝜎)(𝑢𝑢�). 

Dưới vi phân Mordukhovich (dưới vi phân qua 
giới hạn) của hàm 𝜎𝜎 tại 𝑢𝑢� ∈ dom 𝜎𝜎 được định nghĩa 
bởi 

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑢𝑢�) ≔ Limsup
𝑢𝑢
𝜎𝜎
→𝑢𝑢�,𝜖𝜖↓0

𝜕̂𝜕𝜖𝜖𝜎𝜎(𝑢𝑢) 

và dưới vi phân qua giới hạn suy biến của hàm 
𝜎𝜎 tại 𝑢𝑢� ∈ dom 𝜎𝜎 được cho bởi 

𝜕𝜕∞𝜎𝜎(𝑢𝑢�) ≔ Limsup
𝑢𝑢
𝜎𝜎
→𝑢𝑢�,𝜖𝜖↓0,𝜆𝜆↓0

𝜆𝜆𝜕̂𝜕𝜖𝜖𝜎𝜎(𝑢𝑢), 

trong đó 𝑢𝑢
𝜎𝜎
→ 𝑢𝑢� có nghĩa là 𝑢𝑢 → 𝑢𝑢� và 𝜎𝜎(𝑢𝑢) →

𝜎𝜎(𝑢𝑢�). 

Cho ánh xạ đa trị 𝐹𝐹:𝑋𝑋 → 2𝑊𝑊 giữa các không 
gian Banach 𝑋𝑋 và 𝑊𝑊. Khi đó, tập hợp 

gph𝐹𝐹: = {(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ 𝑋𝑋 × 𝑌𝑌|𝑦𝑦 ∈ 𝐹𝐹(𝑥𝑥)} 

là đồ thị của 𝐹𝐹. Nón pháp tuyến Fréchet hay còn 
gọi là nón pháp tuyến chính quy 𝑁𝑁��(𝑢𝑢� , 𝑣̅𝑣); gph𝐹𝐹� 
của gph𝐹𝐹 tại điểm (𝑢𝑢� , 𝑣̅𝑣) định nghĩa bởi 

𝑁𝑁��(𝑢𝑢� , 𝑣̅𝑣); gph𝐹𝐹� = 𝜕̂𝜕𝛿𝛿�(𝑢𝑢� , 𝑣̅𝑣); gph𝐹𝐹�, 

và nón pháp tuyến Mordukhovich 
𝑁𝑁�(𝑢𝑢� , 𝑣̅𝑣); gph𝐹𝐹� của gph𝐹𝐹 tại điểm (𝑢𝑢� , 𝑣̅𝑣) được cho 
bởi 

𝑁𝑁�(𝑢𝑢� , 𝑣̅𝑣); gph𝐹𝐹� = 𝜕𝜕𝜕𝜕�(𝑢𝑢� , 𝑣̅𝑣); gph𝐹𝐹�. 

Đối đạo hàm Fréchet hay còn gọi là đối đạo hàm 
chính quy của 𝐹𝐹:𝑋𝑋 → 2𝑊𝑊 tại điểm  (𝑢𝑢� , 𝑣̅𝑣) ∈ gph𝐹𝐹 là 
ánh xạ đa trị  

𝐷𝐷�∗𝐹𝐹(𝑢𝑢� , 𝑣̅𝑣):𝑊𝑊∗ → 2𝑋𝑋∗ 

định nghĩa bởi 

𝐷𝐷�∗𝐹𝐹(𝑢𝑢� , 𝑣̅𝑣)(𝑣𝑣∗)
= �𝑢𝑢∗ ∈ 𝑋𝑋∗�(𝑢𝑢∗,−𝑣𝑣∗) ∈ 𝑁𝑁��(𝑢𝑢� , 𝑣̅𝑣); gph𝐹𝐹��. 

Đối đạo hàm Mordukhovich của 𝐹𝐹:𝑋𝑋 → 2𝑊𝑊 tại 
điểm  (𝑢𝑢� , 𝑣̅𝑣) ∈ gph𝐹𝐹 là ánh xạ đa trị 

𝐷𝐷∗𝐹𝐹(𝑢𝑢� , 𝑣̅𝑣):𝑊𝑊∗ → 2𝑋𝑋∗ 

xác định bởi 
𝐷𝐷∗𝐹𝐹(𝑢𝑢� , 𝑣̅𝑣)(𝑣𝑣∗)
= �𝑢𝑢∗ ∈ 𝑋𝑋∗�(𝑢𝑢∗,−𝑣𝑣∗) ∈ 𝑁𝑁�(𝑢𝑢� , 𝑣̅𝑣); gph𝐹𝐹��. 

Ánh xạ đa trị 𝐹𝐹:𝑋𝑋 → 2𝑊𝑊 được gọi là chính quy 
pháp tuyến tại điểm (𝑢𝑢� , 𝑣̅𝑣) ∈ gph𝐹𝐹 nếu như đẳng 
thức sau đây được thỏa mãn 

𝐷𝐷�∗𝐹𝐹(𝑢𝑢� , 𝑣̅𝑣)(𝑣𝑣∗) = 𝐷𝐷∗𝐹𝐹(𝑢𝑢� , 𝑣̅𝑣)(𝑣𝑣∗),∀𝑣𝑣∗ ∈ 𝑊𝑊∗. 

Từ các định nghĩa đối đạo hàm Fréchet và đối 
đạo hàm Mordukhovich ta có nhận xét rằng trong 
trường hợp tổng quát thì chúng khác nhau. Tuy 
nhiên, trong một số trường hợp đặc biệt, chẳng hạn 
như đối với lớp hàm chính quy pháp tuyến, thì hai 
khái niệm đối đạo hàm này trùng nhau.  

Thông qua bộ sách chuyên khảo Mordukhovich 
(2006a, 2006b), các khái niệm đối đạo hàm và dưới 
vi phân của Mordukhovich mang nhiều ý nghĩa quan 
trọng trong giải tích biến phân, lý thuyết tối ưu và 
điều khiển,… 

⋆ Các kết quả bổ trợ  

Tính khả vi của xạ nghiệm yếu 𝐺𝐺(∙) của phương 
trình trạng thái (1.2) nêu trong định lý sau đây được 
khẳng định trong nghiên cứu của Casas et al. (2008) 
(Định lý 2.4); có thể xem thêm trong nghiên cứu của 
Quí et al. (2022) (Định lý 2.3), Quí và Phúc (2022) 
(Định lý 3.2), Quí et al. (2023) (Định lý 3.1) và 
Casas and Mateos (2002). 

Định lý 2.2. Giả sử rằng các giả thiết (A1)–(A3) 
được thỏa mãn. Khi đó, ánh xạ nghiệm yếu của 
phương trình (1.2), 𝐺𝐺: 𝐿𝐿2(Ω) → 𝐻𝐻01(Ω) ∩ C(Ω�) với 
𝐺𝐺(𝑤𝑤) = 𝑦𝑦𝑤𝑤, thuộc lớp hàm 𝐶𝐶2. Hơn nữa, với mọi 
𝑢𝑢, 𝑣𝑣, 𝑒𝑒𝑌𝑌 ∈ 𝐿𝐿2(Ω), 𝑧𝑧𝑢𝑢+𝑒𝑒𝑌𝑌,𝑣𝑣 = 𝐺𝐺′(𝑢𝑢 + 𝑒𝑒𝑌𝑌)𝑣𝑣 là nghiệm 
yếu duy nhất của  

�𝐴𝐴𝑧𝑧𝑢𝑢+𝑒𝑒𝑌𝑌,𝑣𝑣 +
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

�𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑢𝑢+𝑒𝑒𝑌𝑌�𝑧𝑧𝑢𝑢+𝑒𝑒𝑌𝑌,𝑣𝑣 = 𝑣𝑣    trong Ω

                                               𝑧𝑧𝑢𝑢+𝑒𝑒𝑌𝑌,𝑣𝑣 = 0    trên Γ.   
  

Với mọi 𝑢𝑢, 𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, 𝑒𝑒𝑌𝑌 ∈ 𝐿𝐿2(Ω), ta có 

𝑧𝑧𝑢𝑢+𝑒𝑒𝑌𝑌,𝑣𝑣1𝑣𝑣2 = 𝐺𝐺′′(𝑢𝑢 + 𝑒𝑒𝑌𝑌)𝑣𝑣1𝑣𝑣2 

là nghiệm yếu duy nhất của  
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⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝐴𝐴𝑧𝑧𝑢𝑢+𝑒𝑒𝑌𝑌,𝑣𝑣1𝑣𝑣2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

�𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑢𝑢+𝑒𝑒𝑌𝑌�𝑧𝑧𝑢𝑢+𝑒𝑒𝑌𝑌,𝑣𝑣1𝑣𝑣2                  

  +
𝜕𝜕2𝑓𝑓
𝜕𝜕𝜕𝜕2

�𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑢𝑢+𝑒𝑒𝑌𝑌�𝑧𝑧𝑢𝑢+𝑒𝑒𝑌𝑌,𝑣𝑣1𝑧𝑧𝑢𝑢+𝑒𝑒𝑌𝑌,𝑣𝑣2 = 0    trong Ω

                                          𝑧𝑧𝑢𝑢+𝑒𝑒𝑌𝑌,𝑣𝑣1𝑣𝑣2 = 0    trên Γ,

 

trong đó 𝑧𝑧𝑢𝑢+𝑒𝑒𝑌𝑌,𝑣𝑣𝑖𝑖 = 𝐺𝐺′(𝑢𝑢 + 𝑒𝑒𝑌𝑌)𝑣𝑣𝑖𝑖 với 𝑖𝑖 = 1, 2.  

Tính khả vi của hàm mục tiêu 𝐽𝐽(𝑢𝑢, 𝑒𝑒) theo biến 
điều khiển 𝑢𝑢 nêu trong định lý sau đây được khẳng 
định trong nghiên cứu của Qui et al. (2019) (Định lý 
2.3), ở đó 𝑢𝑢 được thay thế bởi 𝑢𝑢 + 𝑒𝑒𝑌𝑌; có thể xem 
thêm trong nghiên cứu của Quí et al. (2022) (Định 
lý 2.4) và Quí et al. (2023) (Định lý 3.2). 

Định lý 2.3. Giả sử rằng các giả thiết (A1)–(A3) 
được thỏa mãn. Khi đó, ánh xạ 𝐽𝐽(∙, 𝑒𝑒): 𝐿𝐿2(𝛺𝛺) → ℝ 
thuộc lớp hàm 𝐶𝐶2. Hơn nữa, với mọi 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 ∈ 𝐿𝐿2(𝛺𝛺), 
đạo hàm riêng 𝐽𝐽𝑢𝑢′ (𝑢𝑢, 𝑒𝑒) xác định bởi  

𝐽𝐽𝑢𝑢′ (𝑢𝑢, 𝑒𝑒)𝑣𝑣 = � �𝜑𝜑𝑢𝑢,𝑒𝑒 + 𝜁𝜁(𝑢𝑢 + 𝑒𝑒𝑌𝑌)� 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣
 

Ω
 

trong đó 𝜑𝜑𝑢𝑢,𝑒𝑒 là nghiệm yếu duy nhất của 
phương trình 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝐴𝐴∗𝜑𝜑 +

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

�𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑢𝑢+𝑒𝑒𝑌𝑌�𝜑𝜑                                     

                       =
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

�𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑢𝑢+𝑒𝑒𝑌𝑌� + 𝑒𝑒𝐽𝐽    trong Ω

                   𝜑𝜑 = 0                                   trên Γ,   

 

trong đó 𝑦𝑦𝑢𝑢+𝑒𝑒𝑌𝑌 = 𝐺𝐺(𝑢𝑢 + 𝑒𝑒𝑌𝑌) và 𝐴𝐴∗ là toán tử 
liên hợp của 𝐴𝐴 xác định bởi  

𝐴𝐴∗𝜑𝜑(𝑥𝑥) = −��
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

�𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥)
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

𝜑𝜑(𝑥𝑥)�
𝑁𝑁

𝑗𝑗=1

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

. 

Ta định nghĩa hai tập hợp sau đây trước khi phát 
biểu định lý về các công thức tính đối đạo hàm cho 
hàm ràng buộc. Với 𝑤𝑤: = −𝜓𝜓(𝑢𝑢, 𝑒𝑒𝑃𝑃) ∈ 𝑄𝑄(𝑢𝑢, 𝑒𝑒𝑃𝑃), 
tức là (𝑢𝑢, 𝑒𝑒𝑃𝑃 ,𝑤𝑤) ∈ gph𝑄𝑄, và 𝜔𝜔 = (𝑒𝑒,𝑢𝑢) ∈ gph 𝒢𝒢𝑎𝑎𝑎𝑎, 
ta định nghĩa tập 

𝚵𝚵�(𝑄𝑄,𝜓𝜓,𝜔𝜔)(𝑢𝑢∗)

= � �𝑒𝑒∗ �
𝑒𝑒∗ = �𝑒𝑒𝑌𝑌∗ , 𝑒𝑒𝐽𝐽∗, 𝑒𝑒𝑃𝑃∗� ∈ 𝐸𝐸∗, 𝑒𝑒𝑌𝑌∗ = 𝑒𝑒𝐽𝐽∗ = 0,

(𝑒𝑒𝑃𝑃∗ ,−𝑢𝑢∗) ∈
∇𝜓𝜓(𝑢𝑢, 𝑒𝑒𝑃𝑃)∗𝑤𝑤∗ + 𝐷𝐷�∗𝑄𝑄(𝑢𝑢, 𝑒𝑒𝑃𝑃 ,𝑤𝑤)(𝑤𝑤∗)

�
𝑤𝑤∗∈𝑊𝑊∗

 

và tập 

𝚵𝚵(𝑄𝑄,𝜓𝜓,𝜔𝜔)(𝑢𝑢∗)

= � �𝑒𝑒∗ �
𝑒𝑒∗ = �𝑒𝑒𝑌𝑌∗ , 𝑒𝑒𝐽𝐽∗, 𝑒𝑒𝑃𝑃∗� ∈ 𝐸𝐸∗, 𝑒𝑒𝑌𝑌∗ = 𝑒𝑒𝐽𝐽∗ = 0,

(𝑒𝑒𝑃𝑃∗ ,−𝑢𝑢∗) ∈
∇𝜓𝜓(𝑢𝑢, 𝑒𝑒𝑃𝑃)∗𝑤𝑤∗ + 𝐷𝐷∗𝑄𝑄(𝑢𝑢, 𝑒𝑒𝑃𝑃 ,𝑤𝑤)(𝑤𝑤∗)

�
𝑤𝑤∗∈𝑊𝑊∗

 

trong đó ∇𝜓𝜓(𝑢𝑢, 𝑒𝑒𝑃𝑃)∗ là toán tử liên hợp của đạo hàm 
của hàm 𝜓𝜓 tại (𝑢𝑢, 𝑒𝑒𝑃𝑃).  

Định lý dưới đây thiết lập các công thức tính đối 
đạo hàm Fréchet và đối đạo hàm Mordukhovich của 
toán tử ràng buộc cân bằng 𝒢𝒢𝑎𝑎𝑎𝑎(⋅). Kết quả này được 
tham khảo trong nghiên cứu của Quí et al. (2023) 
(Định lý 3.3). Khái niệm SNC của một hàm đa trị có 
thể xem trong nghiên cứu của Mordukhovich et al. 
(2009). 

Định lý 2.4. Giả sử rằng các giả thiết (A1)–(A3) 
được thỏa mãn. Cho  𝜔𝜔� = (𝑒̅𝑒,𝑢𝑢�) ∈ gph 𝒢𝒢𝑎𝑎𝑎𝑎. Khi đó, 
với mọi 𝑢𝑢∗ ∈ 𝐿𝐿2(Ω), ta có các bao hàm thức 

𝚵𝚵�(𝑄𝑄,𝜓𝜓,𝜔𝜔�)(𝑢𝑢∗)              

⊂ 𝐷𝐷�∗𝒢𝒢𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑒̅𝑒,𝑢𝑢�)(𝑢𝑢∗) ⊂ 𝐷𝐷∗𝒢𝒢𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑒̅𝑒,𝑢𝑢�)(𝑢𝑢∗). 

Nếu toán tử đa trị 𝑄𝑄 đóng địa phương quanh 
điểm (𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒𝑃𝑃 ,𝑤𝑤�) với  𝑤𝑤� = −𝜓𝜓(𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒𝑃𝑃) ∈ 𝑄𝑄(𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒𝑃𝑃), 
SNC tại điểm (𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒𝑃𝑃,𝑤𝑤�) và thỏa điều kiện  

�0 ∈ ∇𝜓𝜓(𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒𝑃𝑃)∗𝑤𝑤∗ + 𝐷𝐷∗𝑄𝑄(𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒𝑃𝑃 ,𝑤𝑤�)(𝑤𝑤∗)
 ⟹𝑤𝑤∗ = 0

 

thì ta có các bao hàm thức 

     𝚵𝚵�(𝑄𝑄,𝜓𝜓,𝜔𝜔�)(𝑢𝑢∗) 

⊂ 𝐷𝐷�∗𝒢𝒢𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑒̅𝑒,𝑢𝑢�)(𝑢𝑢∗) ⊂ 𝐷𝐷∗𝒢𝒢𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑒̅𝑒,𝑢𝑢�)(𝑢𝑢∗) 

   ⊂ 𝚵𝚵(𝑄𝑄,𝜓𝜓,𝜔𝜔�)(𝑢𝑢∗). 

Nếu thêm vào đó toán tử đa trị 𝑄𝑄 chính quy đồ 
thị tại điểm (𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒𝑃𝑃 ,𝑤𝑤�) thì ta có các đẳng thức 

       𝚵𝚵�(𝑄𝑄,𝜓𝜓,𝜔𝜔�)(𝑢𝑢∗)        

  = 𝐷𝐷�∗𝒢𝒢𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑒̅𝑒,𝑢𝑢�)(𝑢𝑢∗) = 𝐷𝐷∗𝒢𝒢𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑒̅𝑒,𝑢𝑢�)(𝑢𝑢∗)     

  = 𝚵𝚵(𝑄𝑄,𝜓𝜓,𝜔𝜔�)(𝑢𝑢∗). 

3. DƯỚI VI PHÂN MORDUKHOVICH 

Trong mục này, ta sẽ thiết lập các công thức tính 
dưới vi phân Mordukhovich của hàm giá trị tối ưu 
của bài toán điều khiển tối ưu có tham số với ràng 
buộc cân bằng 𝑃𝑃(𝑒𝑒). Trước tiên ta cần nêu một số 
khái niệm sau đây được tham khảo trong nghiên cứu 
của Mordukhovich et al. (2009). 

Ta nói rằng ánh xạ nghiệm 𝑆𝑆 là 𝜇𝜇-nửa liên tục 
trong (𝜇𝜇-inner semicontinuous) tại (𝑒̅𝑒,𝑢𝑢�) ∈ gph𝑆𝑆 
nếu với mỗi dãy 𝑒𝑒𝑘𝑘

𝜇𝜇
→ 𝑒̅𝑒 tồn tại dãy  𝑢𝑢𝑘𝑘 ∈ 𝑆𝑆(𝑒𝑒𝑘𝑘) sao 

cho {𝑢𝑢𝑘𝑘} có dãy con hội tụ đến  𝑢𝑢�. 

Ánh xạ nghiệm 𝑆𝑆 được gọi là 𝜇𝜇-nửa compact 
trong (𝜇𝜇-inner semicompact) tại 𝑒̅𝑒 nếu với mỗi dãy 
𝑒𝑒𝑘𝑘

𝜇𝜇
→ 𝑒̅𝑒 tồn tại dãy  𝑢𝑢𝑘𝑘 ∈ 𝑆𝑆(𝑒𝑒𝑘𝑘) sao cho {𝑢𝑢𝑘𝑘} có dãy 

con hội tụ. 
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Định lý 3.1. Giả sử rằng các giả thiết (A1)–(A3) 
được thỏa mãn và xét 𝑒̅𝑒 = �𝑒̅𝑒𝑌𝑌, 𝑒̅𝑒𝐽𝐽, 𝑒̅𝑒𝑃𝑃� ∈ dom𝑆𝑆 và 
𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 ∈ 𝑆𝑆(𝑒̅𝑒). Khi đó, ta có các khẳng định sau: 

i) Nếu 𝑆𝑆 là 𝜇𝜇-nửa liên tục trong tại (𝑒̅𝑒,𝑢𝑢�𝑒̅𝑒) thì ta 
có bao hàm thức  

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑒̅𝑒) ⊂ 𝐽𝐽𝑒𝑒′(𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒) + 𝐷𝐷∗𝒢𝒢𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑒̅𝑒,𝑢𝑢�𝑒̅𝑒)�𝐽𝐽𝑢𝑢′ (𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒)�. 

ii) Nếu 𝑆𝑆 là 𝜇𝜇-nửa compact trong tại 𝑒̅𝑒 thì ta có 
bao hàm thức  

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑒̅𝑒) ⊂ � �𝐽𝐽𝑒𝑒′(𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒) + 𝐷𝐷∗𝒢𝒢𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑒̅𝑒,𝑢𝑢�)�𝐽𝐽𝑢𝑢′ (𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒)��
𝑢𝑢�∈𝑆𝑆(𝑒̅𝑒)

. 

iii) Nếu 𝑆𝑆 là 𝜇𝜇-nửa liên tục trong tại (𝑒̅𝑒,𝑢𝑢�𝑒̅𝑒), và 
𝒢𝒢𝑎𝑎𝑎𝑎 là chính quy pháp tuyến tại điểm (𝑒̅𝑒,𝑢𝑢�𝑒̅𝑒), và 
𝑆𝑆: dom 𝒢𝒢𝑎𝑎𝑎𝑎 → 2𝐿𝐿2(Ω) có một lát cắt Lipschitz trên 
địa phương tại (𝑒̅𝑒,𝑢𝑢�𝑒̅𝑒) thì hàm giá trị tối ưu 𝜇𝜇 là 
chính quy dưới tại  𝑒̅𝑒 và ta nhận được đẳng thức 

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑒̅𝑒) = 𝐽𝐽𝑒𝑒′(𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒) + 𝐷𝐷∗𝒢𝒢𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑒̅𝑒,𝑢𝑢�𝑒̅𝑒)�𝐽𝐽𝑢𝑢′ (𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒)�. 

Chứng minh. Ta chứng minh định lý dựa trên 
các khẳng định (i), (ii), (iii) trong nghiên cứu của 
Mordukhovich et al. (2009) (Định lý 7). Chú ý rằng 
hàm mục tiêu 𝐽𝐽(⋅,⋅) thuộc lớp 𝐶𝐶2 nên 𝐽𝐽(⋅,⋅) liên tục 
Lipschitz quanh điểm (𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒). 

i) Theo Định lý 7(i) trong nghiên cứu của 
Mordukhovich et al. (2009) ta có  

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑒̅𝑒) ⊂ � (𝑒𝑒∗ + 𝐷𝐷∗𝒢𝒢𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑒̅𝑒,𝑢𝑢�𝑒̅𝑒)(𝑢𝑢∗))
(𝑢𝑢∗,𝑒𝑒∗)∈𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑢𝑢�𝑒𝑒�,𝑒̅𝑒)

. 

Theo Định lý 2.3, hàm mục tiêu 𝐽𝐽: 𝐿𝐿2(Ω) × 𝐸𝐸 →
ℝ thuộc lớp 𝐶𝐶2, do đó  

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒) = {𝐽𝐽′(𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒)} = ��𝐽𝐽𝑢𝑢′ (𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒), 𝐽𝐽𝑒𝑒′(𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒)��. 

Từ đó ta thu được bao hàm thức  

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑒̅𝑒) ⊂ 𝐽𝐽𝑒𝑒′(𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒) + 𝐷𝐷∗𝒢𝒢𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑒̅𝑒,𝑢𝑢�𝑒̅𝑒)�𝐽𝐽𝑢𝑢′ (𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒)�. 

ii) Theo Định lý 7(ii) trong nghiên cứu của 
Mordukhovich et al. (2009) ta có  

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑒̅𝑒) ⊂        

� � (𝑒𝑒∗ + 𝐷𝐷∗𝒢𝒢𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑒̅𝑒,𝑢𝑢�)(𝑢𝑢∗))
(𝑢𝑢∗,𝑒𝑒∗)∈𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑢𝑢�,𝑒̅𝑒)𝑢𝑢�∈S(𝑒̅𝑒)

. 

Ta biết rằng hàm mục tiêu 𝐽𝐽: 𝐿𝐿2(Ω) × 𝐸𝐸 → ℝ 
thuộc lớp 𝐶𝐶2 nên với mọi 𝑢𝑢� ∈ S(𝑒̅𝑒) ta có  

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒) = {𝐽𝐽′(𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒)} = ��𝐽𝐽𝑢𝑢′ (𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒), 𝐽𝐽𝑒𝑒′(𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒)��. 

Do đó, ta thu được bao hàm thức  

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑒̅𝑒) ⊂ � �𝐽𝐽𝑒𝑒′(𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒) + 𝐷𝐷∗𝒢𝒢𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑒̅𝑒,𝑢𝑢�)�𝐽𝐽𝑢𝑢′ (𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒)��
𝑢𝑢�∈S(𝑒̅𝑒)

. 

iii) Từ các giả thiết đã cho ta có thể áp dụng Định 
lý 7(iii) trong nghiên cứu của Mordukhovich et al. 
(2009) để suy ra đẳng thức 
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑒̅𝑒) = 𝐽𝐽𝑒𝑒′(𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒) + 𝐷𝐷∗𝒢𝒢𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑒̅𝑒,𝑢𝑢�𝑒̅𝑒)�𝐽𝐽𝑢𝑢′ (𝑢𝑢�𝑒̅𝑒, 𝑒̅𝑒)� 

và hàm giá trị tối ưu 𝜇𝜇 chính quy dưới tại 𝑒̅𝑒.   

Ta nhận xét rằng công cụ và phương pháp chứng 
minh Định lý 3.1 là phát triển của kết quả của Quí et 
al. (2023). Trong khi Quí et al. (2023) nghiên cứu 
dưới vi phân Fréchet còn bài báo này nghiên cứu 
dưới vi phân Mordukhovich của hàm giá trị tối ưu 
của bài toán điều khiển tối ưu với ràng buộc cân 
bằng. 

Định lý 3.2. Giả sử rằng các giả thiết (A1)–(A3) 
được thỏa mãn và xét 𝑒̅𝑒 = �𝑒̅𝑒𝑌𝑌, 𝑒̅𝑒𝐽𝐽, 𝑒̅𝑒𝑃𝑃� ∈ dom𝑆𝑆 và 
𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 ∈ 𝑆𝑆(𝑒̅𝑒). Khi đó, ta có các khẳng định sau: 

i) Nếu 𝑆𝑆 là 𝜇𝜇-nửa liên tục trong tại (𝑒̅𝑒,𝑢𝑢�𝑒̅𝑒) và 
toán tử đa trị 𝑄𝑄 đóng địa phương quanh điểm 
(𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒𝑃𝑃 ,𝑤𝑤�) ∈ gph𝑄𝑄 và SNC tại điểm (𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒𝑃𝑃 ,𝑤𝑤�) với 
𝑤𝑤� : = −𝜓𝜓(𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒𝑃𝑃) ∈ 𝑄𝑄(𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒𝑃𝑃), và thỏa điều kiện  

�0 ∈ ∇𝜓𝜓(𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒𝑃𝑃)∗𝑤𝑤∗ + 𝐷𝐷∗𝑄𝑄(𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒𝑃𝑃 ,𝑤𝑤�)(𝑤𝑤∗)
 ⟹𝑤𝑤∗ = 0

 

thì ta có bao hàm thức  
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑒̅𝑒) ⊂ 𝐽𝐽𝑒𝑒′(𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒) + 𝚵𝚵(𝑄𝑄,𝜓𝜓,𝜔𝜔�𝑒̅𝑒)�𝐽𝐽𝑢𝑢′ (𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒)�, 

với 𝜔𝜔�𝑒̅𝑒: = (𝑒̅𝑒,𝑢𝑢�𝑒̅𝑒) ∈ gph 𝒢𝒢𝑎𝑎𝑎𝑎. 

ii) Nếu 𝑆𝑆 là 𝜇𝜇-nửa compact trong tại điểm 𝑒̅𝑒 và 
với mọi 𝑢𝑢� ∈ 𝑆𝑆(𝑒̅𝑒) toán tử đa trị 𝑄𝑄 đóng địa phương 
quanh điểm (𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒𝑃𝑃 ,𝑤𝑤�) ∈ gph𝑄𝑄 và SNC tại điểm 
(𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒𝑃𝑃 ,𝑤𝑤�), với 𝑤𝑤� : = −𝜓𝜓(𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒𝑃𝑃) ∈ 𝑄𝑄(𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒𝑃𝑃), và thỏa 
điều kiện  

�0 ∈ ∇𝜓𝜓(𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒𝑃𝑃)∗𝑤𝑤∗ + 𝐷𝐷∗𝑄𝑄(𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒𝑃𝑃 ,𝑤𝑤�)(𝑤𝑤∗)
 ⟹𝑤𝑤∗ = 0

 

thì ta có bao hàm thức  

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑒̅𝑒) ⊂ � �𝐽𝐽𝑒𝑒′(𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒) + 𝚵𝚵(𝑄𝑄,𝜓𝜓,𝜔𝜔�)�𝐽𝐽𝑢𝑢′ (𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒)��
𝑢𝑢�∈𝑆𝑆(𝑒̅𝑒)

, 

với 𝜔𝜔�: = (𝑒̅𝑒,𝑢𝑢�) ∈ gph 𝒢𝒢𝑎𝑎𝑎𝑎.  

iii) Nếu các giả thiết trong i) được thỏa mãn 
đồng thời 𝒢𝒢𝑎𝑎𝑎𝑎 là chính quy pháp tuyến tại (𝑒̅𝑒,𝑢𝑢�𝑒̅𝑒) và 
𝑆𝑆: dom 𝒢𝒢𝑎𝑎𝑎𝑎 → 2𝐿𝐿2(Ω) có một lát cắt Lipschitz trên 
địa phương tại (𝑒̅𝑒,𝑢𝑢�𝑒̅𝑒) thì hàm giá trị tối ưu 𝜇𝜇 là 
chính quy dưới tại  𝑒̅𝑒 và ta có đẳng thức 

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑒̅𝑒) = 𝐽𝐽𝑒𝑒′(𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒) + 𝚵𝚵(𝑄𝑄,𝜓𝜓,𝜔𝜔�𝑒̅𝑒)�𝐽𝐽𝑢𝑢′ (𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒)�. 
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Chứng minh. Ta sẽ áp dụng Định lý 2.4 và Định 
lý 3.1 để chứng minh định lý này.  

i) Với các giả thiết đã cho thì theo Định lý 2.4 ta 
có bao hàm thức 
𝐷𝐷∗𝒢𝒢𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑒̅𝑒,𝑢𝑢�𝑒̅𝑒)�𝐽𝐽𝑢𝑢′ (𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒)� ⊂ 𝚵𝚵(𝑄𝑄,𝜓𝜓,𝜔𝜔�𝑒̅𝑒)�𝐽𝐽𝑢𝑢′ (𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒)�. 

Kết hợp bao hàm thức này và Định lý 3.1 ta suy 
ra 

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑒̅𝑒) ⊂ 𝐽𝐽𝑒𝑒′(𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒) + 𝚵𝚵(𝑄𝑄,𝜓𝜓,𝜔𝜔�𝑒̅𝑒)�𝐽𝐽𝑢𝑢′ (𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒)�. 

ii) Với mọi  𝑢𝑢� ∈ 𝑆𝑆(𝑒̅𝑒), sử dụng tiếp bao hàm thức 
trong Định lý 2.4 sau đây  

𝐷𝐷∗𝒢𝒢𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑒̅𝑒,𝑢𝑢�)�𝐽𝐽𝑢𝑢′ (𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒)� ⊂ 𝚵𝚵(𝑄𝑄,𝜓𝜓,𝜔𝜔�)�𝐽𝐽𝑢𝑢′ (𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒)�. 

và áp dụng Định lý 3.1 ta thu được  

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑒̅𝑒) ⊂ � �𝐽𝐽𝑒𝑒′(𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒) + 𝚵𝚵(𝑄𝑄,𝜓𝜓,𝜔𝜔�)�𝐽𝐽𝑢𝑢′ (𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒)��
𝑢𝑢�∈S(𝑒̅𝑒)

. 

iii) Với các giả thiết đã cho, áp dụng Định lý 2.4 
ta suy ra 

𝐷𝐷∗𝒢𝒢𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑒̅𝑒,𝑢𝑢�𝑒̅𝑒)�𝐽𝐽𝑢𝑢′ (𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒)� = 𝚵𝚵(𝑄𝑄,𝜓𝜓,𝜔𝜔�𝑒̅𝑒)�𝐽𝐽𝑢𝑢′ (𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒)�. 

Từ đẳng thức này ta tiếp tục áp dụng Định lý 3.1 
để suy ra đẳng thức 

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑒̅𝑒) = 𝐽𝐽𝑒𝑒′(𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒) + 𝚵𝚵(𝑄𝑄,𝜓𝜓,𝜔𝜔�𝑒̅𝑒)�𝐽𝐽𝑢𝑢′ (𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒)�. 

Cũng theo Định lý 3.1 ta suy ra rằng hàm giá trị 
tối ưu 𝜇𝜇 chính quy dưới tại 𝑒̅𝑒.    

Định lý 3.3. Giả sử rằng các giả thiết (A1)–(A3) 
được thỏa mãn và xét 𝑒̅𝑒 = �𝑒̅𝑒𝑌𝑌, 𝑒̅𝑒𝐽𝐽, 𝑒̅𝑒𝑃𝑃� ∈ dom𝑆𝑆 và 
𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 ∈ 𝑆𝑆(𝑒̅𝑒). Khi đó, ta có các khẳng định sau: 

i) Nếu các giả thiết trong i) của Định lý 3.2 được 
thỏa mãn thì ta có bao hàm thức tường minh sau    

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑒̅𝑒) ⊂ 𝐽𝐽𝑒𝑒′(𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒) + 𝚵𝚵(𝑄𝑄,𝜓𝜓,𝜔𝜔�𝑒̅𝑒)�𝐽𝐽𝑢𝑢′ (𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒)� 

          ⊂ �

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

𝑒𝑒∗

�

�

𝑒𝑒∗ = �𝑒𝑒𝑌𝑌∗ , 𝑒𝑒𝐽𝐽∗, 𝑒𝑒𝑃𝑃∗� ∈ 𝐸𝐸∗,     
𝑒𝑒𝑌𝑌∗ = 𝜑𝜑𝑢𝑢�𝑒𝑒�,𝑒̅𝑒 + 𝜁𝜁(𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 + 𝑒̅𝑒𝑌𝑌),
𝑒𝑒𝐽𝐽∗ = 𝑦𝑦𝑢𝑢�𝑒𝑒�+𝑒̅𝑒𝑌𝑌 ,                       

�𝑒𝑒𝑃𝑃∗ ,−𝜑𝜑𝑢𝑢�𝑒𝑒�,𝑒̅𝑒 − 𝜁𝜁(𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 + 𝑒̅𝑒𝑌𝑌)�
∈ ∇𝜓𝜓(𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒𝑃𝑃)∗𝑤𝑤∗ +             
𝐷𝐷∗𝑄𝑄(𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒𝑃𝑃,𝑤𝑤�)(𝑤𝑤∗)     ⎭

⎪⎪
⎬

⎪⎪
⎫

𝑤𝑤∗∈𝑊𝑊∗

. 

ii) Nếu các giả thiết trong ii) của Định lý 3.2 
được thỏa mãn thì ta có bao hàm thức tường minh 
sau đây   

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑒̅𝑒) ⊂ � �𝐽𝐽𝑒𝑒′(𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒) + 𝚵𝚵(𝑄𝑄,𝜓𝜓,𝜔𝜔�)�𝐽𝐽𝑢𝑢′ (𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒)��
𝑢𝑢�∈S(𝑒̅𝑒)

 

⊂ � �

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

𝑒𝑒∗

�

�

𝑒𝑒∗ = �𝑒𝑒𝑌𝑌∗ , 𝑒𝑒𝐽𝐽∗, 𝑒𝑒𝑃𝑃∗� ∈ 𝐸𝐸∗,     
𝑒𝑒𝑌𝑌∗ = 𝜑𝜑𝑢𝑢�,𝑒̅𝑒 + 𝜁𝜁(𝑢𝑢� + 𝑒̅𝑒𝑌𝑌),
𝑒𝑒𝐽𝐽∗ = 𝑦𝑦𝑢𝑢�+𝑒̅𝑒𝑌𝑌 ,                       

�𝑒𝑒𝑃𝑃∗ ,−𝜑𝜑𝑢𝑢�,𝑒̅𝑒 − 𝜁𝜁(𝑢𝑢� + 𝑒̅𝑒𝑌𝑌)�
∈ ∇𝜓𝜓(𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒𝑃𝑃)∗𝑤𝑤∗ +               
𝐷𝐷∗𝑄𝑄(𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒𝑃𝑃 ,𝑤𝑤�)(𝑤𝑤∗)       ⎭

⎪⎪
⎬

⎪⎪
⎫

𝑤𝑤∗∈𝑊𝑊∗𝑢𝑢�∈S(𝑒̅𝑒)

. 

iii) Nếu các giả thiết trong iii) của Định lý 3.2 
được thỏa mãn thì ta có đẳng thức tường minh sau    

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑒̅𝑒) = 𝐽𝐽𝑒𝑒′(𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒) + 𝚵𝚵(𝑄𝑄,𝜓𝜓,𝜔𝜔�𝑒̅𝑒)�𝐽𝐽𝑢𝑢′ (𝑢𝑢�𝑒̅𝑒, 𝑒̅𝑒)� 

            = �

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

𝑒𝑒∗

�

�

𝑒𝑒∗ = �𝑒𝑒𝑌𝑌∗ , 𝑒𝑒𝐽𝐽∗, 𝑒𝑒𝑃𝑃∗� ∈ 𝐸𝐸∗,     
𝑒𝑒𝑌𝑌∗ = 𝜑𝜑𝑢𝑢�𝑒𝑒�,𝑒̅𝑒 + 𝜁𝜁(𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 + 𝑒̅𝑒𝑌𝑌),
𝑒𝑒𝐽𝐽∗ = 𝑦𝑦𝑢𝑢�𝑒𝑒�+𝑒̅𝑒𝑌𝑌 ,                       

�𝑒𝑒𝑃𝑃∗ ,−𝜑𝜑𝑢𝑢�𝑒𝑒�,𝑒̅𝑒 − 𝜁𝜁(𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 + 𝑒̅𝑒𝑌𝑌)�
∈ ∇𝜓𝜓(𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒𝑃𝑃)∗𝑤𝑤∗ +             
𝐷𝐷∗𝑄𝑄(𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒𝑃𝑃 ,𝑤𝑤�)(𝑤𝑤∗)     ⎭

⎪⎪
⎬

⎪⎪
⎫

𝑤𝑤∗∈𝑊𝑊∗

. 

Chứng minh. Áp dụng Định lý 2.3 ta suy ra rằng 
đạo hàm của hàm mục tiêu theo biến điều khiển tại 
các điểm (𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒) ∈ gph𝑆𝑆 và (𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒) ∈ gph𝑆𝑆 là  

𝐽𝐽𝑢𝑢′ (𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒) = 𝜑𝜑𝑢𝑢�𝑒𝑒�,𝑒̅𝑒 + 𝜁𝜁(𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 + 𝑒̅𝑒𝑌𝑌), 

𝐽𝐽𝑢𝑢′ (𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒) = 𝜑𝜑𝑢𝑢�,𝑒̅𝑒 + 𝜁𝜁(𝑢𝑢� + 𝑒̅𝑒𝑌𝑌).   

Theo Quí et al. (2022) (Định lý 4.2) ta cũng có 
đạo hàm của hàm mục tiêu theo biến tham số tại các 
điểm (𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒) ∈ gph𝑆𝑆 và (𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒) ∈ gph𝑆𝑆 là 

𝐽𝐽𝑒𝑒′(𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒) = �𝜑𝜑𝑢𝑢�𝑒𝑒�,𝑒̅𝑒 + 𝜁𝜁(𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 + 𝑒̅𝑒𝑌𝑌),𝑦𝑦𝑢𝑢�𝑒𝑒�+𝑒̅𝑒𝑌𝑌 , 0�, 

 𝐽𝐽𝑒𝑒′(𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒) = �𝜑𝜑𝑢𝑢�,𝑒̅𝑒 + 𝜁𝜁(𝑢𝑢� + 𝑒̅𝑒𝑌𝑌),𝑦𝑦𝑢𝑢�+𝑒̅𝑒𝑌𝑌 , 0�.     

Thay thế các biểu thức tường minh trên của  

𝐽𝐽𝑢𝑢′ (𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒),   𝐽𝐽𝑢𝑢′ (𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒),   𝐽𝐽𝑒𝑒′(𝑢𝑢�𝑒̅𝑒, 𝑒̅𝑒),   𝐽𝐽𝑒𝑒′(𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒) 

vào các bao hàm thức và đẳng thức được thiết 
lập trong i) - iii) của Định lý 3.2 ta suy ra các khẳng 
định tương ứng  i) - iii) của định lý.   

Để minh họa cho các kết quả chính của bài báo 
ta xét ví dụ tính toán sau đây. Chú ý rằng ví dụ sau 
đây xem xét bài toán 𝑃𝑃(𝑒𝑒) với ràng buộc bất đẳng 
thức dạng  

𝜓𝜓(𝑢𝑢, 𝑒𝑒𝑃𝑃) ≤ 0, 

trong đó ràng buộc bất đẳng thức này được biểu 
diễn dưới dạng bao hàm thức ràng buộc cân bằng 
của bài toán 𝑃𝑃(𝑒𝑒). Cần lưu ý thêm rằng các bài toán 
tối ưu và điều khiển tối ưu với ràng buộc bất đẳng 
thức là phổ biến và thường xuất hiện trong toán học 
cả về phương diện lý thuyết và ứng dụng. 
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Ví dụ 3.1. Xét hàm 𝑄𝑄: 𝐿𝐿2(Ω) × 𝐿𝐿𝑝𝑝(Ω) → 2ℝ 
được xác định bởi 

𝑄𝑄(𝑢𝑢, 𝑒𝑒𝑃𝑃) = [0, +∞),∀(𝑢𝑢, 𝑒𝑒𝑃𝑃) ∈ 𝐿𝐿2(Ω) × 𝐿𝐿𝑝𝑝(Ω). 

Khi đó, bao hàm thức ràng buộc cân bằng  

0 ∈ 𝜓𝜓(𝑢𝑢, 𝑒𝑒𝑃𝑃) + 𝑄𝑄(𝑢𝑢, 𝑒𝑒𝑃𝑃) 

tương đương với bất đẳng thức 𝜓𝜓(𝑢𝑢, 𝑒𝑒𝑃𝑃) ≤ 0. 
Xét điều khiển 𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 ∈ 𝑆𝑆(𝑒̅𝑒) với 𝑒̅𝑒 = �𝑒̅𝑒𝑌𝑌, 𝑒̅𝑒𝐽𝐽, 𝑒̅𝑒𝑃𝑃�. Với 
mọi 𝑢𝑢� ∈ 𝑆𝑆(𝑒̅𝑒) và điểm (𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒𝑃𝑃 ,𝑤𝑤�) ∈ gph𝑄𝑄 với  

𝑤𝑤� = −𝜓𝜓(𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒𝑃𝑃) ∈ 𝑄𝑄(𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒𝑃𝑃), 

ta thấy rằng 𝑄𝑄 đóng địa phương và thỏa SNC tại 
(𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒𝑃𝑃 ,𝑤𝑤�). Với mọi 𝑢𝑢� ∈ 𝑆𝑆(𝑒̅𝑒), ta tính toán được giá 
trị của đối đạo hàm 𝐷𝐷∗𝑄𝑄(𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒𝑃𝑃 ,𝑤𝑤�) của hàm đa trị 𝑄𝑄 
tại 𝑤𝑤∗ như sau 

𝐷𝐷∗𝑄𝑄(𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒𝑃𝑃,𝑤𝑤�)(𝑤𝑤∗) = �{(0,0)}    với 𝑤𝑤∗ ≥ 0 
     ∅         với 𝑤𝑤∗ < 0. 

Do đó  

�0 ∈ ∇𝜓𝜓(𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒𝑃𝑃)∗𝑤𝑤∗ + 𝐷𝐷∗𝑄𝑄(𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒𝑃𝑃 ,𝑤𝑤�)(𝑤𝑤∗)
⟹𝑤𝑤∗ = 0.

 

Áp dụng Định lý 3.2 và Định lý 4.3 ta thu được  

i) Khi 𝑆𝑆 là 𝜇𝜇-nửa liên tục trong tại (𝑒̅𝑒,𝑢𝑢�𝑒̅𝑒) thì ta 
có bao hàm thức  

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑒̅𝑒) ⊂ 𝐽𝐽𝑒𝑒′(𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒) + 𝚵𝚵(𝑄𝑄,𝜓𝜓,𝜔𝜔�𝑒̅𝑒)�𝐽𝐽𝑢𝑢′ (𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒)� 

⊂ ��𝜑𝜑𝑢𝑢�𝑒𝑒�,𝑒̅𝑒 + 𝜁𝜁(𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 + 𝑒̅𝑒𝑌𝑌),𝑦𝑦𝑢𝑢�𝑒𝑒�+𝑒̅𝑒𝑌𝑌 , 𝜂𝜂∇𝑒𝑒𝑃𝑃𝜓𝜓(𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒𝑃𝑃)��, 

trong đó 𝜂𝜂: = 𝑤𝑤∗ ≥ 0. 

ii) Khi 𝑆𝑆 là 𝜇𝜇-nửa compact trong tại điểm 𝑒̅𝑒 thì ta 
có bao hàm thức  

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑒̅𝑒) ⊂ � �𝐽𝐽𝑒𝑒′(𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒) + 𝚵𝚵(𝑄𝑄,𝜓𝜓,𝜔𝜔�)�𝐽𝐽𝑢𝑢′ (𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒)��
𝑢𝑢�∈S(𝑒̅𝑒)

 

            ⊂    

� ��𝜑𝜑𝑢𝑢�,𝑒̅𝑒 + 𝜁𝜁(𝑢𝑢� + 𝑒̅𝑒𝑌𝑌),𝑦𝑦𝑢𝑢�+𝑒̅𝑒𝑌𝑌 , 𝜂𝜂∇𝑒𝑒𝑃𝑃𝜓𝜓(𝑢𝑢� , 𝑒̅𝑒𝑃𝑃)��
𝑢𝑢�∈S(𝑒̅𝑒)

, 

trong đó 𝜂𝜂: = 𝑤𝑤∗ ≥ 0. 

iii) Khi 𝑆𝑆 là 𝜇𝜇-nửa liên tục trong và có một lát 
cắt Lipschitz trên địa phương tại (𝑒̅𝑒,𝑢𝑢�𝑒̅𝑒) thì ta có 
công thức tính chính xác sau 

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑒̅𝑒) = 𝐽𝐽𝑒𝑒′(𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒) + 𝚵𝚵(𝑄𝑄,𝜓𝜓,𝜔𝜔�𝑒̅𝑒)�𝐽𝐽𝑢𝑢′ (𝑢𝑢�𝑒̅𝑒, 𝑒̅𝑒)� 

= ��𝜑𝜑𝑢𝑢�𝑒𝑒�,𝑒̅𝑒 + 𝜁𝜁(𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 + 𝑒̅𝑒𝑌𝑌),𝑦𝑦𝑢𝑢�𝑒𝑒�+𝑒̅𝑒𝑌𝑌 , 𝜂𝜂∇𝑒𝑒𝑃𝑃𝜓𝜓(𝑢𝑢�𝑒̅𝑒 , 𝑒̅𝑒𝑃𝑃)��, 

trong đó 𝜂𝜂: = 𝑤𝑤∗ ≥ 0. 

4. KẾT LUẬN 

Bài báo nghiên cứu sự ổn định vi phân của bài 
toán điều khiển tối ưu có tham số cho phương trình 
đạo hàm riêng elliptic nửa tuyến tính với ràng buộc 
cân bằng. Bài báo đã đạt được các kết quả mới bao 
gồm các công thức tính toán/đánh giá dưới vi phân 
Mordukhovich của hàm giá trị tối ưu của bài toán 
điều khiển tối ưu có tham số với ràng buộc dạng cân 
bằng. Bài báo có thể tiếp tục được mở rộng theo 
hướng nghiên cứu dưới vi phân qua giới hạn suy 
biến của hàm giá trị tối ưu của bài toán điều khiển 
tối ưu có tham số với ràng buộc dạng cân bằng.  
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