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TÓM TẮT 
Trong bài báo này, mục tiêu chính là xem xét một lớp các phương 
trình vi phân ngẫu nhiên (PTVPNN) có hệ số không thỏa điều kiện 
Lipschitz. Đầu tiên, các PTVPNN cơ bản cùng với một số kết quả 
quan trọng có liên quan được giới thiệu. Tiếp theo, thông qua sự 
kết hợp của phương pháp cắt đuôi và các kết quả trước đó, sự tồn 
tại và tính duy nhất của nghiệm cho một dạng cụ thể của PTVPNN 
với hệ số trượt không thỏa điều kiện Lipschitz được chứng minh. 
Cuối cùng, tính dương của nghiệm và tính bị chặn của các moment 
của chúng được xem xét. 

Từ khoá: Điều kiện Lipschitz, hệ số khuếch tán, hệ số trượt, 
phương pháp cắt đuôi, phương trình vi phân ngẫu nhiên 

ABSTRACT 

The main objective of this paper is to examine a class of stochastic 
differential equations (SDEs) with coefficients that do not satisfy 
the Lipschitz condition. First, the basic SDEs along with some 
important related results are introduced. Next, by combining the 
truncation method with previous findings, the existence and 
uniqueness of solutions for a specific class of SDEs with non-
Lipschitz drift coefficients are established. Finally, the positivity 
of the solutions and the boundedness of their moments are 
investigated. 

Keywords: Lipschitz condition, diffusion coefficient, drift 
coefficient, truncation method, stochastic differential equation 

1. GIỚI THIỆU 

Phương trình vi phân ngẫu nhiên (PTVPNN) là 
một loại phương trình vi phân kết hợp giữa yếu tố 
xác định và yếu tố ngẫu nhiên để mô tả sự thay đổi 
của các quá trình theo thời gian. PTVPNN được ứng 
dụng trong nhiều lĩnh vực như tài chính, vật lý, sinh 
học và kinh tế, nơi mà các hiện tượng ngẫu nhiên có 
ảnh hưởng đáng kể đến sự biến đổi của các quá trình. 
Ví dụ, trong tài chính, PTVPNN được sử dụng để 
mô hình hóa sự biến động của giá cổ phiếu thông 

qua mô hình Black-Scholes (Black & Scholes, 
1973). Mô hình này sử dụng PTVPNN để định giá 
quyền chọn. Ngoài ra, PTVPNN cũng được sử dụng 
để mô hình hóa lãi suất, với các mô hình nổi tiếng 
như mô hình Vasicek (Vasicek, 1977) và mô hình 
Cox-Ingersoll-Ross (Cox et al., 1985) và một số mô 
hình khác. Trong sinh học, PTVPNN giúp mô phỏng 
sự lan truyền của dịch bệnh và sự thay đổi của quần 
thể sinh vật (Allen, 2007). Các ứng dụng khác của 
PTVPNN trong vật lý và kinh tế cũng rất phong phú, 



Tạp chí Khoa học Đại học Cần Thơ   Tập 60, Số chuyên đề: Khoa học tự nhiên (2024): 91-97 

92 

được trình bày trong nghiên cứu của Van Kampen 
(1992) và Dixit and Pindyck (1994). 

Một vấn đề quan trọng thường được đặt ra trong 
nghiên cứu PTVPNN là sự tồn tại và tính duy nhất 
của nghiệm. Đây là một bài toán được nhiều nhà 
khoa học quan tâm và đã đạt được nhiều kết quả 
quan trọng. Cụ thể, trong trường hợp các hệ số của 
phương trình thỏa mãn điều kiện Lipschitz, nghiệm 
của phương trình sẽ tồn tại và là duy nhất (Ikeda & 
Watanabe, 1981; Oksendal, 2013). Tuy nhiên, nếu 
điều kiện Lipschitz không được thỏa mãn, PTVPNN 
có thể vô nghiệm. Trong trường hợp có nghiệm, việc 
phát hiện và chứng minh sự tồn tại nghiệm sẽ phức 
tạp hơn, điều này đòi hỏi việc sử dụng nhiều phương 
pháp khác nhau tương ứng với các bài toán cụ thể 
(Mao, 2007). 

Trong phạm vi của bài báo này, sự tồn tại và tính 
duy nhất của nghiệm cho một lớp PTVPNN một 
chiều với hệ số trượt không thỏa mãn điều kiện 
Lipschitz được nghiên cứu. Bên cạnh đó, một số tính 
chất của nghiệm vừa tìm được cũng được nghiên 
cứu. Cụ thể, PTVPNN sau đây được xem xét: 

            𝑑𝑑𝑋𝑋𝑡𝑡 = (𝑋𝑋𝑡𝑡 − 𝑋𝑋𝑡𝑡2)𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜆𝜆𝑋𝑋𝑡𝑡𝑑𝑑𝐵𝐵𝑡𝑡,               (1) 

với 𝜆𝜆 là hằng số dương và điều kiện ban đầu là 
𝑋𝑋0 = 𝑥𝑥0 > 0.  

Nhắc lại, một hàm số 𝑓𝑓 xác định trên ℝ được gọi 
là thoả điều kiện Lipschitz nếu tồn tại một số thực 
𝐶𝐶 > 0 sao cho 

|𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑦𝑦)| ≤  𝐶𝐶|𝑥𝑥 − 𝑦𝑦|, 

với mọi 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈  ℝ.  

Dễ thấy rằng mặc dù hàm số 𝑔𝑔(𝑥𝑥): = 𝜆𝜆𝜆𝜆 thoả 
điều kiện Lipschitz nhưng hàm số ℎ(𝑥𝑥): = 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 
không thoả điều kiện này. Do đó, sự tồn tại nghiệm 
của phương trình (1) không được đảm bảo.  

2. PHƯƠNG PHÁP NGHIÊN CỨU 

Phần này sẽ nhắc lại các kết quả đã có của 
PTVPNN với các hệ số thoả mãn điều kiện Lipschitz 
và cách so sánh nghiệm của các PTVPNN có cùng 
hệ số khuếch tán. Các kết quả này được xem như là 
kiến thức cơ sở để giải bài toán được đưa ra. Đặc 
biệt, để giải quyết bài toán khi hệ số trượt không 
thoả điều kiện Lipschitz, phương pháp cắt đuôi được 
sử dụng. Đây là phương pháp được giới thiệu bởi 
Khoshnevisan et al. (2023) khi nghiên cứu phương 
trình vi phân ngẫu nhiên riêng. Phương pháp này 
cho ta cách xây dựng các hàm số liên tục Lipschitz 
từ hàm số chưa thoả điều kiện này. Sau đó, với các 

phép lấy giới hạn phù hợp ta sẽ thu được kết quả cho 
hàm số ban đầu.  

Trước tiên, chúng tôi nhắc lại một số vấn đề cơ 
bản về PTVPNN. Cụ thể, PTVPNN một chiều cơ 
bản có dạng tổng quát như sau: 

             𝑑𝑑𝑋𝑋𝑡𝑡 = 𝑏𝑏(𝑋𝑋𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜎𝜎(𝑋𝑋𝑡𝑡)𝑑𝑑𝐵𝐵𝑡𝑡,                (2) 

trong đó, biến 𝑋𝑋𝑡𝑡 là quá trình ngẫu nhiên cần tìm 
theo thời gian 𝑡𝑡, 𝑏𝑏 và 𝜎𝜎 là các hàm số xác định trên 
ℝ, lần lượt được gọi là hệ số trượt và hệ số khuếch 
tán của phương trình, và 𝐵𝐵𝑡𝑡 là quá trình Wiener hay 
còn được gọi là chuyển động Brown, biểu diễn cho 
yếu tố ngẫu nhiên. 

Hệ thống (𝛺𝛺,ℱ, {ℱ𝑡𝑡}𝑡𝑡≥0, {𝐵𝐵𝑡𝑡}𝑡𝑡≥0,𝑃𝑃) được gọi là 
một cơ sở ngẫu nhiên với không gian mẫu 𝛺𝛺 nếu ℱ 
là một 𝜎𝜎 - đại số trên 𝛺𝛺, {ℱ𝑡𝑡}𝑡𝑡≥0 là một bộ lọc trên 
ℱ, {𝐵𝐵𝑡𝑡}𝑡𝑡≥0  là quá trình ℱ𝑡𝑡- Wiener, và 𝑃𝑃 là độ đo 
xác suất trên ℱ. 

Nghiệm của PTVPNN được định nghĩa tương 
ứng với cơ sở ngẫu nhiên như sau: 

Định nghĩa 2.1. (i) Cho một cơ sở ngẫu nhiên 
(𝛺𝛺,ℱ, {ℱ𝑡𝑡}𝑡𝑡≥0, {𝐵𝐵𝑡𝑡}𝑡𝑡≥0,𝑃𝑃). Một quá trình ngẫu 
nhiên 𝑋𝑋 = {𝑋𝑋𝑡𝑡}𝑡𝑡≥0 được gọi là nghiệm của PTVPNN 
(2) tương ứng với cơ sở ngẫu nhiên 
(𝛺𝛺,ℱ, {ℱ𝑡𝑡}𝑡𝑡≥0, {𝐵𝐵𝑡𝑡}𝑡𝑡≥0,𝑃𝑃) nếu 𝑋𝑋 liên tục hầu chắc 
chắn (h.c.c.), thích nghi với bộ lọc {ℱ𝑡𝑡}𝑡𝑡≥0 và thoả 
mãn 

𝑋𝑋𝑡𝑡 = 𝑋𝑋0 + � 𝑏𝑏(𝑋𝑋𝑠𝑠)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡

0
+ � 𝜎𝜎(𝑋𝑋𝑠𝑠)𝑑𝑑𝐵𝐵𝑠𝑠

𝑡𝑡

0
 ℎ. 𝑐𝑐. 𝑐𝑐.  

Ngoài ra còn có các định nghĩa về nghiệm mạnh 
và nghiệm yếu như sau: 

(ii) PTVPNN (2) được gọi là có nghiệm mạnh 
nếu với mỗi cơ sở ngẫu nhiên 
(𝛺𝛺,ℱ, {ℱ𝑡𝑡}𝑡𝑡≥0, {𝐵𝐵𝑡𝑡}𝑡𝑡≥0,𝑃𝑃) và biến ngẫu nhiên ℱ0 - 
đo được 𝜂𝜂,  tồn tại một nghiệm cho phương trình (2) 
tương ứng với cơ sở ngẫu nhiên  
(𝛺𝛺,ℱ, {ℱ𝑡𝑡}𝑡𝑡≥0, {𝐵𝐵𝑡𝑡}𝑡𝑡≥0,𝑃𝑃) sao cho  𝑋𝑋0 = 𝜂𝜂 ℎ. 𝑐𝑐. 𝑐𝑐. 

(iii) PTVPNN (2) được gọi là có nghiệm yếu nếu 
với biến ngẫu nhiên ℱ0 - đo được 𝜂𝜂, tồn tại một 
nghiệm cho phương trình (2) tương ứng với cơ sở 
ngẫu nhiên (𝛺𝛺,ℱ, {ℱ𝑡𝑡}𝑡𝑡≥0, {𝐵𝐵𝑡𝑡}𝑡𝑡≥0,𝑃𝑃) nào đó sao 
cho  𝑋𝑋0 = 𝜂𝜂 theo phân phối. 

Tính duy nhất của nghiệm được chia thành hai 
loại: tính duy nhất mạnh (hay tính duy nhất theo 
đường đi) và tính duy nhất yếu (hay tính duy nhất 
theo luật phân phối). Cụ thể, các khái niệm này được 
trình bày như sau: 
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Định nghĩa 2.2. (i) Tính duy nhất mạnh: Giả sử 
tồn tại hai nghiệm 𝑋𝑋 = {𝑋𝑋𝑡𝑡}𝑡𝑡≥0 và 𝑋𝑋� = {𝑋𝑋�𝑡𝑡}𝑡𝑡≥0 
tương ứng với cùng cơ sở ngẫu nhiên 
(𝛺𝛺,ℱ, {ℱ𝑡𝑡}𝑡𝑡≥0, {𝐵𝐵𝑡𝑡}𝑡𝑡≥0,𝑃𝑃) và điều kiện ban đầu 
𝑋𝑋0 = 𝑋𝑋�0 h.c.c., thì  𝑋𝑋0 = 𝑋𝑋�0 h.c.c. với mọi 𝑡𝑡 ≥ 0. 

(ii) Tính duy nhất yếu: Nếu tồn tại hai nghiệm  
𝑋𝑋 = {𝑋𝑋𝑡𝑡}𝑡𝑡≥0 và 𝑋𝑋� = {𝑋𝑋�𝑡𝑡}𝑡𝑡≥0 tương ứng với cơ sở 
ngẫu nhiên (𝛺𝛺,ℱ, {ℱ𝑡𝑡}𝑡𝑡≥0, {𝐵𝐵𝑡𝑡}𝑡𝑡≥0,𝑃𝑃) và cơ sở ngẫu 
nhiên (𝛺𝛺� ,ℱ� , {ℱ�𝑡𝑡}𝑡𝑡≥0, {𝐵𝐵�𝑡𝑡}𝑡𝑡≥0,𝑃𝑃�), và điều kiện ban 
đầu 𝑋𝑋0 = 𝑋𝑋�0 theo phân phối, thì  𝑋𝑋𝑡𝑡 = 𝑋𝑋�𝑡𝑡 theo phân 
phối với mọi 𝑡𝑡 ≥ 0. 

Theo Yamada and Watanabe (1971), sự tồn tại 
của tính duy nhất mạnh dẫn đến sự tồn tại của tính 
duy nhất yếu. 

Với các điều kiện nhất định, sự tồn tại và tính 
duy nhất của các nghiệm cho PTVPNN được đảm 
bảo. Cụ thể, các điều kiện sau đây là đủ để đạt được 
các kết quả này. 

Bổ đề 2.3. Giả sử 𝑏𝑏 và 𝜎𝜎  là các hàm liên tục 
Lipschitz trên tập số thực ℝ.  Khi đó, PTVPNN (2) 
có nghiệm mạnh duy nhất. Có nghĩa là, tồn tại 
nghiệm mạnh cho phương trình (2) và tính duy nhất 
mạnh được đảm bảo. 

Kết quả của bổ đề trên được trình bày trong 
nghiên cứu của Ikeda và Watanabe (1981) cùng với 
Oksendal (2013). Đây là kết quả quan trọng khi 
nghiên cứu về PTVPNN. 

Bên cạnh đó, ta có thể so sánh giá trị giữa các 
nghiệm của các PTVPNN dưới các điều kiện cụ thể 
như được mô tả trong định lý sau đây. 

Bổ đề 2.4. Cho cơ sở ngẫu nhiên 
(𝛺𝛺,ℱ, {ℱ𝑡𝑡}𝑡𝑡≥0, {𝐵𝐵𝑡𝑡}𝑡𝑡≥0,𝑃𝑃) và các PTVPNN 

𝑑𝑑𝑋𝑋(𝑖𝑖)
𝑡𝑡 = 𝑏𝑏𝑖𝑖�𝑋𝑋(𝑖𝑖)

𝑡𝑡�𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜎𝜎(𝑋𝑋(𝑖𝑖)
𝑡𝑡)𝑑𝑑𝐵𝐵𝑡𝑡, 

với 𝑖𝑖 ∈ {1,2}.  

Giả sử 𝑏𝑏1(𝑥𝑥) ≤  𝑏𝑏2(𝑥𝑥) với mọi 𝑥𝑥 ∈ ℝ, các 
nghiệm mạnh duy nhất 𝑋𝑋(𝑖𝑖) = �𝑋𝑋(𝑖𝑖)

𝑡𝑡�𝑡𝑡≥0 của các 
PTVPNN trên tương ứng với cơ sở ngẫu nhiên 
(𝛺𝛺,ℱ, {ℱ𝑡𝑡}𝑡𝑡≥0, {𝐵𝐵𝑡𝑡}𝑡𝑡≥0,𝑃𝑃) tồn tại và thoả điều kiện 

𝑋𝑋(1)
0 ≤  𝑋𝑋(2)

0 h.c.c. 

Khi đó  

𝑋𝑋(1)
𝑡𝑡 ≤ 𝑋𝑋(2)

𝑡𝑡 ℎ. 𝑐𝑐. 𝑐𝑐. , 

với mọi 𝑡𝑡 ≥ 0. 

Kết quả trên là phiên bản đơn giản hơn của định 
lý 1.1 trong Chương 6 của Ikeda và Watanabe 
(1989). Từ kết quả này, ta có thể suy ra rằng, khi xét 

hai PTVPNN với cùng hệ số khuếch tán, nếu 
phương trình nào có hệ số trượt lớn hơn và điều kiện 
ban đầu lớn hơn, thì nghiệm của phương trình đó sẽ 
lớn hơn. Lưu ý rằng kết quả này không phụ thuộc 
bởi điều kiện Lipschitz. 

Trở lại với phương trình (1), mặc dù hệ số 
khuếch tán 𝜎𝜎(𝑥𝑥): = 𝜆𝜆𝜆𝜆 thoả điều kiện Lipschitz 
nhưng hệ số trượt 𝑏𝑏(𝑥𝑥): = 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2 không thoả điều 
kiện này. Do đó, đây là PTVPNN với hệ số trượt 
không thoả điều kiện Lipschitz. Bổ đề sau cho ta 
cách xây dựng các hàm thoả điều kiện Lipschitz từ 
hệ số trượt đã cho bằng phương pháp cắt đuôi.  

Bổ đề 2.5. Với 𝑁𝑁 ∈ ℕ, đặt  

            𝑏𝑏𝑁𝑁(𝑥𝑥) =  �
0 𝑛𝑛ế𝑢𝑢 𝑥𝑥 ≤ 0,

𝑏𝑏(𝑥𝑥) 𝑛𝑛ế𝑢𝑢 0 < 𝑥𝑥 < 𝑁𝑁,
𝑏𝑏(𝑁𝑁) 𝑛𝑛ế𝑢𝑢 𝑥𝑥 ≥ 𝑁𝑁.

    (3) 

Khi đó, 𝑏𝑏𝑁𝑁 là hàm liên tục Lipschitz, bị chặn trên 
ℝ.  

Chứng minh. Hàm 𝑏𝑏𝑁𝑁, được xây dựng như công 
thức (3), rõ ràng là hàm liên tục bị chặn trên ℝ. Hơn 
nữa, hàm 𝑏𝑏𝑁𝑁 thoả mãn điều kiện Lipschitz với hằng 
số Lipschitz là 1 + 3𝑁𝑁2.                                          

Với việc lấy giới hạn khi 𝑁𝑁 → +∞ ta sẽ được 
𝑏𝑏𝑁𝑁(𝑥𝑥) →  𝑏𝑏(𝑥𝑥) với mọi 𝑥𝑥 ≥ 0. Do đó, với việc lấy 
giới hạn này ta kỳ vọng sẽ thu được kết quả cho 
phương trình với hệ số trượt 𝑏𝑏.  

3. SỰ TỒN TẠI VÀ TÍNH DUY NHẤT 

Định lý 3.1. PTVPNN (1) có nghiệm mạnh duy 
nhất. 

Chứng minh. Trong các phần tiếp theo của bài 
báo chúng tôi sử dụng cơ sở ngẫu nhiên 
(𝛺𝛺,ℱ, {ℱ𝑡𝑡}𝑡𝑡≥0, {𝐵𝐵𝑡𝑡}𝑡𝑡≥0,𝑃𝑃).  

Theo Bổ đề 2.5 , 𝑏𝑏𝑁𝑁 là hàm liên tục Lipschitz và 
bị chặn trên [0,∞). Do đó, PTVPNN sau có các hệ 
số thoả điều kiện Lipschitz 

𝑑𝑑𝑋𝑋𝑡𝑡
(𝑁𝑁) = 𝑏𝑏𝑁𝑁�𝑋𝑋𝑡𝑡

(𝑁𝑁)�𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜎𝜎�𝑋𝑋𝑡𝑡
(𝑁𝑁)�𝑑𝑑𝐵𝐵𝑡𝑡, 

với điều kiện ban đầu 𝑋𝑋0
(𝑁𝑁) = 𝑥𝑥0. 

Theo Bổ đề 2.3, phương trình trên có nghiệm 
mạnh duy nhất 𝑋𝑋(𝑁𝑁) = �𝑋𝑋(𝑁𝑁)

𝑡𝑡�𝑡𝑡≥0 đối với cơ sở 
ngẫu nhiên (𝛺𝛺,ℱ, {ℱ𝑡𝑡}𝑡𝑡≥0, {𝐵𝐵𝑡𝑡}𝑡𝑡≥0,𝑃𝑃). 

Vì 𝑏𝑏𝑁𝑁(0) = 0, 𝜎𝜎(0) = 0, và 𝑥𝑥0 > 0 nên theo 
định lý so sánh nghiệm ta được 𝑋𝑋𝑡𝑡

(𝑁𝑁) > 0 h.c.c. với 
mọi 𝑡𝑡 ≥ 0 và 𝑁𝑁 ≥ 1. 

Ngoài ra, với mọi 𝑥𝑥 ∈ ℝ và 𝑁𝑁 ≥  1, ta có 
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𝑏𝑏𝑁𝑁(𝑥𝑥) ≥ 𝑏𝑏𝑁𝑁+1(𝑥𝑥). 

Theo Bổ đề 2.4, ta được 

𝑋𝑋𝑡𝑡
(𝑁𝑁) ≥ 𝑋𝑋𝑡𝑡

(𝑁𝑁+1) ℎ. 𝑐𝑐. 𝑐𝑐., 

với mọi 𝑡𝑡 ≥ 0 và 𝑁𝑁 ≥ 1. 

Do đó  

𝑋𝑋𝑡𝑡: = lim
𝑁𝑁→∞

𝑋𝑋𝑡𝑡
(𝑁𝑁), 

tồn tại h.c.c. với mọi 𝑡𝑡 ≥ 0. 

Vì 𝑋𝑋(𝑁𝑁) là quá trình ngẫu nhiên thích nghi với bộ 
lọc {ℱ𝑡𝑡}𝑡𝑡≥0 nên 𝑋𝑋𝑡𝑡 cũng thích nghi với bộ lọc 
{ℱ𝑡𝑡}𝑡𝑡≥0. 

Với 𝑁𝑁 ≥ 1, đặt 

𝑇𝑇𝑁𝑁 ≔ 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖{𝑡𝑡 ≥ 0; 𝑋𝑋𝑡𝑡
(𝑁𝑁) ≥ N}. 

Khi đó, 𝑇𝑇𝑁𝑁 là quá trình dừng với bộ lọc {ℱ𝑡𝑡}𝑡𝑡≥0. 

Vì 𝑏𝑏𝑁𝑁 ≥ 𝑏𝑏𝑁𝑁+1nên từ Bổ đề 2.4, ta được 

𝑋𝑋𝑡𝑡
(𝑁𝑁) ≥ 𝑋𝑋𝑡𝑡

(𝑁𝑁+1) ℎ. 𝑐𝑐. 𝑐𝑐., 

với 𝑡𝑡 ∈ [0,𝑇𝑇𝑁𝑁). 

Lập luận tương tự ta cũng được 

𝑋𝑋𝑡𝑡
(𝑁𝑁) = 𝑋𝑋𝑡𝑡

(𝑁𝑁+𝑀𝑀) ℎ. 𝑐𝑐. 𝑐𝑐., 

với mọi 𝑡𝑡 ∈ [0,𝑇𝑇𝑁𝑁), 𝑁𝑁,𝑀𝑀 ∈ ℕ. 

Cho 𝑀𝑀 → ∞ ta được  

                         𝑋𝑋𝑡𝑡 = 𝑋𝑋𝑡𝑡
(𝑁𝑁) ℎ. 𝑐𝑐. 𝑐𝑐.,          (4) 

với mọi 𝑡𝑡 ∈ [0,𝑇𝑇𝑁𝑁) và 𝑁𝑁 ∈ ℕ. 

Vì vậy ta có thể xem 𝑇𝑇𝑁𝑁 là thời gian đầu tiên sao 
cho 𝑋𝑋𝑡𝑡 ≥ 𝑁𝑁.  

Từ đó suy ra  

𝑇𝑇𝑁𝑁 ≤ 𝑇𝑇𝑁𝑁+1 ℎ. 𝑐𝑐. 𝑐𝑐. 

Lưu ý rằng theo tính chất nghiệm của PTVPNN 
ta có 𝑋𝑋(𝑁𝑁) là một quá trình ngẫu nhiên liên tục h.c.c. 
Do đó, từ đẳng thức (4) ta được 𝑋𝑋 là một quá trình 
liên tục h.c.c. trên [0,𝑇𝑇𝑁𝑁). Do vậy, nếu 𝑇𝑇𝑁𝑁  → ∞  khi 
𝑁𝑁 → ∞ thì ta có thể kết luận rằng 𝑋𝑋 là một quá trình 
liên tục h.c.c. Đây cũng chính là kết quả của bổ đề 
sau. 

Bổ đề 3.2. Giới hạn  𝑇𝑇∞: =  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑁𝑁→∞

𝑇𝑇𝑁𝑁 tồn tại và 
bằng vô cực h.c.c.  

Chứng minh. Như đã trình bày, 𝑇𝑇𝑁𝑁 là thời gian 
đầu tiên thoả 𝑋𝑋𝑡𝑡 ≥ 𝑁𝑁. Do đó 

𝑇𝑇𝑁𝑁 ≤ 𝑇𝑇𝑁𝑁+1 ℎ. 𝑐𝑐. 𝑐𝑐. 

Vì vậy  

𝑇𝑇∞: =  lim
𝑁𝑁→∞

𝑇𝑇𝑁𝑁 

tồn tại h.c.c. 

Theo Bổ đề 2.4, với mọi 𝑡𝑡 ≥ 0 ta được 

                         0 ≤  𝑋𝑋𝑡𝑡
(𝑁𝑁) ≤ 𝑌𝑌𝑡𝑡 ℎ. 𝑐𝑐. 𝑐𝑐.,                   (5) 

trong đó 𝑌𝑌𝑡𝑡 là nghiệm của PTVPNN 

𝑑𝑑𝑌𝑌𝑡𝑡 = 𝑌𝑌𝑡𝑡𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜆𝜆𝑌𝑌𝑡𝑡𝑑𝑑𝐵𝐵𝑡𝑡, 

với điều kiện ban đầu 𝑌𝑌0 = 𝑥𝑥0. 

Nghiệm của phương trình trên có thể tìm được 
cụ thể như sau: 

𝑌𝑌𝑡𝑡 = 𝑥𝑥0𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 ��1 −
𝜆𝜆2

2
� 𝑡𝑡 + 𝜆𝜆𝐵𝐵𝑡𝑡�. 

Với 𝑘𝑘 ∈ ℕ, ta được 

𝑌𝑌𝑡𝑡𝑘𝑘 = 𝑥𝑥0𝑘𝑘𝑒𝑒𝑡𝑡𝑡𝑡 �𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �−
𝜆𝜆2

2
𝑡𝑡 + 𝜆𝜆𝐵𝐵𝑡𝑡��

𝑘𝑘

. 

Vì 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �− 𝜆𝜆2

2
𝑡𝑡 + 𝜆𝜆𝐵𝐵𝑡𝑡� là một Martingale liên tục 

không âm nên với 𝑇𝑇 > 0 ta được 

𝐸𝐸 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑡𝑡∈[0,𝑇𝑇]

𝑌𝑌𝑡𝑡𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥0𝑘𝑘𝑒𝑒𝑇𝑇𝑇𝑇𝐸𝐸 � 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑡𝑡∈[0,𝑇𝑇]

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �−
𝜆𝜆2

2
𝑡𝑡 + 𝜆𝜆𝐵𝐵𝑡𝑡��

𝑘𝑘

 

          ≤ 𝑥𝑥0𝑘𝑘𝑒𝑒𝑇𝑇𝑇𝑇 �
𝑘𝑘

𝑘𝑘 − 1
�
𝑘𝑘

𝐸𝐸 �𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �−
𝜆𝜆2

2
𝑇𝑇 + 𝜆𝜆𝐵𝐵𝑇𝑇��

𝑘𝑘

 

           = 𝑥𝑥0𝑘𝑘 �
𝑘𝑘

𝑘𝑘−1
�
𝑘𝑘

exp �𝑘𝑘 − 𝑘𝑘𝑘𝑘2𝑇𝑇
2

+ 𝑘𝑘2𝜆𝜆2𝑇𝑇
2

� .  (6) 

Dấu bất đẳng thức thứ hai là kết quả của việc áp 
dụng bất đẳng thức Doob cho các quá trình 
Martingale (xem thêm chi tiết trong nghiên cứu của 
Revuz and Yor, 2013). 

Từ biểu thức (5) và bất đẳng thức Markov, ta 
được 

𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑁𝑁 ≤ 𝑇𝑇) ≤  𝑃𝑃 � 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑡𝑡∈[0,𝑇𝑇]

𝑌𝑌𝑡𝑡 ≥ 𝑁𝑁� ≤  
𝐸𝐸� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑡𝑡∈[0,𝑇𝑇]

𝑌𝑌𝑡𝑡
𝑘𝑘�

𝑁𝑁𝑘𝑘
. 

Kết hợp với biểu thức (6) cho ta kết quả sau 

𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑁𝑁 ≤ 𝑇𝑇)

≤  
𝑥𝑥0𝑘𝑘 �

𝑘𝑘
𝑘𝑘 − 1�

𝑘𝑘
exp �𝑘𝑘 − 𝑘𝑘𝑘𝑘2𝑇𝑇

2 + 𝑘𝑘2𝜆𝜆2𝑇𝑇
2 �

𝑁𝑁𝑘𝑘  

→ 0 khi 𝑁𝑁 → ∞.                   (7) 
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Vì vậy, 𝑇𝑇𝑁𝑁 → ∞ h.c.c. khi 𝑁𝑁 → ∞.                       

Như đã thảo luận trước đó, kết quả của bổ đề trên 
suy ra rằng 𝑋𝑋 liên tục hầu khắp nơi trên [0,∞). 

Vấn đề cuối cùng để đạt được kết quả rằng 𝑋𝑋 là 
nghiệm của phương trình (1) là cần chứng minh 𝑋𝑋 
thoả mãn 

𝑋𝑋𝑡𝑡 = 𝑥𝑥0 + ∫ 𝑋𝑋𝑠𝑠 − 𝑋𝑋𝑠𝑠2𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡
0 + ∫ 𝜆𝜆𝑋𝑋𝑠𝑠𝑑𝑑𝐵𝐵𝑠𝑠

𝑡𝑡
0  ℎ. 𝑐𝑐. 𝑐𝑐.  

                 (8) 

Ta đã có 

0 ≤  𝑋𝑋𝑡𝑡 ≤ 𝑌𝑌𝑡𝑡 ℎ. 𝑐𝑐. 𝑐𝑐. 

và 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑡𝑡∈[0,𝑇𝑇]

𝑌𝑌𝑡𝑡 ∈ 𝐿𝐿𝑘𝑘. 

Vì vậy  

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑡𝑡∈[0,𝑇𝑇]

𝑋𝑋𝑡𝑡 ∈ 𝐿𝐿𝑘𝑘. 

Do đó, tích phân ngẫu nhiên  

𝐼𝐼𝑡𝑡 ≔ � 𝜆𝜆𝑋𝑋𝑠𝑠𝑑𝑑𝐵𝐵𝑠𝑠
𝑡𝑡

0
 

tồn tại và liên tục h.c.c.  

Bên cạnh đó từ biểu thức (4) ta được (8) đúng 
với mọi 𝑡𝑡 ∈ [0,𝑇𝑇𝑁𝑁) và mọi 𝑁𝑁 ∈  ℕ. Kết hợp cùng 
với Bổ đề 2.2 ta được (8) đúng với mọi 𝑡𝑡 ∈ [0,∞).  

Sự tồn tại nghiệm của phương trình (1) đã được 
chứng minh. Tính duy nhất của 𝑋𝑋 dễ dàng được suy 
ra từ tính duy nhất của 𝑋𝑋(𝑁𝑁).    

Tóm lại, Định lý 3.1 đã được chứng minh.   

4. MỘT SỐ TÍNH CHẤT NGHIỆM 

Định lý 4.1. Nghiệm của PTVPNN (1) luôn 
dương với mọi 𝑡𝑡 ≥ 0.   

Chứng minh. Vì 𝑋𝑋𝑡𝑡
(𝑁𝑁) > 0 ℎ. 𝑐𝑐. 𝑐𝑐.  với mọi 

𝑡𝑡 > 0 và 𝑁𝑁 ∈ ℕ  nên ta có 

𝑃𝑃(𝑋𝑋𝑡𝑡 ≤ 0,𝑇𝑇𝑁𝑁 > 𝑡𝑡) = 𝑃𝑃�𝑋𝑋𝑡𝑡
(𝑁𝑁) ≤ 0,𝑇𝑇𝑁𝑁 > 𝑡𝑡� = 0. 

Điều này cùng với biểu thức (7) cho ta kết quả 
sau: 

𝑃𝑃(𝑋𝑋𝑡𝑡 ≤ 0) = lim
𝑁𝑁→∞

𝑃𝑃(𝑋𝑋𝑡𝑡 ≤ 0,𝑇𝑇𝑁𝑁 ≤ 𝑡𝑡)
+ lim

𝑁𝑁→∞
𝑃𝑃(𝑋𝑋𝑡𝑡 ≤ 0,𝑇𝑇𝑁𝑁 > 𝑡𝑡) 

≤ lim
𝑁𝑁→∞

𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑁𝑁 ≤ 𝑡𝑡) + lim
𝑁𝑁→∞

𝑃𝑃(𝑋𝑋𝑡𝑡
(𝑁𝑁) ≤ 0,𝑇𝑇𝑁𝑁 > 𝑡𝑡) 

= 0. 

Do đó, ta có thể kết luận rằng 𝑋𝑋𝑡𝑡 > 0 ℎ. 𝑐𝑐. 𝑐𝑐. như 
mong muốn.                                                           

Bên cạnh đó, nghiệm của phương trình (1) có các 
moment bị chặn được trình bày như sau: 

Định lý 4.2. Với 𝑘𝑘 ≥ 2, ta có 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑡𝑡 ≥0

𝐸𝐸�𝑋𝑋𝑡𝑡𝑘𝑘� ≤ [2𝑥𝑥0 + 8𝑅𝑅(𝑘𝑘)]𝑘𝑘. 

Trong đó 𝑅𝑅(𝑘𝑘) được xác định bởi 

𝑅𝑅(𝑘𝑘) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑦𝑦≥0

𝑏𝑏(𝑦𝑦) + 𝛾𝛾𝑘𝑘2𝑦𝑦
1 + 𝛾𝛾𝑘𝑘2

< ∞, 

với  𝛾𝛾 = 4𝜆𝜆2 ∨ 1
4
. 

Hơn nữa, 𝑅𝑅(𝑘𝑘) ↑ ∞ khi 𝑘𝑘 ↑ ∞. 

Chứng minh. Với 𝑘𝑘 ≥ 2 cố định cho trước, 
chọn một giá trị dương 𝜌𝜌 = 𝜌𝜌(𝑘𝑘) = 1 + 𝛾𝛾𝑘𝑘2 sao 
cho với mọi 𝑦𝑦 ≥ 𝜌𝜌 ta có  

(1 + 𝛾𝛾𝑘𝑘2)𝑦𝑦 ≤ 𝑦𝑦2. 

Với 𝑦𝑦 ∈ [0,𝜌𝜌], ta luôn có 

(1 + 𝛾𝛾𝑘𝑘2)𝑦𝑦 ≤ (1 + 𝛾𝛾𝑘𝑘2)𝜌𝜌 −  𝛾𝛾𝑘𝑘2𝑦𝑦. 

Vì vậy, ta có thể kết luận rằng 

(1 + 𝛾𝛾𝑘𝑘2)𝑦𝑦 ≤ (1 + 𝛾𝛾𝑘𝑘2)𝜌𝜌 + 𝑦𝑦2. 

Bên cạnh đó, với mọi 𝑦𝑦 ≥ 0, ta có thể biểu diễn 

𝑏𝑏(𝑦𝑦) ≤  (1 + 𝛾𝛾𝑘𝑘2)𝜌𝜌 −  𝛾𝛾𝑘𝑘2𝑦𝑦. 

Hiển nhiên 

𝑅𝑅(𝑘𝑘) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑦𝑦≥0

𝑏𝑏(𝑦𝑦) + 𝛾𝛾𝑘𝑘2𝑦𝑦
1 + 𝛾𝛾𝑘𝑘2

=
1
2

(1 + 𝛾𝛾𝑘𝑘2) =
1
2
𝜌𝜌. 

Vì thế 𝑅𝑅(𝑘𝑘) < ∞ và 𝑅𝑅(𝑘𝑘) ↑ ∞ khi 𝑘𝑘 ↑ ∞. 

Theo Bổ đề 2.4, ta được 

𝑃𝑃(𝑋𝑋𝑡𝑡 ≤ 𝐾𝐾𝑡𝑡 𝑣𝑣ớ𝑖𝑖 𝑚𝑚ọ𝑖𝑖 𝑡𝑡 ≥ 0) = 1, 

trong đó 𝐾𝐾𝑡𝑡 là nghiệm của PTVPNN 

𝑑𝑑𝐾𝐾𝑡𝑡 = �(1 + 𝛾𝛾𝑘𝑘2)2𝑅𝑅(𝑘𝑘) −  𝛾𝛾𝑘𝑘2𝐾𝐾𝑡𝑡�𝑑𝑑𝑑𝑑 +
𝜆𝜆𝐾𝐾𝑡𝑡𝑑𝑑𝐵𝐵𝑡𝑡, 

 với điều kiện ban đầu 𝐾𝐾0 = 𝑥𝑥0. 

Đặt 𝑎𝑎 ≔ 𝛾𝛾𝑘𝑘2 và 𝑐𝑐 ≔ (1 + 𝛾𝛾𝑘𝑘2)2𝑅𝑅(𝑘𝑘).  

Ta có 

                𝑑𝑑𝐾𝐾𝑡𝑡 = (𝑐𝑐 −  𝑎𝑎𝐾𝐾𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜆𝜆𝐾𝐾𝑡𝑡𝑑𝑑𝐵𝐵𝑡𝑡.         (9) 

Đặt 𝑍𝑍𝑡𝑡: = 𝑒𝑒𝑎𝑎𝑎𝑎𝐾𝐾𝑡𝑡. Theo công thức Itô, ta được 

𝑑𝑑𝑍𝑍𝑡𝑡 = 𝑎𝑎𝑒𝑒𝑎𝑎𝑎𝑎𝐾𝐾𝑡𝑡𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑒𝑒𝑎𝑎𝑎𝑎𝑑𝑑𝐾𝐾𝑡𝑡.                   (10) 
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Thay biểu thức (10) vào biểu thức (9) và rút gọn, 
ta được 

𝑑𝑑𝑍𝑍𝑡𝑡 = 𝑐𝑐𝑒𝑒𝑎𝑎𝑎𝑎𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑒𝑒𝑎𝑎𝑎𝑎𝐾𝐾𝑡𝑡𝑑𝑑𝐵𝐵𝑡𝑡. 

Vì vậy 

𝑍𝑍𝑡𝑡 = 𝑍𝑍0 + � 𝑐𝑐𝑒𝑒𝑎𝑎𝑎𝑎𝑑𝑑𝑑𝑑 +
𝑡𝑡

0
� 𝜆𝜆𝑒𝑒𝑎𝑎𝑎𝑎𝐾𝐾𝑠𝑠𝑑𝑑𝐵𝐵𝑠𝑠.
𝑡𝑡

0
 

Do đó 

𝐾𝐾𝑡𝑡 =
1
𝑒𝑒𝑎𝑎𝑎𝑎

�𝑥𝑥0 +
𝑐𝑐
𝑎𝑎

(𝑒𝑒𝑎𝑎𝑎𝑎 − 1)� +
1
𝑒𝑒𝑎𝑎𝑎𝑎

� 𝜆𝜆𝑒𝑒𝑎𝑎𝑎𝑎𝐾𝐾𝑠𝑠𝑑𝑑𝐵𝐵𝑠𝑠.
𝑡𝑡

0
 

(11) 

Dễ thấy rằng 𝐾𝐾𝑡𝑡 bị chặn dưới bởi 0.  

Sau đây cận trên của 𝐾𝐾𝑡𝑡 sẽ được xem xét. Cụ thể, 
biểu thức đầu tiên của (11) bị chặn trên bởi  
𝐿𝐿 ≔ 𝑥𝑥0 + 4𝑅𝑅(𝑘𝑘) với mọi 𝑡𝑡 ≥ 0. Kết quả này được 
suy ra từ 𝑎𝑎 > 0 và 𝑐𝑐

𝑎𝑎
= 2 𝑅𝑅(𝑘𝑘) 1+𝑎𝑎

𝑎𝑎
≤ 4𝑅𝑅(𝑘𝑘). 

Do đó, với 𝑘𝑘 ≥ 2, áp dụng bất đẳng thức 
Minkowski cho đẳng thức (11) ta được 

𝐸𝐸�𝐾𝐾𝑡𝑡𝑘𝑘� 

≤ 2𝑘𝑘−1 𝐿𝐿𝑘𝑘 + 2𝑘𝑘−1𝜆𝜆𝑘𝑘𝐸𝐸 ��∫ 𝑒𝑒𝑎𝑎(𝑠𝑠−𝑡𝑡)𝐾𝐾𝑠𝑠𝑑𝑑𝐵𝐵𝑠𝑠
𝑡𝑡
0 �

𝑘𝑘
�.   (12) 

Vì 𝑀𝑀𝑡𝑡 = ∫ 𝑒𝑒𝑎𝑎(𝑠𝑠−𝑡𝑡)𝐾𝐾𝐾𝐾𝐵𝐵𝑠𝑠
𝑡𝑡
0  là một Martingale liên 

tục nên theo bất đẳng thức Burkholder-Davis-
Gundy (xem thêm chi tiết trong nghiên cứu của 
Carlen and Kree (1991)) ta được 

𝐸𝐸 ��� 𝑒𝑒𝑎𝑎(𝑠𝑠−𝑡𝑡)𝐾𝐾𝑠𝑠𝑑𝑑𝐵𝐵𝑠𝑠
𝑡𝑡

0
�
𝑘𝑘

� 

≤ �2√𝑘𝑘�
𝑘𝑘
𝐸𝐸 ��� 𝑒𝑒2𝑎𝑎(𝑠𝑠−𝑡𝑡)𝐾𝐾𝑠𝑠2𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑡𝑡

0
�

𝑘𝑘
2
�. 

Từ bất đẳng thức Minkowski cho tích phân, ta 
được 

�𝐸𝐸 ��� 𝑒𝑒2𝑎𝑎(𝑠𝑠−𝑡𝑡)𝐾𝐾𝑠𝑠2𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡

0
�

𝑘𝑘
2
��

2
𝑘𝑘

 

≤ � �𝐸𝐸[�𝑒𝑒2𝑎𝑎(𝑠𝑠−𝑡𝑡)𝐾𝐾𝑠𝑠2�
𝑘𝑘
2�

2
𝑘𝑘𝑡𝑡

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

≤ � 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑠𝑠∈(0,𝑡𝑡)

𝐸𝐸𝐾𝐾𝑠𝑠𝑘𝑘�

2
𝑘𝑘
� 𝑒𝑒2𝑎𝑎(𝑠𝑠−𝑡𝑡)
𝑡𝑡

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

≤ 1
2𝑎𝑎
� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑠𝑠∈(0,𝑡𝑡)

𝐸𝐸𝐾𝐾𝑠𝑠𝑘𝑘�

2
𝑘𝑘
. 

Vì vậy, bất đẳng thức (12) trở thành 

𝐸𝐸�𝐾𝐾𝑡𝑡𝑘𝑘�

≤ 2𝑘𝑘−1𝐿𝐿𝑘𝑘 + 2𝑘𝑘−1𝜆𝜆𝑘𝑘�2√𝑘𝑘�
𝑘𝑘
�

1
2𝑎𝑎
�

(𝑘𝑘/2)

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑠𝑠∈(0,𝑡𝑡)

𝐸𝐸𝐾𝐾𝑠𝑠𝑘𝑘 

≤ 2𝑘𝑘−1𝐿𝐿𝑘𝑘 + 1
2
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑠𝑠∈(0,𝑡𝑡)

𝐸𝐸𝐾𝐾𝑠𝑠𝑘𝑘, 

trong đó dấu bất đẳng thức cuối được suy ra từ  
𝛾𝛾 ≥ 4𝜆𝜆2. 

Từ kết quả trên, ta suy ra  

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑠𝑠 ∈(0,𝑡𝑡)

𝐸𝐸�𝐾𝐾𝑠𝑠𝑘𝑘� ≤ (2𝐿𝐿)𝑘𝑘. 

Vì 𝐿𝐿 không phụ thuộc vào 𝑡𝑡 nên từ kết quả trên 
ta suy ra được điều phải chứng minh.                      

5. KẾT LUẬN 

Bài báo đã chứng minh được sự tồn tại và duy 
nhất của nghiệm cho một dạng cụ thể của PTVPNN, 
cũng như một số tính chất của nó thông qua việc áp 
dụng phương pháp cắt đuôi, các bất đẳng thức trong 
lý thuyết xác suất và các kết quả đã có trong nghiên 
cứu PTVPNN. Bên cạnh đó, bài báo cũng đã xem 
xét một số tính chất của nghiệm cho phương trình 
được xem xét. Lưu ý rằng, các phương pháp được 
đề cập trong bài báo có tính linh hoạt cao vì có thể 
áp dụng cho các dạng PTVPNN tổng quát hơn, cụ 
thể như phương trình sau 

𝑑𝑑𝑋𝑋𝑡𝑡 = (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑡𝑡 − 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑡𝑡𝛼𝛼)𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜆𝜆𝑋𝑋𝑡𝑡𝑑𝑑𝐵𝐵𝑡𝑡, 

trong đó 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝜆𝜆 > 0, α > 1 và điều kiện ban đầu 
dương. Hiển nhiên, để giải quyết bài toán này, các 
hàm số và hệ số phải chọn cần được điều chỉnh sao 
cho hợp lý.  

Ngoài ra, một vấn đề khác đáng quan tâm trong 
nghiên cứu về PTVPNN là dáng điệu của nghiệm 
khi thời gian 𝑡𝑡 tiến ra vô cực. Trong tương lai, 
nghiên cứu sẽ khai thác vấn đề này để khám phá sâu 
hơn về các khía cạnh quan trọng khác của PTVPNN. 
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