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. . qua md hinh Black-Scholes (Black & Scholes,
1. GIOT THIEU 1973). Mo hinh nay st dung PTVPNN d¢é dinh gia
Phuong trinh vi phan ngau nhién (PTVPNN) la quyén chon. Ngoai ra, PTVPNN ciing duoc str dung

mdt loai phuong trinh vi phan két hop giita yéu t6 dé m6 hinh hoa 1di sut, voi cic md hinh ndi tiéng
xéc dinh va yéu t6 ngiu nhién dé mo ta sy thay doi nhu mé hinh Vasicek (Vasicek, 1977) va mo hinh
cua cac qua trinh theo thoi gian. PTVPNN dugc Gng Cox-Ingersoll-Ross (Cox et al., 1985) va mot sO md
dung trong nhiéu linh vye nhu tai chinh, vat 1y, sinh hinh khéc. Trong sinh hoc, PTVPNN gitip md phong
hoc va kinh té, noi ma cac hién tuong ngau nhién co su lan truyén ciia dich bénh va su thay ddi ciia quan
anh huong dang ké dén su bién ddi ctia cac qua trinh. thé sinh vat (Allen, 2007). Céac ng dung khéc cia

Vi dy, trong tai chinh, PTVPNN duoc str dung de PTVPNN trong vat 1y va kinh té ciing rat phong phu,
mo hinh hoda sy bién dong cla gia c¢d phi€u thong
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duogc trinh bay trong nghién ctu ciia Van Kampen
(1992) va Dixit and Pindyck (1994).

Mot van dé quan trong thuong duogc dit ra trong
nghién ctru PTVPNN 14 sy ton tai va tinh duy nhat
ctia nghiém. Day 12 mot bai toan dwoc nhiéu nha
khoa hoc quan tdm va da dat dugc nhidu két qua
quan trong. Cu thé, trong truong hop cac hé sé cua
phuong trinh théa man diéu kién Lipschitz, nghiém
clia phuong trinh s& ton tai va 1a duy nhét (Ikeda &
Watanabe, 1981; Oksendal, 2013). Tuy nhién, néu
diéu kién Lipschitz khong dugc théa man, PTVPNN
c6 thé vo nghiém. Trong truong hop c6 nghiém, viée
phat hién va chirng minh sy ton tai nghiém s& phirc
tap hon, diéu nay doi hoi viéc sir dung nhiéu phuong
phap khac nhau twong g véi cac bai toan cu thé
(Mao, 2007).

Trong pham vi clia bai bao nay, su tn tai va tinh
duy nhét cta nghiém cho mét 16p PTVPNN mét
chidu voi hé sb trugt khong thoa man diéu kién
Lipschitz dugc nghién ctru. Bén canh d6, mot sb tinh
chat cua nghiém vira tim dugc ciing dugc nghién
ctru. Cy thé, PTVPNN sau ddy dugc xem xét:

dX, = (X, — X¥)dt + 1X,dB,, 1

v6i A 1a hang s6 duong va diéu kién ban dau 1a
XO = xO > 0

Nhéc lai, mot ham sb f xéc dinh trén R dugc goi
1a thoa diéu kién Lipschitz néu ton tai mot so thuc
C > 0 sao cho

If(x) = fO)I < Clx —yl,
véimoi x,y € R.

D@ thiy rang mic du ham s6 g(x): = Ax thoa
diéu kién Lipschitz nhung ham sé h(x): = x — x?
khong thoa diéu kién nay. Do do, sy ton tai nghiém
cua phuong trinh (1) khong dugc dam bao.

2. PHUONG PHAP NGHIEN CUU

Phan nay s& nhic lai cac két qua dd co cua
PTVPNN v6i cac hé s6 thoa min diéu kién Lipschitz
va cach so sanh nghiém cua cac PTVPNN c6 cing
hé s6 khuéch tan. Cac két qua nay dugc xem nhu I3
kién thirc co s dé giai bai toan dugc dua ra. Pac
biét, dé giai quyét bai toan khi hé sb truot khong
thoa diéu kién Lipschitz, phwong phap cit dudi dugc
st dung. Pay la phuong phap dugc gidi thiéu boi
Khoshnevisan et al. (2023) khi nghién ciru phuong
trinh vi phan ngiu nhién riéng. Phuong phap nay
cho ta cach xdy dung cac ham sé lién tuc Lipschitz
tir ham s6 chua thoa diéu kién nay. Sau dé, vai cac
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phép 1zf1y gi61 han phu hop ta s& thu dugce két qua cho
ham so6 ban dau.

Trudc tién, chung toi nhic lai mot sb van dé co
ban vé PTVPNN. Cu thé, PTVPNN mét chi€u co
ban c6 dang tong quat nhu sau:

dX, = b(X,)dt + o(X.)dB,, )

trong d6, bién X, 1 qua trinh ngau nhién can tim
theo thoi gian t, b va o 1a cac ham s6 xac dinh trén
R, lan luot dugc goi 1a hé sb truot va hé sd khuéch
tan ctia phuong trinh, va B, 1a qua trinh Wiener hay
con dugc goi la chuyén dong Brown, biéu dién cho
yéu t6 ngau nhién.

Hg théng (2, F, {F 320, {Bi}e=0, P) duoc goi I
mot co sé ngau nhién v6i khong gian mau 2 néu F
1a mot o - dai s6 trén 2, {F,}es0 12 mot bd loc trén
F, {B:}ts0 13 qua trinh F,- Wiener, va P la do do
xéc suét trén F.

Nghiém cua PTVPNN dugc dinh nghia tuong
ung véi co sé ngau nhién nhu sau:

Pinh nghia 2.1. (i) Cho mét co s¢ ngau nhién
(2, F {F 350, {Be}esor P). Mot qud trinh ngdu
nhién X = {X;}=o duwoc goi la nghiém cia PTVPNN
(2) twong tmg Véi co s¢ ngau nhién
(2, F{F 3500 {Beeso, P) néu X lién tuc hau chdc
chdn (h.c.c.), thich nghi véi b loc {F}so va thod
man

¢ t
X, =Xo+ | b(X5)ds +f 0(X;)dBs h.c.c.
0 0

Ngoai ra con co cac dinh nghia vé nghiém manh
va nghiém yéu nhu sau:

(it) PTVPNN (2) duoc goi la co nghiém manh
néu  véi  méi co  s&  ngau  nhién
(02, F{F 350, {Bi}es0, P) va bién ngau nhién F, -
do dwoc, ton tai mot nghiém cho phirong trinh (2)
twong  tmg véi co  s¢  ngdu  nhién
2, F, {F:}t20, {Bt}t20, P) sao cho Xy =nh.c.c.

(zzz) PTVPNN (2) duoc goi la co nghlem yéu néu
voi bién ngau nhién F, - do dwoc 1, ton tai mot
nghiém cho phwong trinh (2) twong ung voi co so
ngau nhién (2, F,{F3}s0, {Bt}ts0, P) ndo dé sao
cho Xy = 1 theo phdn phoi.

Tinh duy nhét ctia nghiém dugc chia thanh hai
loai: tinh duy nhit manh (hay tinh duy nhét theo
duong di) va tinh duy nhat yéu (hay tinh duy nhét
theo luat phan phdi). Cu thé, cac khai niém nay dugc
trinh bay nhu sau:
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Dinh nghia 2.2. (i) Tinh duy nhdt manh: Gia sir
ton tai hai nghiém X = {X.}s0 va X = {X3es0
twong umg VoI cing co s&  ngdu nhién
(0, F {F 350, {B}eso, P) va diéu kién ban dau
Xo =Xy h.cc., thi Xg =X, h.c.c. véimoi t > 0.

(iz) Tinh duy nhdt yéu: Néu ton tai hai nghiém

= {X}ts0 va X = (X }1s0 twong vmg voi co so
ngau nhién (Q, F,{F:}t>0, {Bt}e=0, P) va co 56 ngdu
nhién (2, F,{F 30, {Bt}t>0, P), va diéu kién ban
dau Xy = X, theo phan phoi, thi X, = X, theo phin
phoi véi moi t = 0.

Theo Yama(!a and Watanabe (1971), su ton tai
cua tinl} duy nhat manh dan dén sy ton tai cua tinh
duy nhat yéu.

Véi cac diéu kién nhat dinh, su ton tai va tinh
duy nhat cia cac nghiém cho PTVPNN dugc dam
bao. Cu thé, cac diéu kién sau day 1a da dé dat duoc
cac két qua nay.

Bé dé 2.3. Gia su b va o la cdc ham lién tuc
Lipschitz trén tdp s6 thuc R. Khi d6, PTVPNN (2)
c6 nghiém manh duy nhdt. Cé nghia la, ton tai
nghiém manh cho phwong trinh (2) va tinh duy nhat
manh dwoc dam bdo.

Két qua cua bd dé trén dugc trinh bay trong
nghién ctru cia Ikeda va Watanabe (1981) cung véi
Oksendal (2013). Pay 1a két qua quan trong khi
nghién ciru vé PTVPNN.

Bén canh d6, ta c6 thé so sanh gi4 tri gitra cac
nghiém cta cac PTVPNN dudi cac dicu kién cu thé
nhu dugc mo ta trong dinh 1y sau day.

B6 dé 24. Cho co sé ngdu
2, F {F;}t20,{Bt} =0, P) va cac PTVPNN

dX®, = (XD )dt + o(XD,)dB,,
voii € {1,2).

nhién

Gia sir bi(x) < by(x) voi moi x €ER, cdc
nghiém manh duy nhat X®© = {X(i)t}t>0 cua cdc
PTVPNN trén twong tmg voi co s¢ ngdu nhién
Q, F,{F:}t20, {B}t20, P) ton tai va thoa diéu kién

XM, < X@hee.
Khi do

XD, <xX® h.c.c.,
voi moi t = 0.

Két qua trén 1a phién ban don gian hon cia dinh
ly 1.1 trong Chuong 6 cua lkeda va Watanabe
(1989). Tur ket qua nay, ta co thé suy ra rang, khi xét
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hai PTVPNN v¢i cung hé s6 khuéch tan, néu
phuong trinh nao ¢é hé s6 trugt 16n hon va diéu kién
ban d4u 16n hon, thi nghiém cta phuong trinh d6 s&
16n hon. Luu ¥ rang két qua nay khong phu thude
boi diéu kién Lipschitz.

Tro lai voi phuong trinh (1), mic du hé s6
khuéch tan o(x):= Ax thoa diéu kién Lipschitz
nhung hé sb truot b(x): = x — x? khong thoa diéu
kién nay. Do d6, day 1a PTVPNN véi hé s6 trugt
khong thoa diéu kién Lipschitz. B6 dé sau cho ta
cach xay dung cac ham thoa diéu kién Lipschitz tir
hé sb truot da cho bang phwong phap cat dudi.

B6 @8 2.5. Vi N € N, dat

0 néux <0,
by(x) = {b(x) néuld<x <N, (3)
b(N) néux = N.

Khi do, by la ham lién tuc Lipschitz, bi chan trén
R

Chung minh. Ham by, dugc xay dung nhu cong
thtrc (3), 10 rang 1a ham lién tuc bi chan trén R. Hon
nita, ham by thoa man diéu kién Lipschitz véi hang
s0 Lipschitz 1a 1 + 3N?2. u

Véi viée léy gidi han khi N = +oota s€ dugc
by(x) = b(x) véi moi x = 0. Do do, v6i viée lay
gidi han nay ta ky vong s& thu duoc két qua cho
phuong trinh v6i hé so trugt b.

3. SUTON TAI VA TINH DUY NHAT

Pinh ly 3.1. PTVPNN (1) c6 nghiém manh duy
nhat.

Chirng minh. Trong céc phan tiép theo cua bai
bao chung t6i st dung co s& ngau nhién
(.Q,T, {:Ft}tZOl {Bt}tEOl P)

Theo B6 dé 2.5 , by 12 ham lién tyc Lipschitz va
b1 chin trén [0, 00). Do d6, PTVPNN sau c6 cac hé
s0 thoa dieu kién Lipschitz

dx™ = by(x™)dt + o(x)dB,,

v6i diéu kién ban dau X (gzv) = Xo.

Theo B6 dé 2.3, phuong trinh trén c6 nghiém
manh duy nhit X®™) = {X(N)t}po dbi véi co so
ng?lu nhién (.Q,T, {:Ft}tzo' {Bt}tzo' P)

Vi by(0) =0, 0(0) =0, va x5 > 0 nén theo
dinh 1y so sanh nghiém ta dugc X" > 0 h.c.c. véi
moit=>0vaN > 1.

Ngoaira,voimoix € RvaN > 1,tacod
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by (x) = by .1 (x).
Theo B6 dé 2.4, ta dwoc

xM > xMV pcc,
voimoit >0vaN > 1.
Do do

Xe:= lim X,

N-o
ton tai h.c.c. véimoi t = 0.

Vi XM 13 qua trinh ngéu nhién thich nghi véi bo
loc {F:}i=o nén X, cling thich nghi v6i bd loc
{Tt}tz()'

Voéi N > 1, dat
Ty = inf{t = 0; X! > N}.

Khi d6, Ty 1a qué trinh ding v&i bo 1o¢ {Fi}iso-
Vi by = by,nén tir B6 dé 2.4, ta duoc

Xt(N) = Xt(N”) h.c.c.,
véit € [0, Ty).
Lap luan tuong ty ta cling duoc

XM = xNM p e e,
v6imoit € [0,Ty), N,M € N.
Cho M — oo ta duogc

X, =xMh.c.c., 4)

voimoit € [0,Ty) vaN €N.

Vi véy ta c6 thé xem Ty 12 thoi gian du tién sao
ChO X t > N.

Tir d6 suy ra
Ty < Tyyq h.c.c.

Luu y rang theo tinh chit nghiém cia PTVPNN
taco XM 1a mt qué trinh ngau nhién lién tyc h.c.c.
Do @9, tir dang thirc (4) ta dugc X 1a mot qua trinh
lién tuc h.c.c. trén [0, Ty). Do viy, néu Ty — oo khi
N — oo thita c6 thé ket ludn rang X 1a mot qua trinh
lién tuc h.c.c. Pay ciing chinh la két qua cua bo de
sau.

B6 dé 3.2. Gidi han T.: = lim Ty ton tai va
bang vé cuc h.c.c.

Chirng minh. Nhu da trinh bay, Ty 1a thoi gian
dau tién thoa X; = N. Do d6

94

Tép 60, Sé chuyén de: Khoa hoc ti nhién (2024): 91-97

Ty < Tyyq hec.c.
Vi vay
Tw:= lim Ty
ton tai h.c.c.
Theo B dé 2.4, v&i moi t > 0 ta duge
0< xM <V hcec, 5)
trong do Y; 1a nghiém cia PTVPNN
dY; = Yidt + AY,dB;,
v6i didu kién ban dau Y, = x,.

Nghiém cuia phuong trinh trén c6 thé tim dugc
cu thé nhu sau:

AZ
Y, = xpexp [(1 - ?> t+ ABt].

Véi k € N, ta duoc
22 "
Y = xketk (exp [—7t + ABtD :

Viexp (— %2 t+ /lBt) la mot Martingale lién tuc
khong &m nén voi T > 0 ta dugce
pE “
|-Fe+am)

ko\¢ 2 *
< xé‘eTk (m) E (exp [—?T + ABT]>

Kk \k kA2T

=x§(a) exp(k— —+ ).(6)

Déu bfit dﬁéng thirc thr hai 1a két qua cua viée ap

dung bat dang thuc Doob cho cic qua trinh

Martingale (xem thém chi ti€t trong nghién ctru cua
Revuz and Yor, 2013).

Tir biéu thire (5) va bat dang thic Markov, ta
duoc

E sup Y} < x(’feTkE(
te[o,T]

sup exp
te[o,T]

k22%T

E[ sup Ytk
P(Ty<T) < P( squt2N>S el 2
tefo,7] N

Két hop véi biéu thirc (6) cho ta két qua sau
P(Ty <T)
ot () enn (1 - 25T+ 5T)
< NF
- 0khi N — oo,

(N
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Vivay, Ty = ooh.c.c.khiN — oo. ]

Nhur d3 thao luén trude d6, két qua cua bd dé trén
suy ra rang X lién tuc hau khap noi trén [0, 00).

Vén dé cudi cung dé dat duoc két qua rang X 1a
nghiém cua phuong trinh (1) 1a can ching minh X
thoa mén

X, =xo + [, X; — X2ds + [, AX,dB; h.c.c.

(®)
Ta da co
0< X, <Y h.c.c.

va

sup Y, € Lk,

te[0,T]
Vi vay

sup X, € L.

te[o,T]

Do d6, tich phan ngiu nhién
t
I = f AXdB;
0

ton tai va lién tuc h.c.c.

Bén canh do tir biéu thirc (4) ta dugc (8) dung
véi moi t € [0,Ty) va moi N € N. Két hop cung
v&i B6 @€ 2.2 ta dugc (8) ding véi moi t € [0, ).

Su ton tai nghiém cia phuong trinh (1) da duoc
ching minh. Tinh duy nhat cua X dé dang dugc suy
ra tir tinh duy nhét ctia X™).

Toém lai, Pinh 1y 3.1 d& dugc chirng minh. W
4. MOQT SO TiNH CHAT NGHIEM

Pinh ly 4.1. Nghiém ctia PTVPNN (1) ludn
duong véi moi t = 0.

Ching minh. Vi X >0h.c.c. v6i moi
t>0vaN €N néntacod

P(X, <0,Ty >t)=P(x™ <0,Ty >t) = 0.

Diéu nay cung véi biéu thirc (7) cho ta két qua
sau:

P(X; < 0) = limP(X; < 0,Ty < )
+ lim P(X, < 0,Ty > ¢)
< lim P(Ty < ©) + lim Px™ <0,Ty > t)

=0.
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Do d9, ta c6 thé két luan rang X, > 0 h.c.c. nhu
mong muon. ]

Bén canh do, nghiém cua phuong trinh (1) c6 cac
moment bi chdn dugc trinh bay nhu sau:

Pinh 1y 4.2. Voi k > 2,tacod
supE[X,*] < [2x, + 8R(K)]¥.

t20
Trong d6 R(k) duoc xac dinh bdi
b(y) +yk*y
R(k) = _ ,
©)=swp— e <

Voi y = 422 Vi
Hon nita, R(k) T oo khi k T co.

Chirng minh. Véi k > 2c6 dinh cho trudc,
chon mot gia tri duong p = p(k) = 1+ yk? sao
chovéimoiy = ptacd

(1 +yk®y <y
Véiy € [0, p], taludn ¢6
A +yk®y <A +yk*)p — yk?y.
Vi vy, ta cod thé két luan ré'lng
1 +ykDy <A +vkHp + vy
Bén canh d6, véimoi y > 0, ta c6 thé biéu dién
b() < (1 +vk*)p — yk?y.
Hién nhién
b(y) + yk?
R(k) = Sylig —(31]) n y};{z Y
Vithé R(k) < o va R(k) T oo khi k 1 o.
Theo B6 dé 2.4, ta duoc
P(X; < K, v6imoit =0) =1,
trong do6 K; 1a nghiém cia PTVPNN

dK; = (1 + yk®)2R(k) — yk?K,)dt +
AK.dB,,

Lty =l
—2( 4 )—Zp-

v6i didu kién ban dau K, = x,.
bita == yk? vac == (1 +yk?)2R(k).
Ta co
dK; = (c — aK,)dt + AK,dB,.
bit Z,: = e K,. Theo cong thirc 1td, ta duoc
dZ, = ae®K,dt + e**dK,. (10)

)
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Thay biéu thirc (10) vao biéu thirc (9) va rit gon,
ta duogc

dZt = Ceatdt + eathdBt.
Vi vay

t t
Z; =17, +f ce®ds +f Ae® K dB;.
0 0

Do d6

1
K, = Sat (xo +—(e® — 1))

t
atj Ae® K dB.
0

(11)

D& thay rang K, bi chin dudi boi 0.
) Sau day c@n trén cua K; s€ dugc xem xét. Cu thé,
biéu thic dau tién cta (11) bi chin trén bodi
L= xq + 4R (k) v&i moi t = 0. Két qua nay dugc

1+a

suy ra tr a > Ova—— 2R(k)—< 4R (k).

Do do, voi k=2, ép dung bat ding thirc
Minkowski cho dang thtrc (11) ta dugc

E[K*]
K
< 2k [k 4 pk=1)kE (|f0tea(5-f)1<sst| ) (12)
ViM, = fot e®¢-DKdB 13 mot Martingale lién
tuc nén theo bit dang thic Burkholder-Davis-

Gundy (xem thém chi tiét trong nghién ctru cua
Carlen and Kree (1991)) ta dugc
k>

d

k
k t 2
<(2Vk) E ( f eZa(s-OKSst)
0

t
f e?~OK dB,
0

Tir bat dang thire Minkowski cho tich phan, ta
duoc

N

LAV I3

t 2
E <f eza(s‘t)Kszds>
0
t k\&
sf (E[(eza(S—OKSZ)Z) ds
0

2

% rt
k> J- eZa(s—t) ds
0

N

< ( sup EK;
se(0,t)
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2
k
k
s |-

< i( sup EK,
2a \ s5e(0,t)
Vi véy, bét ding thire (12) tré thanh
E[K."]
ks 1 (k/2)
< 2k-1pk 4 2k=17k(2Vk) (—) sup EK"
2a se(0,t)

< 2K1K 4+ sup EKF,

se(0,t)
trong d6 du bat dang thirc cudi duogc suy ra tir
y = 422

Tir két qua trén, ta suy ra

sup E[K*] < (2L)%.
s€(0,t)
Vi L khong phy thudc vao t nén tir két qua trén
ta suy ra dugc diéu phai chirng minh. ]

5. KET LUAN

Bai bao da ching minh duoc su tdn tai va duy
nhét cta nghiém cho mét dang cu thé cia PTVPNN,
cling nhu mot s tinh chét cia n6 théng qua viée ap
dung phuong phap cit dudi, cac bat ding thic trong
ly thuyét xac suat va cac két qua da co trong nghién
ctrtu PTVPNN. Bén canh do, bai bao ciing da xem
xét mot s6 tinh chat cua nghiém cho phwong trinh
dugc xem xét. Luu ¥ rang, cac phuong phap dugc
dé cap trong bai bao co tinh linh hoat cao vi c6 thé
ap dung cho cac dang PTVPNN tong quat hon, cu
thé nhu phuong trinh sau

dXt = (aXt - bXta)dt + AXtdBt,

trong d6 a,b,A > 0,a > 1va diéu kién ban dau
dwong. Hién nhién, dé giai quyét bai toan nay, cac
ham s va hé s6 phai chon can dugc didu chinh sao
cho hop ly.

Ngoai ra, mot vin dé khac dang quan tdm trong
nghién ctiru vé PTVPNN la dang diéu ciia nghiém
khi thoi gian t tién ra vo cuc. Trong tuong lai,
nghién ctru s& khai thac van dé nay dé kham pha sau
hon vé cac khia canh quan trong khac cia PTVPNN.

LOI CAM TA

Bai bao duogc tai trg boi dé tai nghién ctu clia
Truong Pai hoc Can Tho, ma so: T2023-08.
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