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TÓM TẮT 
Bài báo này phân tích tính ổn định và phân nhánh của mô hình lan 
truyền vi-rút trong cộng đồng. Mô hình được cho bởi một hệ các 
phương trình vi phân phụ thuộc các tham số. Động lực của mô hình 
được quyết định bởi số sinh sản cơ sở R0

 và tính ổn định của các 
điểm cân bằng. Phương pháp hàm Lyapunov là công cụ chính để 
chứng minh tính ổn định toàn cục của các điểm cân bằng. Phân 
nhánh transcritical được trình bày để giải thích sự thay đổi tính ổn 
định của các điểm cân bằng. Khảo sát số được thực hiện để kiểm 
tra tính đúng đắn của lý thuyết. Các kết quả nhận được đã giải 
thích được cơ chế lan truyền vi-rút trong cộng đồng.  

Từ khoá: Điểm cân bằng, ổn định tiệm cận địa phương, ổn định 
tiệm cận toàn cục, phân nhánh transcritial, số sinh sản cơ sở 

ABSTRACT 
This article analyzes the stability and bifurcation of a virus    
transmission model in the community. The model is given by a 
system of ordinary differential equations that depend on 
parameters. The dynamics of the model are determined by the base 
reproduction number R0  and the stability of equilibria. The 
Lyapunov function method is the main tool for proving the global 
stability of equilibria. Transcritical bifurcation is presented to 
explain the change in the stability of equilibria. A numerical 
investigation is carried out to check the theory's correctness. The 
results obtained explain the mechanism of virus transmission in the 
community. 

Keywords: Base reproduction number, equilibrium, global 
asymptotically stable, local asymptotically stable, transcritical 
bifurcation 

1. GIỚI THIỆU 

Nhiều quá trình tự nhiên xảy ra xung quanh 
chúng ta hàng ngày cần phải được nghiên cứu dưới 
dạng một cấu trúc khoa học, thường được gọi là mô 
hình. Toán học là một công cụ hữu ích để mô hình 
hóa các quá trình tự nhiên.  Vì mọi sự vật, hiện tượng 

đều xảy ra theo trình tự thời gian nên hệ động lực là 
lý thuyết giải tích quan trọng được dùng để nghiên 
cứu các mô hình. 

Các mô hình về lan truyền vi-rút về các loại bệnh  
với nhiều đặc tính và phương pháp tiếp cận khác 
nhau đã được nghiên cứu rộng rãi (Kermack & 
McKendrick, 1927; Beretta & Capasso, 1986). Năm 
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2002, Wodarz et al. đã đề xuất mô hình toán học về 
sinh bệnh học và điều trị HIV. Neil et al. (2003) đã 
cấu trúc một mô hình toán học để mô phỏng ảnh 
hưởng của thuốc ức chế “raminidase” lên chủng vi-
rút kháng thuốc. Pongsumpun et al. (2016) xét sự 
lan truyền của cúm lợn (một chủng cúm vi-rút mới 
loại A) với xác suất khác nhau của lợn nhiễm bệnh 
có triệu chứng và không có triệu chứng. Khanh 
(2016a) dùng phương pháp đại số và hình học để 
nghiên cứu tính ổn định toàn cục trong mô hình vi-
rút cúm với sự miễn nhiễm. Bài toán lan truyền bệnh 
đã được mở rộng cho nghiên cứu vi-rút máy tính trên 
hệ thống mạng (Kephart & Chess, 1993; Mishra & 
Pandey, 2010; Khanh, 2016a). 

Tính ổn định là vấn đề quan trọng trong việc 
nghiên cứu các mô hình. Tính ổn định địa phương 
của các điểm cân bằng thường được chứng minh 
bằng phương pháp giá trị riêng (Perko, 2000) cho 
trường hợp tọa độ các điểm cân bằng tìm được bằng 
biểu thức và dùng tiêu chuẩn Routh-Hurwitz 
(Khanh, 2016b) khi tọa độ các điểm cân bằng không 
thể xác định được cụ thể.  Tính ổn định toàn cục, 
quyết định động lực mô hình, được nhiều người 
quan tâm nghiên cứu (Li & Muldowney, 1995), 
trong đó phương pháp hàm Lyapunov được sử dụng 
rất có hiệu quả (Lyapunov, 1992; Korobeinikon & 
Wake, 2002). Gần đây, lý thuyết phân nhánh được 
đưa vào nghiên cứu mô hình lan truyền để giải thích 
sự thay đổi tính ổn định của các điểm cân bằng 
(Mostak et al., 2023). 

Trong bài báo này, chúng tôi sử dụng nhiều kỹ 
thuật và phương pháp khác nhau để khảo sát động 
lực của mô hình lan truyền vi-rút trong cộng đồng, 
đặc biệt tập trung vào nghiên cứu tính ổn định của 
các điểm cân bằng. Mô hình cho bởi một hệ các 
phương trình vi phân phụ thuộc các tham số. Với 
phương pháp ma trận thế hệ kế tiếp (Driessche, 
2002), số sinh sản cơ sở R0  đã được xác định. Số này 
đóng vai trò quan trọng xác định sự lan truyền, khi 
R0 < 1 thì sự lan truyền tắt dần, còn khi R0 > 1 thì sự 
lan truyền vẫn còn trong cộng đồng. Tính ổn định 
địa phương được chứng minh bằng phương pháp giá 
trị riêng và tiêu chuẩn Routh-Hurwitz, tính ổn định 
toàn cục được chứng minh bằng phương pháp hàm 
Lyapunov. Phân nhánh transcritical tại giá trị 
ngưỡng R0 = 1 được chứng minh và giải thích sự 
thay đổi tính ổn định của các điểm cân bằng. Khảo 
sát số được thực hiện bằng phần mềm MatLab để 
kiểm tra tính đúng đắn của các kết quả lý thuyết. 
Dựa vào các kết quả nhận được, cơ chế lan truyền 
trong mô hình đã được giải thích đầy đủ.   

2. MÔ HÌNH VÀ CÁC TÍNH CHẤT CƠ 
BẢN  

2.1. Cấu trúc của mô hình 

Xét mô hình lan truyền một loại vi-rút trong 
cộng đồng. Tổng các cá thể của cộng đồng được chia 
thành nhóm (S) các cá thể có khả năng nhiễm virus 
(susceptiple group) với số lượng S, nhóm (E) các cá 
thể phơi nhiễm (exposed group) nhưng chưa phát 
bệnh với số lượng E, nhóm (I) các cá thể nhiễm virus 
(infectious group) và phát bệnh với số lượng I và 
nhóm (R) các cá thể bình phục (recovered group) 
với số lượng R. Trong mô hình có trường hợp cá thể 
phát bệnh rồi hết nhưng vẫn còn vi-rút (chuyển từ 
nhóm (I) về nhóm (E)). Tổng số các cá thể trong 
cộng đồng cho bởi 

N(t) := S(t) + E(t) + I(t) + R(t). 

 
Hình 1.  Biểu đồ chuyển tiếp của mô hình 

Mô hình cho bởi hệ các phương trình vi phân 
sau: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ),

dS A S t I t S t
dt
dE S t I t E t I t
dt
dI E t I t
dt
dR I t R t
dt

= −β −µ

= β − γ +µ +α

= γ − α + δ + σ

= σ −µ

   (1) 

với điều kiện ban đầu  

S(0) = S0, E(0) = E0, I(0) = I0, R(0) = R0,     (2) 

trong đó A là số lượng (không đổi) các cá thể 
tham gia vào hệ thống nghiên cứu, β là tỷ lệ chuyển 
tiếp từ nhóm (S) sang nhóm (E), γ là tỷ lệ chuyển từ 
nhóm (E) sang nhóm (I), σ là tỷ lệ các cá thể nhiễm 
virus được điều trị và trở nên bình phục, α là tỷ lệ 
các cá thể nhiễm virus nhưng chưa được điều trị, δ  
là tỷ lệ các cá thể nhiễm virus tử vong và µ là tỷ lệ 
các cá thể chết tự nhiên (µ < δ).  

Điểm cân bằng có tọa độ là nghiệm của hệ với 
vế phải của (1) bằng 0. Ta có hai điểm cân bằng theo 
tọa độ (S, E, I, R): 
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* Điểm cân bằng tự do 0 ( ,0,0,0)AP µ .  

* Điểm cân bằng bệnh 1( *, *, *, *)P S E I R  với các 
thành phần dương như sau: 

* KS =
µβγ

, * ( ) A KE
A K
βγ −

= α + δ +µ
βγ

,  

* A KI
K

βγ −
= µ

β
,  * A KR

K
βγ −

= σ
β

 

trong đó [ ]( )( )K = µ δ + σ γ +µ +αµ ,  A Kβγ −

> 0.   (hay 0 1AR
K
βγ

= > ).   

2.2. Tính bị chặn của nghiệm 

Kí hiệu 

 4 {( , , , ) : 0, 0, 0, 0}.R S E I R S E I R+ = ≥ ≥ ≥ ≥  

Định lí 1. Nghiệm của bài toán (1) và (2)  bị 
chặn trong miền 

{( , , , ) : 0; , , 0; }.S E I R S E I R S E I R Λ
µΩ= > ≥ + + + ≤

  
Chứng minh 

Ta có 

(0) 0

(0) 0

(0) 0

(0) 0.

dS
dt
dE SI I
dt
dI L
dt
dR I
dt

= Λ >

= β +α ≥

= γ ≥

= σ ≥

 

Vì 4( (0), (0), (0), (0))S E I R R+∈  và trường vector 
hướng vào 4R+ nên nghiệm của hệ (1) không âm. 
Ngoài ra, ta thấy 

' ( ) ' ( )N S E I R A S E I R= + + + ≤ −µ + + +  
nên 

limsup ( )
t

AS E I T
→∞

+ + + ≤
µ . 

Do đó miền cho nghiệm của hệ (1) là  

{( , , , ) : 0; , , 0; }.S E I R S E I R S E I R Λ
µΩ= > ≥ + + + ≤  

2.3. Số sinh sản cơ sở  

Phần này xác định số sinh sản cơ sở, kí hiệu R0, 
là số các trường hợp lần hai mà cá thể trở về nhóm 
có khả năng nhiễm bệnh.  

2.3.1. Xác định số sinh sản cơ sở 

Ta dùng phương pháp ma trận thế hệ kế tiếp để 
xác định biểu thức cho R0 (Driessche & Watmough, 
2002). Xét tại điểm cân bằng tự do 0 ( ,0,0,0)AP µ . Đặt 

( , , , )Tx E I S R= .  Khi đó hệ (1) có thể viết dạng 

dx
dt

 =  F(x) – V(x), 

trong đó 

F(x) = 
0
0
0

SIβ 
 
 
 
 
 

 , V(x) = 

( )
( )

E I
E I
A SI S

I R

γ + µ −α 
 −γ + α + δ + σ 
 − +β +µ
 

−σ +µ 

. 

Ta có 

0

0 0

A

F µ β 
=   
 

,  V
γ + µ −α 

=  −γ α + δ + σ 
 và 

( )( ) ( )( )1

( )( ) ( )( )

V
α+δ+σ α

δ+σ γ+µ +αµ δ+σ γ+µ +αµ−
γ γ+µ

δ+σ γ+µ +αµ δ+σ γ+µ +αµ

 
=   
  . 

Ma trận thế hệ kế tiếp là 
( )

1 [( )( ) ] [( )( ) ]

0 0

AA

FV
β γ+µβγ

− µ δ+σ γ+µ +αµ µ δ+σ γ+µ +αµ
 

=   
  . 

Bán kính phổ của FV-1 là 
1

[( )( ) ]( ) AFV βγ−
µ δ+σ γ+µ +αµρ = . Vậy số sinh sản cơ sở cho 

bởi 

( )0 ( )( )
AR βγ

=
µ δ + σ γ +µ +αµ .           (3) 

2.3.2. Tính đơn điệu của R0 theo các tham số 

Tính đơn điệu của R0 theo các tham số nhận được 
qua các đạo hàm: 

( )
0 0

( )( )
dR
dA

βγ
= >
µ δ + σ γ +µ +αµ , 

( )
0 0

( )( )
dR A
d

γ
= >

β µ δ + σ γ +µ +αµ , 
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( )
0

2 0
( )( )

dR A
d

βγ
= − <

α δ + σ γ +µ +αµ , 

( )( )
0

2

( ) 0
( )( )

dR A
d

βγ γ +µ
= − <

δ µ δ + σ γ +µ +αµ
, 

( )( )
0

2

( ) 0
( )( )

dR A
d

βγ δ + σ
= − <

γ µ δ + σ γ +µ +αµ
, 

( )
( )( )

0
2

( ) 2( )
0

( )( )

AdR
d

βγ δ + σ γ + α + δ + σ µ
= − <

σ µ δ + σ γ +µ +αµ
. 

Các tham số A,β, α, δ, γ, σ  trong (3) không phụ 
vào điều kiện ban đầu ứng với dữ liệu. Ta thấy R0 
tăng theo các tham số A, β và giảm theo các tham số 
α, δ, γ, σ, do đó từ một bộ tham số bất kỳ ta có thể 
điều chỉnh mỗi tham số tăng hoặc giảm để R0 dần về 
giá trị ngưỡng R0

 = 1, nơi thay đổi cấu trúc của mô 
hình (1). 

3. TÍNH ỔN ĐỊNH CỦA CÁC ĐIỂM CÂN 
BẰNG 

3.1. Tính ổn định địa phương của các điểm 
cân bằng  

Tính ổn định tiệm cận địa phương của điểm cân 
bằng tự do P0 được chứng minh bằng phương pháp 
giá trị riêng. 

Định lí 2. Điểm cân bằng tự do P0  ổn định tiệm 
cận địa phương khi R0 < 1 và không ổn định khi   R0 
> 1. 

Chứng minh 

Ma trận Jacobi tại P0 cho bởi 

0

0 0

0 ( ) 0

0 ( ) 0
0 0

A

A

PJ

µ

µ

−µ − β 
 

− γ +µ β+α =  γ − α + δ + σ 
 σ −µ  . 

Các giá trị riêng của ma trận là 

1 2λ = λ = −µ ,  
( )2

3
1 4

2
L L Mλ = − + −

µ , 

( )2
4

1 4
2

L L Mλ = − − −
µ , 

trong đó ( )L = α + δ + γ + σ +µ µ , 
( )M K A= µ − βγ . 

Ta thấy các giá trị riêng 1 2,λ λ  và 3λ  luôn âm. 
Nếu R0 < 1 thì M > 0 nên 4 0λ < . Do đó P0 ổn định 
tiệm cận địa phương. Còn khi R0 > 1 thì 4 0λ > nên 
P0 không ổn định. 

Tiếp theo, ta nghiên cứu tính ổn định địa phương 
của điểm cân bằng bệnh. Tiêu chuẩn Routh-Hurwitz 
(Perko, 2000) được sử dụng để chứng minh tính ổn 
định trong trường hợp này. 

Định lí 3. Điểm cân bằng bệnh P1 ổn định tiệm 
cận địa phương khi R0 > 1. 

Chứng minh 

Ma trận Jacobi tại P1 có dạng 

1

* *

* *

0 0
( ) 0

0 ( ) 0
0 0

P

I S
I S

J

 −β −µ −β
 

β − γ + ν α +β = γ − α + δ + σ
  σ −µ  . 

Phương trình đặc trưng của ma trận cho bởi  

( ) 0pλ +µ = , 

với 
3 2

1 2 3p a a a= λ + λ + λ + , 

trong đó 

( )
0

2 21
1 0 02( 2 ) ( 1)Ra R Rµ= α + δ + σ + µ + µ −

, 
2 2

2 0 ( )a A R= µ βγ α + δ + σ +µ , 

3
3 0 0( ) ( 1)a A R R= µ βγ − . 

Kiểm tra ta thấy điều kiện 1 30, 0a a> > và 

1 2 3a a a>  được thỏa. Theo tiêu chuẩn Routh-
Hurwitz, ta suy ra  P1 ổn định tiệm cận địa phương. 

3.2. Tính ổn định toàn cục 

Trong phần này ta dùng phương pháp hàm 
Lyapunov (Lyapunov, 1992) để chứng minh tính ổn 
định tiệm cận toàn cục của các điểm cân bằng. 

Định lí 4. Nếu R0
 < 1 thì điểm cân bằng tự do P0

 

ổn định tiệm cận toàn cục. 
Chứng minh 

Xét hàm Lyapunov sau: 
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1 2( , , , ) ln ,A A SW S E I R S E k I k R
A

 
= − − + + + µ µ µ   

trong đó 1 1 0k µ
γ= + >  và 

( )1
2 10 ( ) Ak kσ µ< < α + δ + σ −α − β . Ta có 

( )'( ) 1 ( )AW t A S SI SI E I
S

 
= − −µ +β +β − γ +µ +α µ   

+  ( )1 2( ) ( )k E I k I Rγ − α + δ + σ + σ −µ  

=  
( )11 ( ) ( )A A S k E

S
 
− −µ + γ − γ +µ µ   

+ 
1 2 2( )A k k I k R

 
β + α − α + δ + σ + σ − µ µ  . 

Vì 1 1k µ
γ= +  nên 1 ( ) 0k γ − γ +µ = . Chú ý rằng 

vì 0 1R <  và α khá bé nên 

1( ) (1 )( )Ak µ
α + δ + σ −α − β = + α + δ + σ

µ γ  

- 0
( )( )R δ + σ γ +µ

α −
γ

 

>  0(1 )(1 )( )A R+ − α + δ + σ −α
µ

 > 0. 

Từ điều kiện ( )1
2 1( ) Ak kσ µ< α + δ + σ −α − β  ta 

suy ra 1 2( ) 0A k k
 

β + α − α + δ + σ + σ < µ 
.  

Do đó '( ) 0W t ≤  và '( ) 0W t = chỉ khi AS µ= ,                
E = 0,  I = 0, R  = 0. Theo nguyên lý bất biến Salle 
(Salle, 1976), ta suy ra điểm cân bằng P0 ổn định 
tiệm cận toàn cục. 

Định lí 5. Nếu R0 > 1 thì điểm cân bằng bệnh P1 
ổn định tiệm cận toàn cục. 

Chứng minh 

Định nghĩa hàm Lyapunov như sau: 

* * *
* *( , , , ) ( ln ) ( ln )S EV S E I R S S S E E

S E
= − − + − −

+ 
* * * *

1 2* *( ln ) ( ln )I Rc I I I c R R R
I R

− − + − −
, 

trong đó 
*

1 1S cβ µ
α+δ+σ γ< ≤ +

,  
*

*
2

2 (1 )a E
AR

c a
σ

≤ ≤ − − α
với *

1( )a c S= α + δ + σ −β . 
Ta có  

( )
*

'( ) 1 SV t A SI S
S

 
= −β −µ − 

   

( )
*

( ) 1 ESI E I
E

 
+ β − γ +µ +α − 

   

+ 
( )

*

1 ( ) 1 Ic E I
I

 
γ − α + δ + σ − 

   
*

( ) 1 .RI R
R

 
+ σ −µ − 

   
Dùng các điều kiện * * *A S I S= β +µ ,  

*

*
I
E

γ
α+δ+σ=  và * *R Iµ = σ ta được 

*
*

*'( ) 2 S SV t S
SS

 
= µ − − 

   

+ 
* * *

* *
* * *3 S E I I S ES I

S I EE I S
 

β − − ⋅ − ⋅ ⋅ 
 

 

+ 
* *

1 1( ( ))S Ic E c E
I

 β
γ − + γ − γ +µ α + δ + σ 

 

+ ( )* *
1 2( ) ( )S c c I Iβ +α − α + δ + σ + σ −  

-  
* *

2 2
E RI c I c R
E R

α − σ − . 

Vì 

*
*EI E

E A
β

−α <
 và 

* *
2 2

Ic R c R
R

− σ < − σ
nên 

*
*

*'( ) 2 S SV t S
SS

 
≤ µ − − 

   

+  

* * *
* *

* * *3 S E I I S ES I
S I EE I S

 
β − − ⋅ − ⋅ ⋅ 

   

+  

* *

1 1( ( ))S Ic E c E
I

 β
γ − + γ − γ +µ α + δ + σ   

+  

* *
1 2( )S c c E I

A
α β + α − α + δ + σ + σ− 
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+ ( )* * *
1 2( ) (1 )S c c R Iα −β + α + δ + σ + σ −

 

- 2c Rµ . 

Từ các điều kiện 
*

1 1S cβ µ
α+δ+σ γ< ≤ + , 

*

*
2

2 (1 )a E
AR

c a
σ

≤ ≤ − − α và *
1( )a c S= α + δ + σ −β ta 

suy ra 
*

1 0S cβ
− ≤

α + δ + σ , 1 ( ) 0c γ − γ +µ ≤ , 

* *
1 2( ) 0S c c E

A
α

β +α − α + δ + σ + σ− ≤
, 

* *
1 2( ) (1 ) 0S c c Rα −β + α + δ + σ + σ − ≤ . 

So sánh giữa trung bình số học và trung bình 
hình học ta được '( ) 0V t ≤ với mọi (S, E, I, R) và 

'( ) 0V t =  khi *S S= , *E E= , *I I= , *R R= . 
Theo nguyên lý bất biến Salle (Salle, 1976), ta kết 
luận rằng điểm cân bằng bệnh P1 ổn định tiệm cận 
toàn cục. 

Nhận xét 1. Khi R0 < 1 thì điểm cân bằng tự do 
P0 (thành phần nhiễm bệnh I0 = 0) ổn định tiệm cận 
toàn cục. Các nghiệm dần về P0 nên thành phần 
nhiễm bệnh I(t) dần về I0 = 0. Điều này cho thấy  sự 
lan truyền tắt dần.  

Khi R0 > 1 thì điểm cân bằng bệnh P1 (thành 
phần nhiễm bệnh I* > 0) ổn định tiệm cận toàn cục. 
Các nghiệm dần về P1 nên thành phần nhiễm bệnh 
I(t) dần về I* > 0. Kết quả là sự lan truyền vẫn còn 
trong cộng đồng. 

4. PHÂN NHÁNH 

Sự thay đổi tính ổn định của các điểm cân bằng 
P0 và P1 có thể giải thích bởi phân nhánh 
transcritical. Đây là phân nhánh địa phương với đối 
chiều 1, trong đó điểm cân bằng có giá trị riêng mà 
phần thực đi qua giá trị 0. Trong phân nhánh này 
một điểm cân bằng luôn tồn tại. Điểm cân bằng này 
tráo đổi tính ổn định với một điểm cân bằng khác tại 
giá trị phân nhánh, nơi chúng trùng nhau. 

Định lí 6. Hệ (1) có phân nhánh transcritical tại 
điểm cân bằng tự do 0 ( ,0,0,0)AP µ khi tham số β đi 

qua giá trị ngưỡng [( )( ) ]*
A

µ δ σ γ µ αµ
γβ + + += . 

Chứng minh 

Cấu trúc hàm sau: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( , , , )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

A S t I t S t
S t I t E t I t

f S E I R
E t I t

I t R t

−β −µ 
 β − γ +µ +α =
 γ − α + δ + σ
 

σ −µ  . 

Ma trận Jacobi 
0

*( )PJ β  có giá trị riêng 0 và ba 
giá trị riêng còn lại âm. Vector riêng ứng với giá trị 
riêng 0 của 

0

*( )PJ β  và 
0

*( )T
PJ β là  

( )( )

( )

1

V

+ + +

+ +

 
 
 = 
 
 
 

δ σ γ µ αµ
γσ

µ α δ σ
γσ
µ
σ

 và 

0

1
0

W +

 
 
 = 
  
 

γ
γ µ . Ta có 

0
0

SI
SIdff

d

− 
 
 = =
 
 
 

β β
 nên *

0

0
0

( , )
0
0

f P

 
 
 =
 
 
 

β β . 

0

0 0 0

0 0 0
( )

0 0 0 0
0 0 0 0

A

A

Df P

− 
 
 =  
 
 
 

µ

µ
β ,  

*
0( , )

0
0

A

A

Df P V

− 
 
 =  
  
 

σ

σ
β β , 

2 *
0( , )( , )

0
0

D f P V V

+

+

 
 − = 
  
 

δ σ
σ
δ σ
σ

β β . 

Khi đó 

i) *
0( , ) 0TW f P =β β . 

ii) *
0( ( , ) ) 0

( )
T AW Df P V = ≠

+β
γβ

σ γ µ
. 

iii)  2 *
0

( )( ( , )( , )) 0
( )

TW D f P V V +
= − ≠

+β
γ δ σβ
σ γ µ

. 

Từ i), ii) và iii)  ta thấy các điều kiện của định lí 
Sotomayor (Perko, 2000) được thỏa. Vì vậy hệ (1) 
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có phân nhánh transcritical tại giá trị ngưỡng 
[( )( ) ]*

A
+ + += µ δ σ γ µ αµ

γβ . 

Nhận xét 2.   Trong mô hình (1), điểm cân bằng 
tự do  P0 luôn tồn tại. Nó ổn định khi R0 < 1 và không 
ổn định khi R0 > 1.  Điểm cân bằng bệnh P1 tồn tại 
khi R0 > 1 và nó không ổn định. Hai điểm cân bằng 
này trùng nhau tại R0 = 1 (ứng với giá trị ngưỡng   

*β ) và chúng tráo đổi tính ổn định cho nhau.  

5. MÔ PHỎNG SỐ 

Phần này thực hiện một số mô phỏng số để kiểm 
tra tính đúng đắn của các phân tích lý thuyết. Phần 
mềm MatLab được sử dụng cho các tính toán. Phần 
mềm Matcont (chạy trên nền MatLab để giải các bài 
toán phân nhánh) được dùng để phát hiện phân 
nhánh transcritical.  

5.1. Trường hợp R0 < 1 

Chọn các tham số A  = 10, α = 0.1, β = 0.05,         
δ = 0.2, γ = 0.05,  µ = 0.45, σ = 0.9 và điều kiện ban 
đầu S(0) = 20, E(0) = 12, I(0) = 10, R(0) = 0. Tính 
được     R0 = 0.9338 < 1. Trường hợp này điểm cân 
bằng bệnh tự do P0 (thành phần nhiễm bệnh I0 = 0) 
ổn định tiệm cận toàn cục và các nghiệm của hệ (1) 
đều dần về P0. Hình 2 biểu diễn các thành phần 
nghiệm của hệ (1) theo thời gian t. Ta thấy thành 
phần I(t) của nghiệm dần về giá trị 0 khi t tiến ra +∞, 
chứng tỏ sự lan truyền virus trong cộng đồng tắt dần. 

 
Hình 2.  Các thành phần nghiệm của hệ (1) theo 

thời gian t khi R0 < 1 

5.2. Trường hợp R0 > 1 

Chọn các tham số A = 10, α = 0.1, β = 0.25, δ = 
0.2, γ = 0.25,  µ = 0.45, σ = 0.9 và điều kiện ban đầu 
S(0) = 14, E(0) = 7, I(0) = 6, R(0) = 0. Tính được R0 
= 1.7042 > 1. Trường hợp này điểm cân bằng bệnh 
P1 ổn định tiệm cận toàn cục và các nghiệm của hệ 
(1) đều dần về P1 (thành phần nhiễm bệnh I* > 0). 
Hình 3 biểu diễn các thành phần nghiệm của hệ (1) 
theo thời gian t. Ta thấy thành phần I(t) của nghiệm 
dần về giá trị dương 1.879 khi t tiến ra +∞. Điều này 

cho thấy sự lan truyền virus vẫn còn tiếp diễn trong 
cộng đồng.  

 
Hình 3.  Các thành phần nghiệm của hệ (1) theo 

thời gian t  khi R0 > 1 

5.3. Phân nhánh trascritical 

Chọn các tham số A  = 5, α = 0.1, δ = 0.2, γ = 
0.25,  µ = 0.45, σ = 0.5 và cho tham số β thay đổi. 
Dùng phần mềm Matcont ta phát hiện phân nhánh 
transcritical xảy ra tại * 0.002875β = (ứng với R0 = 
1).  

Hình 4 mô tả biểu đồ phân nhánh transcritical 
của hệ (1) trong mặt phẳng (β, I). Trục hoành là quỹ 
đạo của P0 và đường cong là quỹ đạo của P1. Hai 
quỹ đạo gặp nhau tại điểm phân nhánh BP (branch 
point), tại điểm này hai điểm cân bằng tráo đổi tính 
ổn định cho nhau. Điểm cân bằng tự do P0 từ ổn định 
chuyển sang không ổn định và điểm cân bằng bệnh 
P1 nhận tính ổn định. 

 
Hình 4. Biểu đồ phân nhánh transcritical của hệ 

(1) trong mặt phẳng (β, I) 

6. KẾT LUẬN 

Trong bài báo này, sự lan truyền vi-rút trong 
cộng đồng đã được nghiên cứu bằng lý thuyết hệ 
động lực. Các kết quả nghiên cứu đã giải thích được 
cơ chế của sự lan truyền vi-rút. Các điểm cân bằng 
và số sinh sản cơ sở R0 là nhân tố quyết định sự lan 
truyền của vi-rút. Khi R0 < 1 thì điểm cân bằng tự do 
P0 ổn định tiệm cận toàn cục dẫn đến sự lan truyền 
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tắt dần. Khi R0 > 1 thì điểm cân bằng bệnh P1 ổn định 
tiệm cận toàn cục làm cho sự lan truyền vẫn còn 
trong cộng đồng. Phân nhánh transcritical được 
dùng để giải thích sự thay đổi tính ổn định của các 
điểm cân bằng tại giá trị ngưỡng R0 = 1. Dựa vào sự 
biến thiên của R0 theo các tham số, ta có thể thực 

hiện các biện pháp để điều chỉnh các tham số sao 
cho R0 < 1 nhằm làm cho sự lan truyền tắt dần trong 
cộng đồng. Sự kết hợp giữa phương pháp giải tích 
và phương pháp số giúp cho mô hình được nghiên 
cứu một cách đầy đủ. 
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