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TÓM TẮT 
Bài báo này nhằm mục đích nghiên cứu các bài toán tối ưu hóa 
hàm tích phân mờ của nhiều biến số phụ thuộc với các ràng 
buộc hệ phương trình vi phân cấp một. Trước hết, các điều 
kiện cần tối ưu cho các bài toán tối ưu hóa hàm tích phân mờ 
với các ràng buộc hệ phương trình vi phân được thiết lập. Sau 
đó, các điều kiện đủ tối ưu được khảo sát sử dụng một số giả 
thiết lồi. 

Từ khoá: Bài toán tối ưu hóa hàm tích phân mờ, ràng buộc hệ 
phương trình vi phân cấp một, điều kiện tối ưu, giả thiết lồi 
ABSTRACT 
This paper is intended to investigate fuzzy variational 
problems of several dependent variables with nonholonomic 
constraints. Firstly, the necessary optimality conditions for 
fuzzy variational problems with nonholonomic constraints are 
established. Then, sufficient optimality conditions are obtained 
under some convexity assumptions. 

Keywords: Fuzzy variational problems, nonholonomic 
constraints, optimality conditions, convexity 

1. MỞ ĐẦU  

Bài toán tối ưu hóa hàm tích phân hay tối ưu hóa 
biến phân là một bài toán quan trọng trong các bài 
toán tối ưu hóa. Nhiều bài toán trong toán học, vật 
lý, cơ học có thể mô tả dưới dạng bài toán tối ưu hóa 
biến phân như bài toán xác định độ võng dây xích 
(catenery), bài toán xác định đường trượt có thời 
gian ngắn nhất (brachistochrone), bài toán xác định 
đường trắc địa (geodesic) trên đa tạp. Các kiến thức 
cơ bản của bài toán tối ưu hóa biến phân có thể tham 
khảo trong các sách (Hestenes, 1966; Giaquinta và 
Hildebrandt, 1996; Torres & Malinowska, 2012; 
Clarke, 2013). Trong các bài toán tối ưu hóa, có 
nhiều yếu tố dẫn đến sự thiếu chính xác trong dữ liệu 

(Bellman & Zadeh, 1970) chẳng hạn như các yếu tố 
ảnh hưởng của môi trường bên ngoài gồm có nhiệt 
độ, áp suất, thời tiết, các yếu tố sai số do đo đạc, các 
yếu tố thiếu chính xác trong quá trình lấy ý kiến 
khảo sát. Để xác định nghiệm tối ưu chính xác hơn, 
các bài toán tối ưu hóa được mở rộng thành các bài 
toán tối ưu hóa với hàm giá trị khoảng (Ahmad et 
al., 2019; Tung và Tam, 2022; Rayanki et al., 2023), 
hay các bài toán tối ưu hóa với hàm giá trị mờ (Wu, 
2009; Tung và Tam, 2022). Bài toán tối ưu hóa biến 
phân được mở rộng thành bài toán tối ưu hóa biến 
phân mờ được khảo sát các điều kiện cần tối ưu 
trong (Farhadinia, 2011) sử dụng đạo hàm dạng tập 
mức. Theo Soolaki et al. (2016), một số điều kiện 
cần tối ưu cho bài toán tối ưu hóa biến phân mờ sử 
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dụng đạo hàm Hukuhara được trình bày. Trong thời 
gian gần đây, một cách biểu diễn mới cho số mờ sử 
dụng hàm thuộc dạng không gian được đề xuất 
(Piegat và Landowski, 2015; Piegat và Plucinski, 
2021). Các biểu diễn này có một số lợi thế hơn so 
với các dạng đạo hàm theo tập mức hay đạo hàm 
Hukuhara trong một số trường hợp, do không phải 
chia bài toán thành nhiều bài toán theo các trường 
hợp biểu diễn của số mờ. Nhiều kết quả gần đây đã 
sử dụng cách biểu diễn này và thu được nhiều kết 
quả mới trong phương trình vi phân mờ (Son et al., 
2019), bài toán tối ưu điều khiển phân số mờ (Dong 
et al., 2020). Điều kiện cần tối ưu cho bài toán tối 
ưu biến phân mờ một biến sử dụng hàm thuộc dạng 
không gian đã được khảo sát trong nghiên cứu của 
Mustafa et al. (2021). Sử dụng hàm thuộc dạng 
không gian, bài báo của Tung và Tam (2023) khảo 
sát cả điều kiện cần và điều kiện đủ tối ưu cho bài 
toán tối ưu biến phân mờ nhiều biến với các ràng 
buộc gồm ràng buộc đẳng chu (isoperimetric), ràng 
buộc vị trí (holonomic). Tuy nhiên, bài toán tối ưu 
biến phân mờ nhiều biến với ràng buộc hệ phương 
trình vi phân chưa được khảo sát trong các kết quả 
trước đây. Dựa trên những phân tích trên, điều kiện 
cần và điều kiện đủ tối ưu cho bài toán tối ưu biến 
phân mờ nhiều biến với ràng buộc hệ phương trình 
vi phân được khảo sát trong bài báo này. Một ví dụ 
chi tiết cũng được trình bày để minh họa cho kết quả 
của bài báo. 

2. KIẾN THỨC CHUẨN BỊ 

Trong bài báo này, ký hiệu 𝐾𝐾𝐶𝐶 là lớp của tất cả 
các khoảng đóng và bị chặn trong ℝ. Tập tất cả các 
số mờ trên ℝ được kí hiệu là 𝐹𝐹(ℝ). Một số mờ 𝑢𝑢�  
được gọi là số chuẩn tắc trong trường hợp các hàm 
số 𝜂𝜂1(𝜇𝜇) = 𝑢𝑢𝜇𝜇𝐿𝐿 và 𝜂𝜂2(𝜇𝜇) = 𝑢𝑢𝜇𝜇𝑅𝑅 là liên tục trên đoạn 
[0,1], với �𝑢𝑢𝜇𝜇𝐿𝐿 ,𝑢𝑢𝜇𝜇𝑅𝑅� = [𝑢𝑢�]𝜇𝜇. Tập tất cả các số mờ 
chuẩn tắc trên ℝ kí hiệu 𝐹𝐹𝐶𝐶(ℝ). 

Định nghĩa 2.1. (Piegat và Landowski, 2015; 
Piegat và Plucinski, 2021) Cho 𝑢𝑢� : [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] → [0,1] ở 
trong 𝐹𝐹𝐶𝐶(ℝ). Khi đó, hàm thuộc dạng không gian 
của 𝑢𝑢�  được định nghĩa như sau 

𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔: [0,1] × [0,1] → [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] 
(𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑢𝑢) ↦ 𝑡𝑡: = 𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔(𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑢𝑢) = 𝑢𝑢𝜇𝜇𝐿𝐿 + �𝑢𝑢𝜇𝜇𝑅𝑅 − 𝑢𝑢𝜇𝜇𝐿𝐿�𝛼𝛼𝑢𝑢, 

trong đó, “gr” kí hiệu cho thông tin cốt lõi 
(granule) được chứa trong 𝑡𝑡 ∈ [𝑎𝑎, 𝑏𝑏], 𝜇𝜇 ∈ [0,1] và 
𝛼𝛼𝑢𝑢 ∈ [0,1]. Hàm thuộc dạng không gian của 𝑢𝑢� ∈
𝐹𝐹𝐶𝐶(ℝ) cũng được kí hiệu là ℋ(𝑢𝑢�): = 𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔(𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑢𝑢). 

Mệnh đề 2.1. (Piegat và Landowski, 2015; Son 
et al., 2019; Piegat và Plucinski, 2021) Hàm ngược 

ℋ−1�𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔(𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑢𝑢)� của  𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔(𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑢𝑢) là số mờ 𝑢𝑢�  với 
tập mức-𝜇𝜇  là 

�ℋ−1�𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔(𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑢𝑢)��𝜇𝜇 = [𝑢𝑢�]𝜇𝜇 =

� inf
𝛽𝛽≥𝜇𝜇

min
𝛼𝛼𝑢𝑢

𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔(𝛽𝛽,𝛼𝛼𝑢𝑢), sup
𝛽𝛽≥𝜇𝜇

max
𝛼𝛼𝑢𝑢

𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔(𝛽𝛽,𝛼𝛼𝑢𝑢)�. 

Định nghĩa 2.2. Cho 𝑢𝑢� ,𝑣𝑣�: [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] → [0,1] trong 
𝐹𝐹𝐶𝐶(ℝ). 

(i) 𝑢𝑢� = 𝑣𝑣� nếu ℋ(𝑢𝑢�) = ℋ(𝑣𝑣�)�𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔(𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑢𝑢) =
𝑣𝑣𝑔𝑔𝑔𝑔(𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑣𝑣)� với mọi 𝛼𝛼𝑢𝑢 = 𝛼𝛼𝑣𝑣 ∈ [0,1] và 𝜇𝜇 ∈ [0,1]. 

(ii) 𝑢𝑢� ≥ 𝑣𝑣� nếu ℋ(𝑢𝑢�) ≥ ℋ(𝑣𝑣�)�𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔(𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑢𝑢) ≥
𝑣𝑣𝑔𝑔𝑔𝑔(𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑣𝑣)� với mọi 𝛼𝛼𝑢𝑢 = 𝛼𝛼𝑣𝑣 ∈ [0,1] và 𝜇𝜇 ∈ [0,1]. 

(iii) 𝑢𝑢� > 𝑣𝑣� nếu ℋ(𝑢𝑢�) > ℋ(𝑣𝑣�)�𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔(𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑢𝑢) >
𝑣𝑣𝑔𝑔𝑔𝑔(𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑣𝑣)� với mọi 𝛼𝛼𝑢𝑢 = 𝛼𝛼𝑣𝑣 ∈ [0,1] và 𝜇𝜇 ∈ [0,1]. 

Định nghĩa 2.3. Cho 𝜙𝜙: [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] → ℝ là hàm giá trị 
thực 

(i) 𝐶𝐶([𝑎𝑎, 𝑏𝑏]) là không gian của tất cả các hàm 
liên tục trên [𝑎𝑎, 𝑏𝑏], nghĩa là 

𝐶𝐶([𝑎𝑎, 𝑏𝑏]) = {𝜙𝜙| 𝜙𝜙 là liên tục trên [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]}, 

(ii) 𝐶𝐶1([𝑎𝑎, 𝑏𝑏]) là không gian của tất cả các hàm 
khả vi liên tục trên [𝑎𝑎,𝑏𝑏], nghĩa là 

𝐶𝐶1([𝑎𝑎, 𝑏𝑏]) = {𝜙𝜙|∃𝜙𝜙′: [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] → ℝ và 𝜙𝜙′ liên tục 
trên [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]}. 

(iii) 𝐶𝐶2([𝑎𝑎, 𝑏𝑏]) là không gian của tất cả các hàm 
khả vi liên tục cấp hai trên [𝑎𝑎, 𝑏𝑏], nghĩa là 

𝐶𝐶2([𝑎𝑎, 𝑏𝑏]) = {𝜙𝜙|∃𝜙𝜙′′: [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] → ℝ và 𝜙𝜙′′ liên tục 
trên [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]}. 

Định nghĩa 2.4. Cho 𝜙𝜙�: [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] → 𝐹𝐹𝐶𝐶(ℝ) là hàm 
mờ bao gồm 𝑛𝑛 số mờ phân biệt 𝑢𝑢1�,𝑢𝑢2�, … ,𝑢𝑢𝑛𝑛�. Hàm 
thuộc dạng không gian của 𝜙𝜙�(𝑡𝑡) tại điểm 𝑡𝑡 ∈ [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] 
được kí hiệu ℋ(𝜙𝜙�(𝑡𝑡)): = 𝜙𝜙𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑢𝑢) trong đó: 

𝜙𝜙𝑔𝑔𝑔𝑔 ≔ [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] × [0,1] × … × [0,1]𝑛𝑛 → [𝑐𝑐,𝑑𝑑] ⊂ ℝ 

và 𝛼𝛼𝜙𝜙 = �𝛼𝛼𝑢𝑢1 , … ,𝛼𝛼𝑢𝑢𝑛𝑛�. 

Định nghĩa 2.5. Cho 𝜙𝜙�: [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] → F𝐶𝐶(ℝ) là một 
hàm mờ. 

(i) (Mazandarani et al., 2017) Hàm mờ 𝜙𝜙� được 
gọi là khả vi granular (gr-khả vi) tại 𝑡𝑡0 ∈ (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) nếu 
tồn tại số mờ  𝑑𝑑𝑔𝑔𝑔𝑔𝜙𝜙

(𝑡𝑡0)

𝑑𝑑𝑡𝑡
∈ F𝐶𝐶(ℝ) sao cho giới hạn sau 

tồn tại: 

lim
ℎ→0

𝜙𝜙�(t0 + ℎ) ⊖𝑔𝑔𝑔𝑔 𝜙𝜙�(𝑡𝑡0)
h

=
𝑑𝑑𝑔𝑔𝑔𝑔𝜙𝜙(𝑡𝑡0)

𝑑𝑑𝑡𝑡
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trong đó giới hạn được lấy trong không gian 
mêtric (FC(ℝ), Dgr) và 𝜙𝜙�(t0 + ℎ) ⊖𝑔𝑔𝑔𝑔 𝜙𝜙�(𝑡𝑡0) là 
một số mờ có hàm thuộc dạng không gian 

ℋ�𝜙𝜙�(t0 + ℎ) ⊖𝑔𝑔𝑔𝑔 𝜙𝜙�(𝑡𝑡0)�

=  ℋ�𝜙𝜙�(t0 + ℎ)� −ℋ �𝜙𝜙�(𝑡𝑡0)�. 

Khi đó, giá trị  𝑑𝑑𝑔𝑔𝑔𝑔𝜙𝜙
(𝑡𝑡0)

𝑑𝑑𝑡𝑡
  được gọi là đạo hàm 

granular (hay gr-đạo hàm) của hàm có giá trị mờ 𝜙𝜙� 
tại 𝑡𝑡0. Chúng ta nói rằng 𝜙𝜙� là gr-khả vi trên [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] 
nếu đạo hàm 𝑑𝑑𝑔𝑔𝑔𝑔𝜙𝜙

� (𝑡𝑡)

𝑑𝑑𝑡𝑡
 tồn tại với mọi điểm 𝑡𝑡 ∈ [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]. 

Khi đó, hàm có giá trị mờ �̇�𝜙�  ≔ 𝑑𝑑𝑔𝑔𝑔𝑔𝜙𝜙�

𝑑𝑑𝑡𝑡
: [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] →

FC(ℝ) được gọi là gr-đạo hàm của 𝜙𝜙� trên [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]. 

(ii) (Mazandarani et al., 2017; Son et al., 2019) 
Giả sử 𝜙𝜙� gr-khả vi trên (a, b). Hàm số ϕ� được gọi 
là khả vi granular cấp hai tại t0 ∈ [𝑎𝑎, 𝑏𝑏], nếu tồn tại 
một số mờ  𝑑𝑑𝑔𝑔𝑔𝑔

2 𝜙𝜙� (𝑡𝑡0)

𝑑𝑑𝑡𝑡2
∈ FC(ℝ), sao cho giới hạn sau 

tồn tại: 

lim
ℎ→0

𝑑𝑑𝑔𝑔𝑔𝑔𝜙𝜙�(𝑡𝑡0 + ℎ)
𝑑𝑑𝑡𝑡 ⊝𝑔𝑔𝑔𝑔

𝑑𝑑𝑔𝑔𝑔𝑔𝜙𝜙�(𝑡𝑡0)
𝑑𝑑𝑡𝑡

ℎ
=  
𝑑𝑑𝑔𝑔𝑔𝑔2 𝜙𝜙�(𝑡𝑡0)
𝑑𝑑𝑡𝑡2

 

trong đó, giới hạn được lấy trong không gian 
mêtric (𝐅𝐅𝐜𝐜(ℝ),𝐝𝐝𝐠𝐠𝐠𝐠). hàm có giá trị mờ  �̈�𝝓� ≔

 𝒅𝒅𝒈𝒈𝒈𝒈
𝟐𝟐 𝝓𝝓�

𝒅𝒅𝒕𝒕𝟐𝟐
: [𝒂𝒂,𝒃𝒃]  → 𝑭𝑭𝑪𝑪(ℝ) khi đó được gọi là gr-đạo 

hàm cấp hai của 𝝓𝝓�  trên [𝒂𝒂,𝒃𝒃]. 

Mệnh đề 2.2. (Mazandarani et al., 2017; Son et 
al., 2019)  Cho 𝜙𝜙� ∶  [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]  → 𝐹𝐹𝐶𝐶(ℝ) là một hàm mờ. 

(i) Hàm mờ 𝜙𝜙� ∶  [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]  → 𝐹𝐹𝐶𝐶(ℝ) khả vi granular 
tại 𝑡𝑡0 ∈ [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] nếu và chỉ nếu hàm thuộc dạng không 
gian của nó ℋ�𝜙𝜙�(𝑡𝑡)� = 𝜙𝜙𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜙𝜙� khả vi ứng 

với 𝑡𝑡 tại điểm đó. Hơn nữa, ℋ�𝑑𝑑𝑔𝑔𝑔𝑔𝜙𝜙
�(𝑡𝑡)

𝑑𝑑𝑡𝑡
� = 𝜕𝜕ℋ𝜙𝜙� (𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝑡𝑡
  . 

(ii) Hàm mờ 𝜙𝜙� ∶  [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]  → 𝐹𝐹𝐶𝐶(ℝ) khả vi 
granular cấp hai tại 𝑡𝑡0 ∈ [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] nếu và chỉ nếu hàm 
thuộc dạng không gian của nó ℋ�𝜙𝜙�(𝑡𝑡)� =
𝜙𝜙𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜙𝜙� khả vi cấp hai ứng với 𝑡𝑡 tại điểm đó. 

Hơn nữa, ℋ�𝑑𝑑𝑔𝑔𝑔𝑔
2 𝜙𝜙� (𝑡𝑡)

𝑑𝑑𝑡𝑡
� = 𝜕𝜕2ℋ𝜙𝜙� (𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝑡𝑡2
. 

Định nghĩa 2.6. Cho 𝜙𝜙� ∶  [a, b]  → FC(ℝ) là 
hàm có giá trị mờ. 

(i) ∁([a, b]) là không gian của tất cả các hàm mờ 
liên tục trên [a, b], nghĩa là, 

∁([a, b]) = {𝜙𝜙� | 𝜙𝜙� liên tục trên [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]} 

(ii) ∁1([a, b]) là không gian của tất cả các hàm 
mờ gr-khả vi liên tục trên [a, b], nghĩa là, 

∁1([a, b]) = {𝜙𝜙�|∃�̇�𝜙�:  [a, b]
→ FC(ℝ) và �̇�𝜙� liên tục trên [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]} 

(iii) ∁2([a, b]) là không gian của tất cả các hàm 
mờ gr-khả vi liên tục cấp hai trên [a, b], nghĩa là, 

∁2([a, b]) = {𝜙𝜙�|∃�̈�𝜙�:  [a, b]  
→ FC(ℝ) và �̈�𝜙� liên tục trên [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]} 

Nhận xét 2.1. Hàm mờ 𝜙𝜙�: [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] → F𝐶𝐶(ℝ) khả 
vi liên tục (cấp hai) trên [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] nếu và chỉ nếu hàm 
thuộc dạng không gian ℋ�𝜙𝜙�(𝑡𝑡)� = 𝜙𝜙𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜙𝜙� 
khả vi liên tục (cấp hai) trên [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]. 

Định nghĩa 2.7. (Mazandarani et al., 2017; Son 
et al., 2019)  Cho 𝜙𝜙�: [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] → F𝑪𝑪(ℝ) là một hàm mờ 
có hàm thuộc dạng không gian ℋ�𝜙𝜙�(𝑡𝑡)� =
𝜙𝜙𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜙𝜙�  khả tích trên [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]. Ký hiệu 

∫�𝑎𝑎
𝑏𝑏
𝜙𝜙�(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑡𝑡 biểu thị tích phân của 𝜙𝜙�  trên [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]. Khi 

đó, hàm mờ 𝜙𝜙� được gọi là khả tích granular (gr-khả 

tích) trên [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] tồn tại một số mờ 𝑚𝑚� = ∫�𝑎𝑎
𝑏𝑏
𝜙𝜙�(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑡𝑡   

sao cho 

ℋ�∫�𝑎𝑎
𝑏𝑏
𝜙𝜙�(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑡𝑡� = ℋ(𝑚𝑚�) = � ℋ�𝜙𝜙�(𝑡𝑡)�

𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑡𝑡 

=  � 𝜙𝜙𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜙𝜙�
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑡𝑡.  

Bổ đề 2.1. (Hestenes, 1966; Giaquinta và 
Hildebrandt, 1996; Torres & Malinowska, 2012) 

Giả sử rằng 𝜙𝜙(𝑡𝑡) là hàm có giá trị thực liên tục 
trên [𝑎𝑎, 𝑏𝑏].  Nếu xảy ra 

� 𝜙𝜙(𝑡𝑡)𝜂𝜂(𝑡𝑡)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑡𝑡 = 0  

với mọi 𝜂𝜂(𝑡𝑡) ∈ 𝐶𝐶2[𝑎𝑎, 𝑏𝑏] sao cho 𝜂𝜂(𝑎𝑎) =
 𝜂𝜂(𝑏𝑏) =  0, thì 𝜙𝜙(𝑡𝑡) = 0 với mọi 𝑡𝑡 ∈ [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]. 

Bổ đề 2.2. (Hestenes, 1966; Hestenes, 1975; 
Giaquinta & Hildebrandt, 1996) 

Cho hệ 𝑚𝑚 hàm (𝑛𝑛 + 𝑚𝑚 biến số) 𝐹𝐹𝑖𝑖:ℝ𝑛𝑛 × ℝ𝑚𝑚 →
ℝ(𝑖𝑖 = 1, … ,𝑚𝑚) thỏa 

(i) Fi(x1, , … , xn, y1, … , ym)(i = 1, … , m) là các 
hàm liên tục cùng với các đạo hàm riêng trong lân 
cận Δ  của điểm (0, … ,0,0, … ,0) = (0,0); 

(ii) 𝐹𝐹𝑖𝑖(0,0) = 0 (𝑖𝑖 = 1, … ,𝑚𝑚) và định thức 
Jacobi 
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�
(𝐹𝐹1)𝑦𝑦1

′ (0,0) … (𝐹𝐹1)𝑦𝑦𝑚𝑚
′ (0,0)

… … …
(𝐹𝐹𝑚𝑚)𝑦𝑦1

′ (0,0) … (𝐹𝐹𝑚𝑚)𝑦𝑦𝑚𝑚
′ (0,0)

� ≠ 0. 

Khi đó, tồn tại lân cận 𝑆𝑆𝛿𝛿(0) =
{𝑥𝑥 ∈ ℝ𝑛𝑛|‖𝑥𝑥‖ < 𝛿𝛿} của 0 và lân cận 𝑆𝑆𝜖𝜖(0) =
{𝑦𝑦 ∈ ℝ𝑚𝑚|‖𝑦𝑦‖ < 𝜖𝜖}  của 0 sao cho 

(a) Với mọi 𝑥𝑥 ∈ 𝑆𝑆𝛿𝛿(0) tồn tại duy nhất 𝑦𝑦 ∈
 𝑆𝑆𝜖𝜖(0), kí hiệu 𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑥𝑥1, , … , 𝑥𝑥𝑛𝑛)(𝑖𝑖 =
1, … ,𝑚𝑚) sao cho 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝐹𝐹1 �

𝑥𝑥1, , … , 𝑥𝑥𝑛𝑛, 𝑓𝑓1(𝑥𝑥1, , … , 𝑥𝑥𝑛𝑛), … ,
𝑓𝑓𝑚𝑚(𝑥𝑥1, , … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) � = 0

…

𝐹𝐹𝑚𝑚 �
𝑥𝑥1, , … , 𝑥𝑥𝑛𝑛, 𝑓𝑓1(𝑥𝑥1, , … , 𝑥𝑥𝑛𝑛), … ,

𝑓𝑓𝑚𝑚(𝑥𝑥1, , … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) � = 0.
 

(b) Hơn nữa, các hàm 𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑥𝑥1, , … , 𝑥𝑥𝑛𝑛)(𝑗𝑗 =
1, … ,𝑚𝑚) cũng có các đạo hàm riêng liên tục 
𝜕𝜕𝑦𝑦𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

(𝑗𝑗 = 1, … ,𝑛𝑛) xác định bởi 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜕𝜕𝑦𝑦1
𝜕𝜕𝑥𝑥1

…
𝜕𝜕𝑦𝑦1
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑚𝑚… … …

𝜕𝜕𝑦𝑦𝑚𝑚
𝜕𝜕𝑥𝑥1

…
𝜕𝜕𝑦𝑦𝑚𝑚
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑚𝑚⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

= −�
(𝐹𝐹1)𝑦𝑦1

′ (0,0) … (𝐹𝐹1)𝑦𝑦𝑚𝑚
′ (0,0)

… … …
(𝐹𝐹𝑚𝑚)𝑦𝑦1

′ (0,0) … (𝐹𝐹𝑚𝑚)𝑦𝑦𝑚𝑚
′ (0,0)

�

−1

. 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜕𝜕𝐹𝐹1
𝜕𝜕𝑥𝑥1

…
𝜕𝜕𝐹𝐹1
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑚𝑚… … …

𝜕𝜕𝐹𝐹𝑚𝑚
𝜕𝜕𝑥𝑥1

…
𝜕𝜕𝐹𝐹𝑚𝑚
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑚𝑚⎦

⎥
⎥
⎥
⎤
. 

3. ĐIỀU KIỆN TỐI ƯU 

Trong bài báo này, xét bài toán tối ưu hóa biến 
phân mờ của nhiều biến số phụ thuộc với các 
ràng buộc hệ phương trình vi phân cấp một có 
dạng như sau: 

(𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁):  mın�  𝐽𝐽(𝑥𝑥�) = 𝐽𝐽(𝑥𝑥1�, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛�)

= ∫�𝑎𝑎
𝑏𝑏
𝑓𝑓(𝑥𝑥�1(𝑡𝑡), … , 𝑥𝑥�𝑛𝑛(𝑡𝑡), �̇�𝑥1�(𝑡𝑡), … , �̇�𝑥𝑛𝑛�(𝑡𝑡), 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑡𝑡 

với 

𝑔𝑔�1�𝑥𝑥�1(𝑡𝑡), … , 𝑥𝑥�𝑛𝑛(𝑡𝑡), �̇�𝑥1�(𝑡𝑡), … , �̇�𝑥𝑛𝑛�(𝑡𝑡), 𝑡𝑡� = 0� , 

          𝑔𝑔�𝑚𝑚�𝑥𝑥�1(𝑡𝑡), … , 𝑥𝑥�𝑛𝑛(𝑡𝑡), �̇�𝑥1�(𝑡𝑡), … , �̇�𝑥𝑛𝑛�(𝑡𝑡), 𝑡𝑡�
= 0�  (𝑚𝑚 < 𝑛𝑛), 

𝑥𝑥�1(𝑎𝑎) = 𝑥𝑥�1,𝑎𝑎, … , 𝑥𝑥�𝑛𝑛(𝑎𝑎) = 𝑥𝑥�𝑛𝑛,𝑎𝑎, 𝑥𝑥�1(𝑏𝑏) =
𝑥𝑥�1,𝑏𝑏, … , 𝑥𝑥�𝑛𝑛(𝑏𝑏) = 𝑥𝑥�𝑛𝑛,𝑏𝑏, 

trong đó, 𝑥𝑥�1, … , 𝑥𝑥�𝑛𝑛 ∈ ∁2([a, b]), hàm 
𝑓𝑓 ,𝑔𝑔�j:𝐹𝐹C(ℝ)2𝑛𝑛 × ℝ → 𝐹𝐹C(ℝ)(𝑗𝑗 = 1, … ,𝑚𝑚) là các 
hàm thuộc lớp ∁2 và 𝐽𝐽: (∁2([a, b]))𝑛𝑛 → 𝐹𝐹C(ℝ). Để 
thuận tiện, ta kí hiệu 

𝑓𝑓[𝑥𝑥�, 𝑥𝑥�]̇(𝑡𝑡) = 𝑓𝑓�𝑥𝑥�1(𝑡𝑡), … , 𝑥𝑥�𝑛𝑛(𝑡𝑡), �̇�𝑥1�(𝑡𝑡), … , �̇�𝑥𝑛𝑛�(𝑡𝑡), 𝑡𝑡�, 

𝑔𝑔�𝑗𝑗[𝑥𝑥�, 𝑥𝑥�]̇(𝑡𝑡)
= 𝑔𝑔�𝑗𝑗�𝑥𝑥�1(𝑡𝑡), … , 𝑥𝑥�𝑛𝑛(𝑡𝑡), �̇�𝑥1�(𝑡𝑡), … , �̇�𝑥𝑛𝑛�(𝑡𝑡), 𝑡𝑡�, 𝑗𝑗
= 1, … ,𝑚𝑚, 

𝑥𝑥�(𝑡𝑡) = (𝑥𝑥1�(𝑡𝑡), … , 𝑥𝑥n�(𝑡𝑡)), 𝑥𝑥�𝑎𝑎 = �𝑥𝑥�1,𝑎𝑎, … , 𝑥𝑥�𝑛𝑛,𝑎𝑎�, 𝑥𝑥�𝑏𝑏
= �𝑥𝑥�1,𝑏𝑏, … , 𝑥𝑥�𝑛𝑛,𝑏𝑏�. 

Tập các điểm chấp nhận được của (𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁) là 

Ω� = {𝑥𝑥� ∈ (∁2([a, b]))𝑛𝑛 |𝑔𝑔�𝑗𝑗[𝑥𝑥�, 𝑥𝑥�]̇(𝑡𝑡) = 0� ,
𝑗𝑗 = 1, … ,𝑚𝑚, 𝑥𝑥�(𝑎𝑎) = 𝑥𝑥�𝑎𝑎, 𝑥𝑥�(𝑏𝑏)
= 𝑥𝑥�𝑏𝑏}. 

Hàm 𝑥𝑥�∗ ∈ (∁2([a, b]))𝑛𝑛 là nghiệm tối ưu địa 
phương của (NVP) nếu tồn tại lân cận 𝑈𝑈 của 𝑥𝑥�∗ sao 
cho 

𝐽𝐽(𝑥𝑥�∗) ≤ 𝐽𝐽(𝑥𝑥�),∀𝑥𝑥� ∈ 𝑈𝑈 ∩  Ω�. 

Nếu 𝑈𝑈 = (∁2([a, b]))𝑛𝑛, thì 𝑥𝑥� là nghiệm tối ưu 
toàn cục của (𝐺𝐺𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁). 

Bài toán tối ưu hóa biến phân dạng granular 
tương ứng với (NVP), kí hiệu (GNVP), có dạng 
như sau: 

(𝐺𝐺𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁): min 𝐽𝐽𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔) = 

� 𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥1
𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡,𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥1�, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛

𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥𝑛𝑛�, �̇�𝑥1
𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼�̇�𝑥1�

𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

, … , �̇�𝑥𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼�̇�𝑥𝑛𝑛), 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑡𝑡  

với 
𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥1

𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥1�, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥𝑛𝑛�, �̇�𝑥1

𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼�̇�𝑥1� 

, … , �̇�𝑥𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼�̇�𝑥𝑛𝑛), 𝑡𝑡) = 0 

……………………………………………… 

𝑔𝑔𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥1

𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥1�, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥𝑛𝑛�, �̇�𝑥1

𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼�̇�𝑥1� 

            , … , �̇�𝑥𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼�̇�𝑥𝑛𝑛�, 𝑡𝑡) = 0  (𝑚𝑚 < 𝑛𝑛), 

𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑎𝑎, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥𝑖𝑖� = 𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑎𝑎

𝑔𝑔𝑔𝑔�𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑎𝑎�, 

𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑏𝑏, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥𝑖𝑖� = 𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑏𝑏

𝑔𝑔𝑔𝑔�𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑏𝑏�, 

∀𝛼𝛼𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝛼𝛼𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑎𝑎 = 𝛼𝛼𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑏𝑏(𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛). 

Để thuận tiện, ta kí hiệu  
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𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 , �̇�𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔]�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑓𝑓� 

= 𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥1
𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥1�, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛

𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥𝑛𝑛�, �̇�𝑥1
𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼�̇�𝑥1� 

, … , �̇�𝑥𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼�̇�𝑥𝑛𝑛�, 𝑡𝑡) 

𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 , �̇�𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔] �𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑔𝑔𝑗𝑗� 

= 𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥1

𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥1�, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥𝑛𝑛�, �̇�𝑥1

𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼�̇�𝑥1� 

, … , �̇�𝑥𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼�̇�𝑥𝑛𝑛�, 𝑡𝑡), 

 𝑗𝑗 = 1, … ,𝑚𝑚, 

𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 = �𝑥𝑥1
𝑔𝑔𝑔𝑔 , … , 𝑥𝑥n

𝑔𝑔𝑔𝑔� ∈ ℝ𝑛𝑛 với 

 𝑥𝑥i
𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥𝑖𝑖� (𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛),  

𝑥𝑥𝑎𝑎
𝑔𝑔𝑔𝑔 = �𝑥𝑥1,𝑎𝑎

𝑔𝑔𝑔𝑔 , … , 𝑥𝑥𝑛𝑛,𝑎𝑎
𝑔𝑔𝑔𝑔 �, 𝑥𝑥𝑏𝑏

𝑔𝑔𝑔𝑔 = �𝑥𝑥1,𝑏𝑏
𝑔𝑔𝑔𝑔 , … , 𝑥𝑥𝑛𝑛,𝑏𝑏

𝑔𝑔𝑔𝑔 � 

ℋ�𝑥𝑥�(𝑡𝑡)� = �ℋ�𝑥𝑥1�(𝑡𝑡)�, … ,ℋ�𝑥𝑥n�(𝑡𝑡)��
= 𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 ,ℋ−1(𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔)
= �ℋ−1�𝑥𝑥1

𝑔𝑔𝑔𝑔�, … ,ℋ−1�𝑥𝑥n
𝑔𝑔𝑔𝑔��

= 𝑥𝑥�(𝑡𝑡). 

Với các hàm 𝜑𝜑:ℝ2𝑛𝑛+3 → ℝ dạng 
𝜑𝜑(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛, �̇�𝑥1, … , �̇�𝑥𝑛𝑛, 𝑡𝑡,𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜑𝜑) (như các hàm 𝑓𝑓,𝑔𝑔𝑗𝑗) 
ký hiệu 𝜕𝜕𝑖𝑖𝜑𝜑 = 𝜑𝜑𝑥𝑥𝑖𝑖

′ (𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛) và 𝜕𝜕𝑖𝑖𝜑𝜑 = 𝜑𝜑�̇�𝑥𝑖𝑖
′ (𝑖𝑖 =

𝑛𝑛 + 1, … ,2𝑛𝑛). 

Tập các điểm chấp nhận được của (𝐺𝐺𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁) là 

Ωgr = {𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔

∈ (𝐶𝐶2([𝑎𝑎, 𝑏𝑏])𝑛𝑛 |𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, �̇�𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔] �𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑔𝑔𝑗𝑗� = 0, 𝑗𝑗

= 1, … ,𝑚𝑚, 𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑎𝑎) = 𝑥𝑥𝑎𝑎
𝑔𝑔𝑔𝑔 , 𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑏𝑏) = 𝑥𝑥𝑏𝑏

𝑔𝑔𝑔𝑔}. 

Hàm 𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ∈ (𝐶𝐶2([𝑎𝑎, 𝑏𝑏])𝑛𝑛   là nghiệm tối ưu địa 
phương của (GNVP) nếu tồn tại lân cận 𝑈𝑈𝑔𝑔𝑔𝑔 của 
𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 sao cho 

𝐽𝐽(𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔) ≤ 𝐽𝐽(𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔),∀𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 ∈ 𝑈𝑈𝑔𝑔𝑔𝑔 ∩ Ωgr. 

Nếu 𝑈𝑈𝑔𝑔𝑔𝑔 = �𝐶𝐶2([𝑎𝑎, 𝑏𝑏])�𝑛𝑛 , thì 𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑡𝑡) là 
nghiệm tối ưu toàn cục của (𝐺𝐺𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁). 

Mệnh đề sau được chứng minh tương tự như các 
dạng khác của bài toán biến phân mờ trong (Tung 
và Tam, 2023). 

Mệnh đề 3.1 Giả sử ℋ:𝛺𝛺� ⊂ 𝐹𝐹𝐶𝐶(ℝ)𝑛𝑛 → 𝛺𝛺𝑔𝑔𝑔𝑔 ⊂
ℝ𝑛𝑛 được xác định bởi ℋ�𝑥𝑥�(𝑡𝑡)� = 𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 là song ánh 
thì 

(i) ℋ�Ω�� = Ωgr 𝑣𝑣à ℋ−1(Ωgr) = Ω�; 

(ii) Nếu 𝑥𝑥∗� là nghiệm tối ưu của bài toán (NVP) 
thì ℋ(𝑥𝑥∗�) = 𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 cũng là nghiệm cực tiểu của bài 
toán (GNVP); 

(iii) Nếu 𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 là nghiệm tối ưu của bài toán 
(GNVP) thì 𝑥𝑥∗� = ℋ−1(𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔) cũng là nghiệm tối ưu 
của bài toán (NVP). 

Mệnh đề 3.2. Cho 𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 = �𝑥𝑥1
∗𝑔𝑔𝑔𝑔 , … , 𝑥𝑥𝑛𝑛

∗𝑔𝑔𝑔𝑔� ∈
(𝐶𝐶2[𝑎𝑎, 𝑏𝑏])𝑛𝑛 là nghiệm tối ưu của (GNVP). Nếu 

𝜕𝜕�𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔 , … ,𝑔𝑔𝑚𝑚

𝑔𝑔𝑔𝑔�
𝜕𝜕��̇�𝑥1

∗𝑔𝑔𝑔𝑔, … , �̇�𝑥𝑛𝑛
∗𝑔𝑔𝑔𝑔�

= �
𝜕𝜕𝑛𝑛+1𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔( 𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔) … 𝜕𝜕2𝑛𝑛𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔( 𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔)

… … …
𝜕𝜕𝑛𝑛+1𝑔𝑔𝑚𝑚

𝑔𝑔𝑔𝑔( 𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔) … 𝜕𝜕2𝑛𝑛𝑔𝑔𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔( 𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔)

� 

có hạng bằng m, nghĩa là có một định thức con 
cấp m khác không, chẳng hạn 

𝐷𝐷

= 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡 �
𝜕𝜕2𝑛𝑛−𝑚𝑚+1𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔( 𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔) … 𝜕𝜕2𝑛𝑛𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔( 𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔)

… … …
𝜕𝜕2𝑛𝑛−𝑚𝑚+1𝑔𝑔𝑚𝑚

𝑔𝑔𝑔𝑔( 𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔) … 𝜕𝜕2𝑛𝑛𝑔𝑔𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔( 𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔)

�

≠ 0 

thì tồn tại các hàm liên tục 𝜆𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 =

 𝜆𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜆𝜆𝑗𝑗) (𝑗𝑗 = 1, … ,𝑚𝑚) sao cho  𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 =

�𝑥𝑥1
∗𝑔𝑔𝑔𝑔, … , 𝑥𝑥1

∗𝑔𝑔𝑔𝑔� thỏa các phương trình Euler-
Lagrange sau 

𝜕𝜕𝑖𝑖𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔[  𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,  �̇�𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔](𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔)

−
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕𝑖𝑖+𝑛𝑛𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔[  𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔,  �̇�𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔](𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔) = 0, (𝑖𝑖

= 1, … ,𝑛𝑛) 

trong đó 𝐿𝐿:ℝ2𝑛𝑛+3 → ℝ xác định bởi 

𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔[  𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔,  �̇�𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔](𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔)
= 𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, �̇�𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔]�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑓𝑓�
+ 𝜆𝜆1

𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, �̇�𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔]�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑔𝑔1�

+ ⋯
+ 𝜆𝜆𝑚𝑚

𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔, �̇�𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔]�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑔𝑔1�. 

Chứng minh.  Xét một biến phân của  𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 =
�𝑥𝑥1

∗𝑔𝑔𝑔𝑔, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛
∗𝑔𝑔𝑔𝑔� dạng  𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜖𝜖ℎ ∈ Ω𝑔𝑔𝑔𝑔 hay 

�𝑥𝑥1
∗𝑔𝑔𝑔𝑔, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛

∗𝑔𝑔𝑔𝑔, �̇�𝑥1
∗𝑔𝑔𝑔𝑔 , … , �̇�𝑥𝑛𝑛

∗𝑔𝑔𝑔𝑔�
+ 𝜖𝜖(ℎ1, … ,ℎ𝑛𝑛, ℎ̇1, … , ℎ̇𝑛𝑛) 

với |𝜖𝜖| < 𝜃𝜃,𝜃𝜃 > 0 nhỏ và hàm tùy ý ℎ =
(ℎ1, … ,ℎ𝑛𝑛)  ∈ 𝐶𝐶2([𝑎𝑎, 𝑏𝑏])𝑛𝑛 thỏa ℎ𝑖𝑖(𝑎𝑎) = ℎ𝑖𝑖(𝑏𝑏) =
0(𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛).  

(i) Do  𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 là nghiệm tối ưu của (GNVP), nên 
 𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ∈ Ωgr, do đó 

𝑔𝑔𝑗𝑗[𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 , �̇�𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔]�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑗𝑗� = 0(𝑗𝑗 = 1, … ,𝑚𝑚). 
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Sử dụng kí hiệu ℎ = (ℎ1, … ,ℎ𝑛𝑛) với ℎ𝑖𝑖 =
ℎ𝑖𝑖(𝑡𝑡), ℎ̇ = �ℎ̇1, … , ℎ̇𝑛𝑛� với ℎ̇𝑖𝑖 = ℎ𝑖𝑖(𝑡𝑡) và hàm 
𝐺𝐺𝑗𝑗(. , . ):ℝ2𝑛𝑛 → ℝ(𝑗𝑗 = 1, … ,𝑚𝑚) với  

𝐺𝐺�ℎ1, … ,ℎ𝑛𝑛, ℎ̇1, … , ℎ̇𝑚𝑚, ℎ̇𝑚𝑚+1, … , ℎ̇𝑛𝑛�

= 𝐺𝐺 �ℎ1
(𝑡𝑡), … ,ℎ𝑛𝑛(𝑡𝑡), ℎ̇1(𝑡𝑡), … ,

ℎ̇𝑚𝑚(𝑡𝑡), ℎ̇𝑚𝑚+1(𝑡𝑡), … , ℎ̇𝑛𝑛(𝑡𝑡)
� 

Xét hệ gồm 𝑚𝑚 hàm với 2𝑛𝑛 = 𝑚𝑚 + (2𝑛𝑛 −𝑚𝑚) 
biến số ℎ1, … ,ℎ𝑛𝑛, ℎ̇1, … , ℎ̇𝑛𝑛 với các hàm 
𝐺𝐺𝑗𝑗(. , . ):ℝ2𝑛𝑛 → ℝ(𝑗𝑗 = 1, … ,𝑚𝑚) xác định bởi 

𝐺𝐺1�ℎ1, … ,ℎ𝑛𝑛, ℎ̇1, … , ℎ̇𝑛𝑛−𝑚𝑚, ℎ̇𝑛𝑛−𝑚𝑚+1, … , ℎ̇𝑛𝑛� 

= 𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔 �𝑥𝑥1

∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜖𝜖ℎ1, … , �̅�𝑥𝑛𝑛 + 𝜖𝜖ℎ𝑛𝑛, �̇�𝑥1
∗𝑔𝑔𝑔𝑔

+ 𝜖𝜖ℎ̇1, … , �̇�𝑥𝑛𝑛−𝑚𝑚
∗𝑔𝑔𝑔𝑔

+ 𝜖𝜖ℎ̇𝑛𝑛−𝑚𝑚, �̇�𝑥𝑛𝑛−𝑚𝑚+1
∗𝑔𝑔𝑔𝑔

+ 𝜖𝜖ℎ̇𝑛𝑛−𝑚𝑚+1, … , �̇�𝑥𝑛𝑛
∗𝑔𝑔𝑔𝑔

+ 𝜖𝜖ℎ̇𝑛𝑛, 𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑔𝑔𝑗𝑗� 

………………………. 

𝐺𝐺𝑚𝑚�ℎ1, … ,ℎ𝑛𝑛, ℎ̇1, … , ℎ̇𝑛𝑛−𝑚𝑚, ℎ̇𝑛𝑛−𝑚𝑚+1, … , ℎ̇𝑛𝑛� 

= 𝑔𝑔𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔 �𝑥𝑥1

∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜖𝜖ℎ1, … , �̅�𝑥𝑛𝑛 + 𝜖𝜖ℎ𝑛𝑛, �̇�𝑥1
∗𝑔𝑔𝑔𝑔

+ 𝜖𝜖ℎ̇1, … , �̇�𝑥𝑛𝑛−𝑚𝑚
∗𝑔𝑔𝑔𝑔

+ 𝜖𝜖ℎ̇𝑛𝑛−𝑚𝑚, �̇�𝑥𝑛𝑛−𝑚𝑚+1
∗𝑔𝑔𝑔𝑔

+ 𝜖𝜖ℎ̇𝑛𝑛−𝑚𝑚+1, … , �̇�𝑥𝑛𝑛
∗𝑔𝑔𝑔𝑔

+ 𝜖𝜖ℎ̇𝑛𝑛, 𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑔𝑔𝑗𝑗�. 

Các hàm 𝐺𝐺𝑗𝑗  liên tục cùng các đạo hàm riêng 
trong lân cận Δ của (0, … ,0,0, … ,0),  

 𝐺𝐺𝑗𝑗(0, … ,0,0, … ,0) =
𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 , �̇�𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔] �𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑔𝑔𝑗𝑗� = 0(𝑗𝑗 = 1, … ,𝑚𝑚) và   

𝐽𝐽𝐺𝐺 =
𝜕𝜕(𝐺𝐺1, … ,𝐺𝐺𝑚𝑚)

𝜕𝜕(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛, �̇�𝑥1, … , �̇�𝑥𝑛𝑛)
(0, … ,0,0, … ,0) 

= �
𝜕𝜕1𝐺𝐺1(0,0) … 𝜕𝜕2𝑛𝑛𝐺𝐺1(0,0)

… … …
𝜕𝜕1𝐺𝐺𝑚𝑚(0,0) … 𝜕𝜕2𝑛𝑛𝐺𝐺1(0,0)

�= 

𝜀𝜀 �
𝜕𝜕1𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔) … 𝜕𝜕𝑛𝑛𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔)

… … …
𝜕𝜕1𝑔𝑔𝑚𝑚

𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔) … 𝜕𝜕𝑛𝑛𝑔𝑔𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔)

 

𝜕𝜕𝑛𝑛+1𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔) … 𝜕𝜕2𝑛𝑛𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔)
… … …

 𝜕𝜕𝑛𝑛+1𝑔𝑔𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔) … 𝜕𝜕2𝑛𝑛𝑔𝑔𝑚𝑚

𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔)
� (𝜀𝜀 ≠ 0)  

có một định thức con cấp 𝑚𝑚 khác không 

𝐷𝐷 = 

𝜀𝜀.𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡 �
𝜕𝜕2𝑛𝑛−𝑚𝑚+1𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔) … 𝜕𝜕2𝑛𝑛𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔)

… … …
𝜕𝜕2𝑛𝑛−𝑚𝑚+1𝑔𝑔𝑚𝑚

𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔) … 𝜕𝜕2𝑛𝑛𝑔𝑔𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔)

� 

𝜀𝜀.𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡 �
𝜕𝜕2𝑛𝑛−𝑚𝑚+1𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔) … 𝜕𝜕2𝑛𝑛𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔)

… … …
𝜕𝜕2𝑛𝑛−𝑚𝑚+1𝑔𝑔𝑚𝑚

𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔) … 𝜕𝜕2𝑛𝑛𝑔𝑔𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔)

� 

   ≠ 0. 
Áp dụng Định lý hàm ẩn trong Bổ đề 2.2, ta suy 

ra sự tồn tại lân cận 𝑈𝑈 của (0, … ,0,0, … ,0) và các 
hàm ℎ̇𝑛𝑛−𝑚𝑚+1, … , ℎ̇𝑛𝑛:𝑈𝑈 → ℝ với ℎ̇𝑛𝑛−𝑚𝑚+1 =
ℎ̇𝑛𝑛−𝑚𝑚+1�ℎ1, … ,ℎ𝑛𝑛, ℎ̇1, … , ℎ̇𝑛𝑛−𝑚𝑚�,  

… , ℎ̇𝑛𝑛 = ℎ̇𝑛𝑛�ℎ1, … ,ℎ𝑛𝑛, ℎ̇1, … , ℎ̇𝑛𝑛−𝑚𝑚� thỏa 
 ℎ̇𝑗𝑗(0, … ,0,0, … ,0) = 0 (𝑗𝑗 = 𝑛𝑛 −𝑚𝑚 + 1, … ,𝑛𝑛) sao 
cho ,∀𝑗𝑗 = 1, … ,𝑚𝑚, 

𝐺𝐺𝑗𝑗(ℎ1, … ,ℎ𝑛𝑛, ℎ̇1, … , ℎ̇𝑛𝑛−𝑚𝑚, 

         ℎ̇𝑛𝑛−𝑚𝑚+1�ℎ1, … ,ℎ𝑛𝑛, ℎ̇1, … , ℎ̇𝑛𝑛−𝑚𝑚�, 

        … , ℎ̇𝑛𝑛�ℎ1, … ,ℎ𝑛𝑛, ℎ̇1, … , ℎ̇𝑛𝑛−𝑚𝑚� = 0,   

∀�ℎ1, … ,ℎ𝑛𝑛, ℎ̇1, … , ℎ̇𝑛𝑛−𝑚𝑚� ∈ 𝑈𝑈. 

Điều này dẫn đến sự tồn tại 𝜃𝜃 > 0 đủ nhỏ sao 
cho 

𝐻𝐻𝑗𝑗(𝜖𝜖) = 𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 �𝑥𝑥1

∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜖𝜖ℎ1, … , �̅�𝑥𝑛𝑛 + 𝜖𝜖ℎ𝑛𝑛, �̇�𝑥1
∗𝑔𝑔𝑔𝑔

+ 𝜖𝜖ℎ̇1, … , �̇�𝑥𝑛𝑛−𝑚𝑚
∗𝑔𝑔𝑔𝑔

+ 𝜖𝜖ℎ̇𝑛𝑛−𝑚𝑚, �̇�𝑥𝑛𝑛−𝑚𝑚+1
∗𝑔𝑔𝑔𝑔

+ 𝜖𝜖ℎ̇𝑛𝑛−𝑚𝑚+1, … , �̇�𝑥𝑛𝑛
∗𝑔𝑔𝑔𝑔

+ 𝜖𝜖ℎ̇𝑛𝑛, 𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑔𝑔𝑗𝑗� = 0  

với mọi |𝜖𝜖| < 𝜃𝜃.  Nên, 

𝐻𝐻(0) ≤ 𝐻𝐻(𝜖𝜖),∀|𝜖𝜖| < 𝜃𝜃. 

Do đó, theo điều kiện cần cực trị hàm 1 biến 
𝐻𝐻:ℝ → ℝ, ta có 

𝑑𝑑𝐻𝐻𝑗𝑗
𝑑𝑑𝜖𝜖

�
𝜖𝜖=0

= 𝜕𝜕1𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔.ℎ1 + ⋯+ 𝜕𝜕𝑛𝑛𝑔𝑔𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔.ℎ𝑛𝑛

+ 𝜕𝜕𝑛𝑛+1𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔. ℎ̇1 + ⋯+ 𝜕𝜕2𝑛𝑛𝑔𝑔𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔 . ℎ̇𝑛𝑛
= 0    (3.1) 

với 𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝑔𝑔𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 , �̇�𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔] �𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑔𝑔𝑗𝑗� , (𝑗𝑗 =
1, … ,𝑚𝑚). 

(ii) Do 𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 là nghiệm tối ưu của (GNVP), nên 
phiếm hàm tích phân 
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𝐼𝐼(𝜖𝜖) = � 𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑥𝑥1
∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜖𝜖ℎ1, … , �̅�𝑥𝑛𝑛 + 𝜖𝜖ℎ𝑛𝑛, �̇�𝑥1

∗𝑔𝑔𝑔𝑔
𝑏𝑏

𝑎𝑎
+ 𝜖𝜖ℎ̇1, … , �̇�𝑥𝑛𝑛−𝑚𝑚

∗𝑔𝑔𝑔𝑔

+ 𝜖𝜖ℎ̇𝑛𝑛−𝑚𝑚, �̇�𝑥𝑛𝑛−𝑚𝑚+1
∗𝑔𝑔𝑔𝑔

+ 𝜖𝜖ℎ̇𝑛𝑛−𝑚𝑚+1, … , �̇�𝑥𝑚𝑚
∗𝑔𝑔𝑔𝑔

+ 𝜖𝜖ℎ̇𝑛𝑛, 𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑓𝑓�𝑑𝑑𝑡𝑡 

thỏa   𝐼𝐼(𝜖𝜖) − 𝐼𝐼(0) ≥ 0,∀𝜖𝜖 ≥ 0. Do đó, theo điều 
kiện tối ưu cho hàm một biến 

𝑑𝑑𝐼𝐼
𝑑𝑑𝜖𝜖
�
𝜖𝜖=0

= 𝐼𝐼′(0) = 0. 

Điều này dẫn đến 

� [𝜕𝜕1𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔.ℎ1 + ⋯+ 𝜕𝜕𝑛𝑛𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 .ℎ2
𝑏𝑏

𝑎𝑎
+ 𝜕𝜕𝑛𝑛+1𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 . ℎ̇1 + ⋯

+ 𝜕𝜕2𝑛𝑛𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔. ℎ̇2]𝑑𝑑𝑡𝑡 

= 0                 (3.2) 

(iii)  Nhân hai vế (3.1) với 𝜆𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝜆𝜆𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔 �𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜆𝜆𝑗𝑗� 
rồi lấy tích phân 2 vế trên [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] và sau đó cộng với 
(3.2), ta có 

 ∫ {�𝜕𝜕1𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜆𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔 .𝜕𝜕1𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔 + ⋯+𝑏𝑏
𝑎𝑎

𝜆𝜆𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔 .𝜕𝜕1𝑔𝑔𝑚𝑚

𝑔𝑔𝑔𝑔�.ℎ1 + ⋯+ �𝜕𝜕𝑛𝑛𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜆𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔 .𝜕𝜕1𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔 + ⋯+
𝜆𝜆𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔 .𝜕𝜕1𝑔𝑔𝑚𝑚

𝑔𝑔𝑔𝑔�ℎ𝑛𝑛 

+�𝜕𝜕1𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜆𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔 .𝜕𝜕1𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔 + ⋯+ 𝜆𝜆𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔 .𝜕𝜕1𝑔𝑔𝑚𝑚

𝑔𝑔𝑔𝑔�. ℎ̇1 + ⋯
+ �𝜕𝜕1𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜆𝜆1

𝑔𝑔𝑔𝑔 .𝜕𝜕1𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔 + ⋯

+ 𝜆𝜆𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔.𝜕𝜕1𝑔𝑔𝑚𝑚

𝑔𝑔𝑔𝑔�ℎ̇𝑛𝑛}𝑑𝑑𝑡𝑡 = 0 

Đặt 𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔[  𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,  �̇�𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔](𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔) =
𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜆𝜆1

𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔 + ⋯+ 𝜆𝜆𝑚𝑚

𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔, ta có 

� �𝜕𝜕1𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔 .ℎ1 + ⋯+ 𝜕𝜕𝑛𝑛𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ𝑛𝑛 + 𝜕𝜕𝑛𝑛+1𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ̇1 + ⋯
𝑏𝑏

𝑎𝑎
+ 𝜕𝜕2𝑛𝑛𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ̇𝑛𝑛�𝑑𝑑𝑡𝑡 = 0. 

Sử dụng công thức từng phần 

�
𝑢𝑢 = 𝜕𝜕𝑖𝑖+𝑛𝑛𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔

𝑑𝑑𝑣𝑣 = ℎ̇𝑖𝑖𝑑𝑑𝑡𝑡
⇒ �

𝑑𝑑𝑢𝑢 =
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕𝑖𝑖+𝑛𝑛𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔

𝑣𝑣 = � ℎ̇𝑖𝑖𝑑𝑑𝑡𝑡 = ℎ𝑖𝑖
 

và giả thiết ℎ𝑖𝑖(𝑎𝑎) = ℎ𝑖𝑖(𝑏𝑏) = 0(𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛), ta 
có 

� {(𝜕𝜕1𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔−
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕𝑛𝑛+1𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔).ℎ1

𝑏𝑏

𝑎𝑎
+ ⋯+ (𝜕𝜕𝑛𝑛−𝑚𝑚𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔

−
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕2𝑛𝑛−𝑚𝑚).ℎ𝑛𝑛−𝑚𝑚

+ (𝜕𝜕𝑛𝑛−𝑚𝑚+1𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔

−
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕2𝑛𝑛−𝑚𝑚+1).ℎ𝑛𝑛−𝑚𝑚+1 

+⋯+ (𝜕𝜕𝑛𝑛𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔 −
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕2𝑛𝑛𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔).ℎ𝑛𝑛}𝑑𝑑𝑡𝑡 = 0. (3.4) 

Chú ý rằng do ℎ̇𝑛𝑛−𝑚𝑚+1, … , ℎ̇𝑛𝑛 không chọn tùy ý 
nên ℎ𝑛𝑛−𝑚𝑚+1, … ,ℎ𝑛𝑛 cũng không tùy ý. Với 𝑗𝑗 = 𝑛𝑛 −
𝑚𝑚 + 1, … ,𝑛𝑛, xét các hệ thức sau: 

𝜕𝜕𝑗𝑗𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔 −
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕𝑗𝑗+𝑛𝑛𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝜕𝜕𝑗𝑗�𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜆𝜆𝑚𝑚

𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔 + ⋯+

𝜆𝜆𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑚𝑚

𝑔𝑔𝑔𝑔� − 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕𝑗𝑗+𝑛𝑛�𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜆𝜆𝑚𝑚

𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔 + ⋯+ 𝜆𝜆𝑚𝑚

𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔�  

= 𝜕𝜕𝑗𝑗𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜆𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔𝜕𝜕𝑗𝑗𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔 + ⋯+ 𝜆𝜆𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔𝜕𝜕𝑗𝑗𝑔𝑔𝑚𝑚

𝑔𝑔𝑔𝑔 −
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕𝑗𝑗+𝑛𝑛𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 −

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
�𝜆𝜆𝑚𝑚

𝑔𝑔𝑔𝑔.𝜕𝜕𝑗𝑗+𝑛𝑛𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔� − ⋯−

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
�𝜆𝜆𝑚𝑚

𝑔𝑔𝑔𝑔 .𝜕𝜕𝑗𝑗+𝑛𝑛𝑔𝑔𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔� 

              = 𝜕𝜕𝑗𝑗𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜆𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔𝜕𝜕𝑗𝑗𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔 + ⋯+ 𝜆𝜆𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔𝜕𝜕𝑗𝑗𝑔𝑔𝑚𝑚

𝑔𝑔𝑔𝑔

−
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕𝑗𝑗+𝑛𝑛𝑓𝑓 − (�̇�𝜆1

𝑔𝑔𝑔𝑔 .𝜕𝜕𝑗𝑗+𝑛𝑛𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔

+ 𝜆𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔.

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕𝑗𝑗+𝑛𝑛𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔)  −⋯

− (�̇�𝜆𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔 .𝜕𝜕𝑗𝑗+𝑛𝑛𝑔𝑔𝑚𝑚

𝑔𝑔𝑔𝑔   

+ 𝜆𝜆𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔.

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕𝑗𝑗+𝑛𝑛𝑔𝑔𝑚𝑚

𝑔𝑔𝑔𝑔 ) 

 = −�𝜕𝜕𝑗𝑗𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔. �̇�𝜆1

𝑔𝑔𝑔𝑔 + ⋯+ 𝜕𝜕𝑗𝑗𝑔𝑔𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔. �̇�𝜆𝑚𝑚

𝑔𝑔𝑔𝑔�

+ �𝜕𝜕𝑗𝑗𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔 −

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕𝑗𝑗+𝑛𝑛𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔� . 𝜆𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔

+ ⋯

+ �𝜕𝜕𝑗𝑗𝑔𝑔𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔 −

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕𝑗𝑗+𝑛𝑛𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔� . 𝜆𝜆𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔

+ 𝜕𝜕𝑗𝑗𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 −
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕𝑗𝑗+𝑛𝑛𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔. 

Do đó, hệ phương trình vi 

phân�
𝜕𝜕𝑛𝑛−𝑚𝑚+1𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔 −

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕2𝑛𝑛−𝑚𝑚+1𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔 = 0

… … … …
𝜕𝜕𝑛𝑛𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔 −

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕2𝑛𝑛𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔 = 0

 tương 

đương 

𝜕𝜕2𝑛𝑛−𝑚𝑚+1𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔. �̇�𝜆1

𝑔𝑔𝑔𝑔 + ⋯+ 𝜕𝜕2𝑛𝑛−𝑚𝑚+1𝑔𝑔𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔 . �̇�𝜆𝑚𝑚

𝑔𝑔𝑔𝑔

− �𝜕𝜕𝑛𝑛−𝑚𝑚+1𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔

−
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕2𝑛𝑛−𝑚𝑚+1𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔� . 𝜆𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔 
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−⋯− �𝜕𝜕𝑛𝑛−𝑚𝑚+1𝑔𝑔𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔 −

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕2𝑛𝑛−𝑚𝑚+1𝑔𝑔𝑚𝑚

𝑔𝑔𝑔𝑔� . 𝜆𝜆𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔

= 𝜕𝜕𝑛𝑛−𝑚𝑚+1𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 −
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕2𝑛𝑛−𝑚𝑚+1𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 

……………………………………………. 

𝜕𝜕2𝑛𝑛𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔. �̇�𝜆1

𝑔𝑔𝑔𝑔 + ⋯+ 𝜕𝜕2𝑛𝑛𝑔𝑔𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔. �̇�𝜆𝑚𝑚

𝑔𝑔𝑔𝑔

− �𝜕𝜕𝑛𝑛𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔 −

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕2𝑛𝑛𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔� . 𝜆𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔 

−⋯− �𝜕𝜕𝑛𝑛𝑔𝑔𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔 −

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕2𝑛𝑛𝑔𝑔𝑚𝑚

𝑔𝑔𝑔𝑔� . 𝜆𝜆𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔

= 𝜕𝜕𝑛𝑛𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 −
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕2𝑛𝑛𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 

hay dạng ma trận 

�
𝜕𝜕2𝑛𝑛−𝑚𝑚+1𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔 … 𝜕𝜕2𝑛𝑛−𝑚𝑚+1𝑔𝑔𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔

… … …
𝜕𝜕2𝑛𝑛𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔 … 𝜕𝜕2𝑛𝑛𝑔𝑔𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔

� . �
�̇�𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔

…
�̇�𝜆𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔
� 

−

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡𝜕𝜕𝑛𝑛−𝑚𝑚+1𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔 −
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕2𝑛𝑛−𝑚𝑚+1𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔 …
… …

𝜕𝜕𝑛𝑛𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔 −

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕2𝑛𝑛𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔 …
 

… 𝜕𝜕𝑛𝑛−𝑚𝑚+1𝑔𝑔𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔 −

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕2𝑛𝑛−𝑚𝑚+1𝑔𝑔𝑚𝑚

𝑔𝑔𝑔𝑔

… …

… 𝜕𝜕𝑛𝑛𝑔𝑔𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔 −

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕2𝑛𝑛𝑔𝑔1𝑚𝑚

𝑔𝑔𝑔𝑔
⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

. �
𝜆𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔

…
𝜆𝜆𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔
� 

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡𝜕𝜕𝑛𝑛−𝑚𝑚+1𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 −

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕2𝑛𝑛−𝑚𝑚+1𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔

…

𝜕𝜕𝑛𝑛𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 −
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕2𝑛𝑛𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤
. 

Đặt  

𝐴𝐴(𝑡𝑡) = �
𝜕𝜕2𝑛𝑛−𝑚𝑚+1𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔 … 𝜕𝜕2𝑛𝑛−𝑚𝑚+1𝑔𝑔𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔

… … …
𝜕𝜕2𝑛𝑛𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔 … 𝜕𝜕2𝑛𝑛𝑔𝑔𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔

�,  

𝐵𝐵(𝑡𝑡) =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡𝜕𝜕𝑛𝑛−𝑚𝑚+1𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔 −
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕2𝑛𝑛−𝑚𝑚+1𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔 …
… …

𝜕𝜕𝑛𝑛𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔 −

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕2𝑛𝑛𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔 …
 

… 𝜕𝜕𝑛𝑛−𝑚𝑚+1𝑔𝑔𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔 −

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕2𝑛𝑛−𝑚𝑚+1𝑔𝑔𝑚𝑚

𝑔𝑔𝑔𝑔

… …

… 𝜕𝜕𝑛𝑛𝑔𝑔𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔 −

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕2𝑛𝑛𝑔𝑔1𝑚𝑚

𝑔𝑔𝑔𝑔
⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
 

Λ̇(𝑡𝑡) = �
�̇�𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔

…
�̇�𝜆𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔
� ,Λ(𝑡𝑡) = �

𝜆𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔

…
𝜆𝜆𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔
�, 

𝐶𝐶(𝑡𝑡) =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡𝜕𝜕𝑛𝑛−𝑚𝑚+1𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 −

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕2𝑛𝑛−𝑚𝑚+1𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔

…

𝜕𝜕𝑛𝑛𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 −
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕2𝑛𝑛𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤
,  

ta có hệ phương trình vi phân dạng ma trận 

𝐴𝐴(𝑡𝑡)Λ̇(𝑡𝑡) − 𝐵𝐵(𝑡𝑡)Λ(𝑡𝑡) = 𝐶𝐶(𝑡𝑡). 

Do hạng của 𝐴𝐴(𝑡𝑡) là 𝑚𝑚, nên tồn tại �𝐴𝐴(𝑡𝑡)�−1, và 
hệ phương trình vi phân dạng ma trận tương đương 
với  

Λ̇(𝑡𝑡) − �𝐴𝐴(𝑡𝑡)�−1𝐵𝐵(𝑡𝑡)Λ(𝑡𝑡) = �𝐴𝐴(𝑡𝑡)�−1𝐶𝐶(𝑡𝑡). 

Chọn điều kiện biên Λ(𝑎𝑎) = Λ0 nào đó, thì theo 
Định lý Picard-Linderlöf, hệ phương trình vi phân 
trên luôn có nghiệm Λ(𝑡𝑡) (Jacob & Evans, 2018). 
Do đó, luôn tồn tại các hàm 𝜆𝜆𝑛𝑛−𝑚𝑚+1

𝑔𝑔𝑔𝑔 , … , 𝜆𝜆𝑛𝑛
𝑔𝑔𝑔𝑔 sao cho  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝜕𝜕𝑛𝑛−𝑚𝑚+1𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔 −

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕2𝑛𝑛−𝑚𝑚+1𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔 = 0

… … … …

𝜕𝜕𝑛𝑛𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔 −
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕2𝑛𝑛𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔 = 0.

(3.5) 

Trường hợp đặc biệt với 𝑛𝑛 = 2 và 𝑚𝑚 = 1, thì 
2𝑛𝑛 −𝑚𝑚 + 1 = 4,𝑛𝑛 −𝑚𝑚 + 1 = 2 và 𝜕𝜕4𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔 ≠ 0 thì 

𝜕𝜕2𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔 −
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕4𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔 = 0

⟺ 𝜆𝜆2̇
𝑔𝑔𝑔𝑔

−
𝜕𝜕2𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔 − 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡 𝜕𝜕4𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔

𝜕𝜕4𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔 𝜆𝜆2

𝑔𝑔𝑔𝑔

=
𝜕𝜕2𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 −

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡 𝜕𝜕4𝑓𝑓

𝑔𝑔𝑔𝑔

𝜕𝜕4𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔 . 

Do đó, luôn tồn tại 

𝜆𝜆2
𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑡𝑡) = 

𝑑𝑑
∫
𝜕𝜕2𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔− 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡𝜕𝜕4𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔

𝜕𝜕4𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔 𝑑𝑑𝑡𝑡

⎝

⎜⎜
⎜
⎛
�

𝜕𝜕2𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 −
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡 𝜕𝜕4𝑓𝑓

𝑔𝑔𝑔𝑔

𝜕𝜕4𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔 .

𝑑𝑑
∫−

𝜕𝜕2𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔− 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑡𝑡𝜕𝜕4𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔

𝜕𝜕4𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔 𝑑𝑑𝑡𝑡

𝑑𝑑𝑡𝑡
+𝐶𝐶 ⎠

⎟⎟
⎟
⎞

 

với 𝐶𝐶 tìm từ điều kiện 𝜆𝜆2
𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑎𝑎, 𝜇𝜇) = 𝜆𝜆0, sao cho 

𝜕𝜕2𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔 −
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕4𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔 = 0. 

Khi đó, từ (3.4) và (3.5) ta có  
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� {(𝜕𝜕1𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔−
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕𝑛𝑛+1𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔).ℎ1

𝑏𝑏

𝑎𝑎
+ ⋯

+ (𝜕𝜕𝑛𝑛−𝑚𝑚𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔−
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕2𝑛𝑛−𝑚𝑚𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔).ℎ𝑛𝑛−𝑚𝑚}𝑑𝑑𝑡𝑡 = 0 

Kết hợp với ℎ1, … ,ℎ𝑛𝑛−𝑚𝑚 tùy ý, ta suy ra từ Bổ 
đề 2.1, 

𝜕𝜕𝑖𝑖𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔 −
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕𝑖𝑖+𝑛𝑛𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔 = 0. (𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛 −𝑚𝑚)(3.6) 

Kết hợp (3.4) và (3.6), ta có điều phải chứng 
minh. 

Định nghĩa 3.1 (xem (Torres và Malinowska, 
2012; Clarke, 2013; Tung và Tam, 2023))  

Hàm giá trị thực 𝜙𝜙:ℝ𝑛𝑛 × ℝ𝑛𝑛 × [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] ×
[0,1]2 → ℝ  được gọi là lồi đối với 2𝑛𝑛-biến đầu  
trong tập 𝑆𝑆 ⊂ ℝ2𝑛𝑛+3 nếu 

𝜙𝜙[𝑢𝑢 + 𝑝𝑝, 𝑣𝑣 + 𝑝𝑝]�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜙𝜙� − 𝜙𝜙[𝑢𝑢, 𝑣𝑣]�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜙𝜙� 

≥�(𝜕𝜕𝑘𝑘𝜙𝜙[𝑢𝑢, 𝑣𝑣]�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜙𝜙�𝑝𝑝𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
+ 𝜕𝜕𝑘𝑘+𝑛𝑛𝜙𝜙[𝑢𝑢, 𝑣𝑣]�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜙𝜙�𝑞𝑞𝑘𝑘) 

với mọi �𝑢𝑢1, … ,𝑢𝑢𝑛𝑛, 𝑣𝑣1, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛, 𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜙𝜙�, �𝑢𝑢1 +
𝑝𝑝1, … ,𝑢𝑢𝑛𝑛 + 𝑝𝑝𝑛𝑛, 𝑣𝑣1 + 𝑝𝑝1, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛 + 𝑝𝑝𝑛𝑛, 𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜙𝜙� trong 
tập 𝑆𝑆 và 𝜕𝜕𝑘𝑘(𝑘𝑘 = 1, … , 2𝑛𝑛) là các đạo hàm riêng của 
hàm 𝜙𝜙�. , … , . , 𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜙𝜙� đối với biến thứ 𝑘𝑘.  

Mệnh đề 3.3. Giả sử tồn tại hàm liên tục 
𝜆𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝜆𝜆𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔 �𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜆𝜆𝑗𝑗� sao cho 𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔  thỏa các phương 
trình Euler-Lagrange sau 

𝜕𝜕𝑖𝑖𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔[  𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,  �̇�𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔](𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔)

−
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕𝑖𝑖+𝑛𝑛𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔[  𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔,  �̇�𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔](𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔) = 0, (𝑖𝑖

= 1, … ,𝑛𝑛) 

trong đó 𝐿𝐿:ℝ2𝑛𝑛+3 → ℝ xác định bởi 

𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔[  𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 ,  �̇�𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔](𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔)
= 𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 , �̇�𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔]�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑓𝑓�
+ 𝜆𝜆1

𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 , �̇�𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔]�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑔𝑔1�

+ ⋯
+ 𝜆𝜆𝑚𝑚

𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 , �̇�𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔]�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑔𝑔𝑚𝑚�. 

Gọi 𝐾𝐾+ = {𝑗𝑗 = 1, … ,𝑚𝑚|𝜆𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 �𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜆𝜆𝑗𝑗� ≥

0,∀𝑡𝑡 ∈ [𝑎𝑎,𝑏𝑏], 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜆𝜆𝑗𝑗 ∈ [0,1]} và 𝐾𝐾− = {𝑗𝑗 =

1, … ,𝑚𝑚|𝜆𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 �𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜆𝜆𝑗𝑗� ≤ 0,∀𝑡𝑡 ∈ [𝑎𝑎, 𝑏𝑏], 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜆𝜆𝑗𝑗 ∈

[0,1]}. Nếu 𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 là hàm lồi theo 2𝑛𝑛-biến đầu và 
𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑗𝑗 ∈ 𝐾𝐾+),−𝑔𝑔𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑗𝑗 ∈ 𝐾𝐾−) hàm lồi theo 2𝑛𝑛-biến 

đầu thì 𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 là nghiệm tối ưu của (GNVP) và 
 ℋ−1(𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔) = 𝑥𝑥�(𝑡𝑡) là nghiệm của (NVP). 

Chứng minh. 

Xét  𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + ℎ𝑔𝑔𝑔𝑔 ∈ Ω𝑔𝑔𝑔𝑔 là một biến phân 
của  𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 với ℎ𝑖𝑖

𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑎𝑎, 𝜇𝜇,𝛼𝛼ℎ𝑖𝑖� = 0 =
ℎ𝑖𝑖
𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑎𝑎, 𝜇𝜇,𝛼𝛼ℎ𝑖𝑖� (𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛) thì ta suy ra từ tính lồi 

tương ứng với 2𝑛𝑛-biến đầu của 𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 đó là  

𝐽𝐽𝑔𝑔𝑔𝑔( 𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + ℎ𝑔𝑔𝑔𝑔) − 𝐽𝐽𝑔𝑔𝑔𝑔( 𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔) =
∫ �𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + ℎ𝑔𝑔𝑔𝑔, �̇�𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + ℎ̇𝑔𝑔𝑔𝑔��𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑓𝑓� −
𝑏𝑏
𝑎𝑎

𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔, �̇�𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔]�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑓𝑓�� 𝑑𝑑𝑡𝑡                                              
                 

≥ � � �𝜕𝜕𝑘𝑘𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔.ℎ𝑘𝑘
𝑔𝑔𝑔𝑔

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

𝑏𝑏

𝑎𝑎
+ 𝜕𝜕𝑘𝑘+𝑛𝑛𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 . ℎ̇𝑘𝑘

𝑔𝑔𝑔𝑔� 𝑑𝑑𝑡𝑡 (dùng từng phần) 

≥ � � (𝜕𝜕𝑘𝑘𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 −
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜕𝜕𝑘𝑘+𝑛𝑛𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔)ℎ𝑘𝑘

𝑔𝑔𝑔𝑔
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
𝑑𝑑𝑡𝑡.  (3.7)

𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

Mặt khác, với 𝑗𝑗 ∈ 𝐾𝐾+ 

0 = 𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + ℎ𝑔𝑔𝑔𝑔, �̇�𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + ℎ̇𝑔𝑔𝑔𝑔� �𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑔𝑔𝑗𝑗�

− 𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔, �̇�𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔] �𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑔𝑔𝑗𝑗� 

  ≥� 𝜕𝜕𝑘𝑘𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔.ℎ𝑘𝑘

𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜕𝜕𝑘𝑘+𝑛𝑛𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔. ℎ̇𝑘𝑘

𝑔𝑔𝑔𝑔.
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
 

Nhân hai vế với 𝜆𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝜆𝜆𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔 �𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜆𝜆𝑗𝑗� ≥ 0(𝑗𝑗 ∈
𝐾𝐾+), ta có 

0 ≥� 𝜆𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔𝜕𝜕𝑘𝑘𝑔𝑔𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔 .ℎ𝑘𝑘
𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜆𝜆𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔𝜕𝜕𝑘𝑘+𝑛𝑛𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔. ℎ̇𝑘𝑘

𝑔𝑔𝑔𝑔 .
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
 

Với 𝑗𝑗 ∈ 𝐾𝐾−, 

0 = �−𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔��𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + ℎ𝑔𝑔𝑔𝑔, �̇�𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + ℎ̇𝑔𝑔𝑔𝑔� �𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑔𝑔𝑗𝑗�

− �−𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔�[𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔, �̇�𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔] �𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑔𝑔𝑗𝑗� 

≥� 𝜕𝜕𝑘𝑘�−𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔�.ℎ𝑘𝑘

𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜕𝜕𝑘𝑘+𝑛𝑛�−𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔�. ℎ̇𝑘𝑘

𝑔𝑔𝑔𝑔
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

= −� �𝜕𝜕𝑘𝑘𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 .ℎ𝑘𝑘

𝑔𝑔𝑔𝑔
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
+ 𝜕𝜕𝑘𝑘+𝑛𝑛𝑔𝑔𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔 . ℎ̇𝑘𝑘
𝑔𝑔𝑔𝑔�. 

Nhân hai vế với 𝜆𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝜆𝜆𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔 �𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜆𝜆𝑗𝑗� ≤ 0(𝑗𝑗 ∈
𝐾𝐾−), ta có 

0 ≥� �𝜆𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔𝜕𝜕𝑘𝑘𝑔𝑔𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔 .ℎ𝑘𝑘
𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜆𝜆𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔𝜕𝜕𝑘𝑘+𝑛𝑛𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔. ℎ̇𝑘𝑘

𝑔𝑔𝑔𝑔�
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
. 

Như vậy, trong cả hai trường hợp 
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0 ≥� �𝜆𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔𝜕𝜕𝑘𝑘𝑔𝑔𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔.ℎ𝑘𝑘
𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜆𝜆𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔𝜕𝜕𝑘𝑘+𝑛𝑛𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔. ℎ̇𝑘𝑘

𝑔𝑔𝑔𝑔�
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

= � �(𝜆𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 .𝜕𝜕𝑘𝑘𝑔𝑔𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔).ℎ𝑘𝑘
𝑔𝑔𝑔𝑔

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
+ (𝜆𝜆𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔.𝜕𝜕𝑘𝑘+𝑛𝑛𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔). ℎ̇𝑘𝑘

𝑔𝑔𝑔𝑔�, 

dẫn đến  

0 ≥ � � �(𝜆𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 .𝜕𝜕𝑘𝑘𝑔𝑔𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔).ℎ𝑘𝑘
𝑔𝑔𝑔𝑔

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

𝑏𝑏

𝑎𝑎
+ (𝜆𝜆𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔.𝜕𝜕𝑘𝑘+𝑛𝑛𝑔𝑔𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔). ℎ̇𝑘𝑘

𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑑𝑑𝑡𝑡. 

Sử dụng công thức từng phần ta có 

0

≥ � � �𝜆𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 .𝜕𝜕𝑘𝑘𝑔𝑔𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

𝑏𝑏

𝑎𝑎

−
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡

(𝜆𝜆𝑗𝑗
𝑔𝑔𝑔𝑔 .𝜕𝜕𝑘𝑘+𝑛𝑛𝑔𝑔𝑗𝑗

𝑔𝑔𝑔𝑔)� ℎ𝑘𝑘
𝑔𝑔𝑔𝑔𝑑𝑑𝑡𝑡. (3.8) 

Cộng (3.7) và các bất đẳng thức trong (3.8) với 
𝑗𝑗 = 1, … ,𝑚𝑚, ta có 

𝐽𝐽(𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔 + ℎ𝑔𝑔𝑔𝑔) − 𝐽𝐽(𝑥𝑥∗𝑔𝑔𝑔𝑔) 

≥ � � �𝜕𝜕𝑘𝑘𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 −
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡

(𝜕𝜕𝑘𝑘+𝑛𝑛𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔)� ℎ𝑘𝑘
𝑔𝑔𝑔𝑔𝑑𝑑𝑡𝑡

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

𝑏𝑏

𝑎𝑎

+ � � �𝜆𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔.𝜕𝜕𝑘𝑘𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

𝑏𝑏

𝑎𝑎

−
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡

(𝜆𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔 .𝜕𝜕𝑘𝑘+𝑛𝑛𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔)� ℎ𝑘𝑘
𝑔𝑔𝑔𝑔𝑑𝑑𝑡𝑡

+ ⋯

+ � � �𝜆𝜆𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔.𝜕𝜕𝑘𝑘𝑔𝑔𝑚𝑚

𝑔𝑔𝑔𝑔
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

𝑏𝑏

𝑎𝑎

−
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡

(𝜆𝜆𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔 .𝜕𝜕𝑘𝑘+𝑛𝑛𝑔𝑔𝑚𝑚

𝑔𝑔𝑔𝑔)� .ℎ𝑘𝑘
𝑔𝑔𝑔𝑔𝑑𝑑𝑡𝑡  

≥ � � �𝜕𝜕𝑘𝑘𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜆𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔.𝜕𝜕𝑘𝑘𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔 + ⋯
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

𝑏𝑏

𝑎𝑎

+ 𝜆𝜆𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔.𝜕𝜕𝑘𝑘𝑔𝑔𝑚𝑚

𝑔𝑔𝑔𝑔 −
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡

(𝜕𝜕𝑘𝑘+𝑛𝑛𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔)

−
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡

(𝜆𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔 .𝜕𝜕𝑘𝑘+𝑛𝑛𝑔𝑔1

𝑔𝑔𝑔𝑔) −⋯

−
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡

(𝜆𝜆𝑚𝑚
𝑔𝑔𝑔𝑔 .𝜕𝜕𝑘𝑘+𝑛𝑛𝑔𝑔𝑚𝑚

𝑔𝑔𝑔𝑔)� .ℎ𝑘𝑘
𝑔𝑔𝑔𝑔𝑑𝑑𝑡𝑡  

≥ � � �𝜕𝜕𝑘𝑘𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔 −
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡

(𝜕𝜕𝑘𝑘+𝑛𝑛𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔)� .ℎ𝑘𝑘
𝑔𝑔𝑔𝑔𝑑𝑑𝑡𝑡 = 0.

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

Ví dụ 3.1. Giải bài toán tối ưu biến phân mờ 

(𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁): 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑛𝑛�  𝐽𝐽(𝑥𝑥�) = ∫�0
1
��̇�𝑥2�(𝑡𝑡)�

2
𝑑𝑑𝑡𝑡 

với    �̇�𝑥1�(𝑡𝑡) ⊖𝑔𝑔𝑔𝑔 2𝑥𝑥2�(𝑡𝑡) = (0,0,0), 

𝑥𝑥1�(0) = (0,0,0), 𝑥𝑥2�(0) = (0,0,0), 

          𝑥𝑥1�(1) = (3,4,6), 𝑥𝑥2�(0) = (0,1,2) 

với (0,0,0), (3,4,6), (0,1,1)  là các số mờ tam 
giác. 

Giải.  Đặt 𝑢𝑢�1 = (3,4,6),𝑢𝑢�2 = (0,1,2). Bài toán 
granular tương ứng với (NVP) là 

(𝐺𝐺𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁): min 𝐽𝐽𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔) = � ��̇�𝑥2
𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼�̇�𝑥2��

21

0
 𝑑𝑑𝑡𝑡 

với 𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔 = �̇�𝑥1

𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼�̇�𝑥1� − 2𝑥𝑥2
𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡,𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥2� =

0,∀𝛼𝛼𝑔𝑔1 = 𝛼𝛼0 

𝑥𝑥1
𝑔𝑔𝑔𝑔�0,𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥1� = 𝑥𝑥2

𝑔𝑔𝑔𝑔�0,𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥2� = 0,∀𝛼𝛼𝑥𝑥1 = 𝛼𝛼𝑥𝑥2
= 𝛼𝛼0 

𝑥𝑥1
𝑔𝑔𝑔𝑔�1,𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥1� = 3 + 𝜇𝜇 + (3 − 3𝜇𝜇)𝛼𝛼𝑥𝑥1 ,∀𝛼𝛼𝑥𝑥1

= 𝛼𝛼𝑢𝑢1 , 

𝑥𝑥2
𝑔𝑔𝑔𝑔�1,𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑥𝑥2� = 𝜇𝜇 + (2 − 2𝜇𝜇)𝛼𝛼𝑢𝑢2 ,∀𝛼𝛼𝑥𝑥2 = 𝛼𝛼𝑢𝑢2 . 

* Hàm 𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑥𝑥, �̇�𝑥]�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑓𝑓� =
��̇�𝑥2

𝑔𝑔𝑔𝑔�2,𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑥𝑥, �̇�𝑥]�𝑡𝑡,𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑔𝑔1� = �̇�𝑥1

𝑔𝑔𝑔𝑔 − 2𝑥𝑥2
𝑔𝑔𝑔𝑔. Do 

𝜕𝜕𝑔𝑔1
𝜕𝜕��̇�𝑥1

𝑔𝑔𝑔𝑔,�̇�𝑥2
𝑔𝑔𝑔𝑔�

= [1   0] có hạng bằng 1 với định thức con  

det[𝜕𝜕3𝑔𝑔1] = |1| = 1 ≠ 0 nên theo Mệnh đề 3.2 tồn 
tại hàm 𝜆𝜆1

𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝜆𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜆𝜆1� sao cho hàm 

𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑥𝑥, �̇�𝑥](𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝐿𝐿) = ��̇�𝑥2
𝑔𝑔𝑔𝑔�2 + 𝜆𝜆1

𝑔𝑔𝑔𝑔��̇�𝑥1
𝑔𝑔𝑔𝑔 − 2𝑥𝑥2

𝑔𝑔𝑔𝑔� 

thỏa các phương trình Euler-Lagrange 

�
𝜕𝜕1𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔 −

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡

(𝜕𝜕3𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔) = 0

𝜕𝜕2𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔 −
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡

(𝜕𝜕4𝐿𝐿𝑔𝑔𝑔𝑔) = 0

⟺�
0 −

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
�𝜆𝜆1

𝑔𝑔𝑔𝑔� = 0

−2𝜆𝜆 −
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
�2�̇�𝑥2

𝑔𝑔𝑔𝑔� = 0

⟺ �
0 − �̇�𝜆1

𝑔𝑔𝑔𝑔 = 0
−2𝜆𝜆 − 2�̈�𝑥2

𝑔𝑔𝑔𝑔 = 0.
 

Do đó, �̈�𝑥2
𝑔𝑔𝑔𝑔 = −𝜆𝜆1

𝑔𝑔𝑔𝑔, dẫn đến 𝑥𝑥2
𝑔𝑔𝑔𝑔 = −�̇�𝜆1

𝑔𝑔𝑔𝑔 = 0. 
Lấy tích phân bất định 3 lần, ta có 

𝑥𝑥2
𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝑐𝑐1𝑡𝑡2 + 𝑐𝑐2𝑡𝑡 + 𝑐𝑐3. 

Thay vào điều kiện, ta có �̇�𝑥1
𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑡𝑡) = −𝑐𝑐1𝑡𝑡2 −

𝑐𝑐2𝑡𝑡 − 𝑐𝑐3, và do đó, 

𝑥𝑥1
𝑔𝑔𝑔𝑔 = −𝑐𝑐1

𝑡𝑡3

3
− 𝑐𝑐2

𝑡𝑡2

2
− 𝑐𝑐3𝑡𝑡 + 𝑐𝑐4. 

* Sử dụng các điều kiện biên với 𝛼𝛼𝑥𝑥1 = 𝛼𝛼𝑢𝑢1 =
𝛼𝛼𝑥𝑥2 = 𝛼𝛼𝑢𝑢2 = 𝛼𝛼,   ta có 
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⎩
⎨

⎧
𝑥𝑥1(0) = 0
𝑥𝑥2(0) = 0

𝑥𝑥1(1) = 3 + 𝜇𝜇 + (3 − 3𝜇𝜇)𝛼𝛼
𝑥𝑥2(1) = 𝜇𝜇 + (2 − 2𝜇𝜇)𝛼𝛼

   ⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑐𝑐4 = 0

𝑐𝑐3 = 0
−1

3
𝑐𝑐1 −

1
2
𝑐𝑐2 − 𝑐𝑐3 + 𝑐𝑐4 = 3 + 𝜇𝜇 + (3 − 3𝜇𝜇)𝛼𝛼

𝑐𝑐1 + 𝑐𝑐2 + 𝑐𝑐3 = 𝜇𝜇 + (2 − 2𝜇𝜇)𝛼𝛼

 

⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧−

1
3
𝑐𝑐1 −

1
2
𝑐𝑐2 = 3 + 𝜇𝜇 + (3 − 3𝜇𝜇)𝛼𝛼

𝑐𝑐1 + 𝑐𝑐2 = 𝜇𝜇 + (2 − 2𝜇𝜇)𝛼𝛼
𝑐𝑐3 = 0
𝑐𝑐4 = 0.

⇒ �

𝑐𝑐1 = 9𝜇𝜇 + 18 + (24 − 24𝜇𝜇)𝛼𝛼
𝑐𝑐2 = −18 − 8𝜇𝜇 + (22𝜇𝜇 − 22)𝛼𝛼

𝑐𝑐3 = 0
𝑐𝑐4 = 0.

 

Vậy, điểm dừng là 

𝑥𝑥1
𝑔𝑔𝑔𝑔 = �−6 + (2𝜇𝜇 − 2)𝛼𝛼𝑥𝑥1�𝑡𝑡

3

+ �9 + 𝜇𝜇 + (5 − 5𝜇𝜇)𝛼𝛼𝑥𝑥1�𝑡𝑡
2, 

𝑥𝑥2
𝑔𝑔𝑔𝑔 = �−9 + (3𝜇𝜇 − 3)𝛼𝛼𝑥𝑥2�𝑡𝑡

2

+ �9 + 𝜇𝜇 + (5 − 5𝜇𝜇)𝛼𝛼𝑥𝑥2�𝑡𝑡 

tương ứng với 𝜆𝜆1
𝑔𝑔𝑔𝑔�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜆𝜆1� = −�̈�𝑥2

𝑔𝑔𝑔𝑔 = 18 +
(6 − 6𝜇𝜇)𝛼𝛼𝜆𝜆1 . 

* Điều kiện đủ 

𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑢𝑢 + 𝑝𝑝, 𝑣𝑣 + 𝑞𝑞]�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑓𝑓� − 𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑢𝑢, 𝑣𝑣]�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑓𝑓� 

  = (𝑣𝑣2 + 𝑞𝑞2)2 − 𝑣𝑣22 = 2𝑣𝑣2𝑞𝑞2 + 𝑞𝑞22 ≥ 2𝑣𝑣2𝑞𝑞2 
= 0. 𝑝𝑝1 + 0. 𝑝𝑝2 + 0. 𝑞𝑞1 + 2𝑣𝑣2.𝑞𝑞2 

  = 𝜕𝜕1𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 .𝑝𝑝1 + 𝜕𝜕2𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 . 𝑝𝑝2 + 𝜕𝜕3𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 . 𝑞𝑞1
+ 𝜕𝜕4𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 . 𝑞𝑞2 

nên 𝑓𝑓𝑔𝑔𝑔𝑔 lồi theo 4-biến đầu.  

Do 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝜆𝜆1 ∈ [0,1] nên 𝜆𝜆𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑡𝑡) = 18 + (6 −
6𝜇𝜇)𝛼𝛼𝜆𝜆1 ≥ 0,∀𝑡𝑡 ∈ [0,1] nên 1 ∈ 𝐾𝐾+. 

𝑔𝑔1
𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑢𝑢 + 𝑝𝑝,𝑣𝑣 + 𝑞𝑞]�𝑡𝑡, 𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑓𝑓� − 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔[𝑢𝑢, 𝑣𝑣]�𝑡𝑡,𝜇𝜇,𝛼𝛼𝑓𝑓� 

  = −2(𝑢𝑢2 + 𝑝𝑝2) + 𝑣𝑣1 + 𝑞𝑞1 − (−2𝑢𝑢2 + 𝑣𝑣1)
= −2𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞1 

= 0.𝑝𝑝1 + (−2).𝑝𝑝2 + 1. 𝑞𝑞1 + 0. 𝑞𝑞2 

  = 𝜕𝜕1𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 .𝑝𝑝1 + 𝜕𝜕2𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔.𝑝𝑝2 + 𝜕𝜕3𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔.𝑞𝑞1 + 𝜕𝜕4𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔.𝑞𝑞2 

nên 𝑔𝑔1(1 ∈ 𝐾𝐾+) lồi theo 4-biến đầu. 

Theo Mệnh đề 3.3, 𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔 = �𝑥𝑥1
𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑥𝑥2

𝑔𝑔𝑔𝑔� là nghiệm 
tối ưu của (GNVP) và 

 𝑥𝑥� = �𝑥𝑥�1(𝑡𝑡), 𝑥𝑥�2(𝑡𝑡)� = ℋ−1(𝑥𝑥𝑔𝑔𝑔𝑔) với các 
𝜇𝜇 −tập mức xác định bởi 

𝑥𝑥�1(𝑡𝑡) = [−6𝑡𝑡3 + (9 + 𝜇𝜇)𝑡𝑡2, (2𝜇𝜇 − 8)𝑡𝑡3
+ (14 − 4𝜇𝜇)𝑡𝑡2], 

𝑥𝑥�2(𝑡𝑡) = [−9𝑡𝑡2 + (9 + 𝜇𝜇)𝑡𝑡, (3𝜇𝜇 − 12)𝑡𝑡2
+ (14 − 4𝜇𝜇)𝑡𝑡] 

là nghiệm tối ưu của (NVP). 

 
Đồ thị hàm 𝑥𝑥�1(𝑡𝑡) 

 
Đồ thị hàm 𝑥𝑥�2(𝑡𝑡) 

4. KẾT LUẬN 

Trong bài báo này, các điều kiện tối ưu cho bài 
toán tối ưu hóa hàm biến phân mờ với ràng buộc hệ 
phương trình vi phân đã được khảo sát. Một ví dụ 
chi tiết minh họa cho các kết quả trong bài báo cũng 
đã được trình bày. Khảo sát các điều kiện tối ưu cấp 
cao và khảo sát các bài toán đối ngẫu của bài toán 
tối ưu hóa hàm biến phân mờ là các chủ đề vẫn chưa 
được nghiên cứu và có thể phát triển trong các 
nghiên cứu tiếp theo. 
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