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TÓM TẮT 
Các quan hệ thứ tự tập dùng trong bài toán tối ưu tập đóng vai 
trò quan trọng trong áp dụng vào các bài toán trong thực tế. 
Việc xây dựng giải thuật nhằm so sánh các tập hợp theo các 
quan hệ thứ tự tập là thiết thực và là tiền đề cho việc đi sâu 
nghiên cứu về giải thuật cho lớp bài toán tối ưu tập. Nghiên 
cứu này tập trung vào việc xây dựng giải thuật so sánh hai tập 
hợp cùng với liên hệ vận dụng vào các mô hình kinh tế, xã hội 
trong thực tế.  

Từ khoá: Bài toán tối ưu tập, giải thuật tối ưu, mô hình thực 
tế, quan hệ thứ tự tập 

ABSTRACT 
Set order relations used in set optimization problems play an 
important role in applying them to real-world problems. 
Building an algorithm to compare sets based on set order 
relations is essential and a prerequisite for further research on 
algorithms for solving set optimization problems. This study 
focuses on constructing algorithms to compare two sets and 
applying them to real-life economic and social models. 

Keywords: Optimization algorithm, real-world models, set 
order relation, set optimization problem 

1. GIỚI THIỆU 

Việc so sánh hai phần tử/cá thể hay hai tập 
hợp/nhóm gồm nhiều cá thể theo một hoặc nhiều 
tiêu chí là vấn đề thường gặp trong cả lý thuyết và 
thực tiễn. So sánh các cá thể theo một tiêu chí cụ thể 
để chọn ra đối tượng phù hợp nhất chính là dạng bài 
toán tối ưu một mục tiêu, trong đó việc so sánh giá 
trị hàm mục tiêu tương ứng của các cá thể này được 
giải quyết triệt để nhờ tính sắp thứ tự tốt của tập số 
thực.  

Vấn đề sẽ phức tạp hơn trong tình huống cần so 
sánh toàn diện các phần tử hay các tập hợp theo 

nhiều tiêu chí khác nhau mà không tồn tại phần tử 
trội hơn hẳn hoặc kém thua hẳn về tất cả các tiêu chí 
đang xét. Vấn đề trên giải quyết được bằng cách vận 
dụng các quan hệ thứ tự dùng so sánh hai tập hợp 
được đề xuất trong Kuroiwa et al. (1997), Jahn and 
Ha (2011) và được sử dụng rộng rãi trong thời gian 
qua.  

Bài toán tối ưu được nghiên cứu trong suốt thời 
gian rất dài và cả chiều sâu với rất nhiều kết quả 
nghiên cứu quan trọng được công bố cho cả các lớp 
bài toán tối ưu với hàm mục tiêu nhận giá trị thực, 
giá trị vectơ và giá trị tập hợp. Đối với bài toán tối 
ưu với hàm mục tiêu nhận giá trị tập hợp (set-valued 
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optimization problem), cách tiếp cận phổ biến là tiếp 
cận vectơ (vector approach). Sau đó, trong Kuroiwa 
et al. (1997), cách tiếp cận tập (set approach) được 
đề xuất và ngày càng được quan tâm nghiên cứu do 
nó hợp lý hơn trong các vận dụng thực tiễn (Jahn & 
Ha, 2011). Trong bài toán tối ưu với hàm mục tiêu 
nhận giá trị tập hợp theo cách tiếp cận tập được gọi 
vắn tắt là bài toán tối ưu tập (set optimization 
problem), giá trị của hàm mục tiêu được so sánh trực 
tiếp thông qua các quan hệ thứ tự tập được giới thiệu 
lần đầu bởi Kuroiwa (Kuroiwa et al., 1997) và các 
quan hệ thứ tự tập được mở rộng sau đó.   

Đối với bài toán tối ưu tập, các chủ đề quan trọng 
đã và đang được tập trung nghiên cứu bao gồm: sự 
tồn tại nghiệm (Kuroiwa, 2003; Hernández & 
Rodríguez-Marín, 2007) điều kiện tối ưu (Alonso & 
Rodríguez-Marín, 2009; Khoshkhabar-amiranloo, 
2023), sự ổn định nghiệm (Gaydu et al., 2017; Anh 
et al., 2024), sự đặt chỉnh (Gupta & Srivastava, 
2020; Som & Vetrivel, 2022),… Tuy nhiên, cho đến 
nay vấn đề phương pháp số nghiên cứu thuật toán 
giải cho lớp bài toán này vẫn chưa được công bố dù 
đã có các công bố liên quan đến phương pháp vô 
hướng hóa, vectơ hóa (Jahn, 2009; Hamel et al., 
2015; Khan et al., 2016 ) cho lớp bài toán này. Theo 
cách tiếp cận tập, ta cần so sánh trực tiếp giá trị của 
hàm mục tiêu. Do vậy, việc nghiên cứu phương pháp 
số so sánh các tập hợp theo các quan hệ thứ tự trong 
(Jahn & Ha, 2011) là thiết thực và là tiền đề quan 
trọng cho việc đi sâu vào giải thuật cho lớp bài toán 
tối ưu tập. 

2. BÀI TOÁN TỐI ƯU  

Tiếp theo, mô hình của bài toán tối ưu vô hướng, 
bài toán tối ưu vectơ, bài toán tối ưu tập cùng các 
dạng nghiệm của chúng được giới thiệu lại.  

Cho 𝑋𝑋,𝑌𝑌 là các không gian tôpô tuyến tính thực. 
Cho 𝑀𝑀 là tập con khác rỗng, đóng của 𝑋𝑋. Tập hợp 
các tập con khác rỗng của 𝑌𝑌 được ký hiệu là 𝒫𝒫(𝑌𝑌).  
Tập ∅ ≠ 𝐶𝐶 là nón trong 𝑌𝑌, tức là 𝜆𝜆𝜆𝜆 ∈ 𝐶𝐶 với mọi số 
thực dương 𝜆𝜆 và 𝑦𝑦 ∈ 𝐶𝐶.  

2.1. Bài toán tối ưu vô hướng  

Cho hàm giá trị thực 𝑓𝑓:𝑀𝑀 → ℝ. Bài toán tối ưu 
vô hướng (OP) có dạng như sau 

min𝑓𝑓(𝑥𝑥) với 𝑥𝑥 ∈ 𝑀𝑀. 

Định nghĩa 1. 𝑥𝑥∗ ∈ 𝑀𝑀 được gọi là nghiệm của 
(OP) khi và chỉ khi 𝑓𝑓(𝑥𝑥∗) ≤ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∀𝑥𝑥 ∈ 𝑀𝑀. 

Việc so sánh đánh giá giữa hai phần tử trong 
không gian xem xét, không gian 𝑋𝑋, được gián tiếp 
thực hiện thông qua việc so sánh trong không gian 

quyết định, không gian ℝ. Như ta đã biết, quan hệ 
thứ tự xác định trên tập số thực như sau 

 𝑎𝑎 ≤ 𝑏𝑏 ⇔ 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎 ≥ 0,∀𝑎𝑎,𝑏𝑏 ∈ ℝ 

có các tính chất: phản xạ, bắc cầu, phản đối 
xứng, tuyến tính (để tiện theo dõi, trình bày lại ở đây 
rằng quan hệ thứ tự ≤ được gọi là có tính chất tuyến 
tính trên một tập hợp nếu với bất kỳ hai phần tử 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 
của tập hợp, ta luôn so sánh được, tức là luôn có 
hoặc 𝑎𝑎 ≤ 𝑏𝑏 hoặc 𝑏𝑏 ≤ 𝑎𝑎) . Do đó, quan hệ thứ tự ≤  
là quan hệ thứ tự toàn phần trên ℝ và tập số thực là 
sắp thứ tự toàn phần. Vì vậy, so sánh các giá trị hàm 
mục tiêu trong bài toán tối ưu vô hướng được thực 
hiện tốt, dễ dàng.  

2.2. Bài toán tối ưu vectơ  

Cho hàm giá trị vectơ 𝑓𝑓:𝑀𝑀 → ℝ𝑛𝑛, 𝑓𝑓(𝑥𝑥) =
�𝑓𝑓1(𝑥𝑥),𝑓𝑓2(𝑥𝑥), … , 𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑥𝑥)� ∀𝑥𝑥 ∈ 𝑀𝑀. Bài toán tối ưu 
vectơ (VOP) có dạng như sau 

min𝑓𝑓(𝑥𝑥) với 𝑥𝑥 ∈ 𝑀𝑀. 

Định nghĩa 2. (Ehrgott, 2005) 𝑥𝑥∗ được gọi là trội 
hơn 𝑥𝑥 khi và chỉ khi  

 𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑥𝑥∗) ≤ 𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑥𝑥) ∀𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛����� 

và tồn tại 𝑖𝑖0 ∈ {1, … ,𝑛𝑛} thỏa mãn 

𝑓𝑓𝑖𝑖0(𝑥𝑥∗) < 𝑓𝑓𝑖𝑖0(𝑥𝑥).  

Ví dụ 1. Với 𝑛𝑛 = 2,  𝑓𝑓(𝑥𝑥) =
�𝑓𝑓1(𝑥𝑥),𝑓𝑓2(𝑥𝑥)� ∀𝑥𝑥 ∈ 𝑀𝑀, xét bài toán (VOP)  

min𝑓𝑓(𝑥𝑥) với 𝑥𝑥 ∈ 𝑀𝑀. 

Khi đó, ta có ba trường hợp khi so sánh 𝑥𝑥 và 𝑥𝑥′ 
như sau: 

(i) Trường hợp 1: nếu 𝑓𝑓1(𝑥𝑥′) ≤ 𝑓𝑓1(𝑥𝑥) và 
𝑓𝑓2(𝑥𝑥′) ≤ 𝑓𝑓2(𝑥𝑥) thì 𝑥𝑥′ tốt hơn 𝑥𝑥. Khi trường hợp này 
xảy ra, nếu các bất đẳng thức nghiêm ngặt xảy ra, 
tức là ta có 𝑓𝑓1(𝑥𝑥′) < 𝑓𝑓1(𝑥𝑥) hoặc 𝑓𝑓2(𝑥𝑥′) < 𝑓𝑓2(𝑥𝑥) thì 
𝑥𝑥′ trội hơn 𝑥𝑥.  

(ii) Trường hợp 2: nếu 𝑓𝑓1(𝑥𝑥′) ≥ 𝑓𝑓1(𝑥𝑥) và 
𝑓𝑓2(𝑥𝑥′) ≥ 𝑓𝑓2(𝑥𝑥) thì 𝑥𝑥′ xấu hơn 𝑥𝑥.     

(iii) Trường hợp 3: nếu 𝑓𝑓1(𝑥𝑥′) < 𝑓𝑓1(𝑥𝑥) và 
𝑓𝑓2(𝑥𝑥′) > 𝑓𝑓2(𝑥𝑥) hoặc nếu 𝑓𝑓1(𝑥𝑥′) > 𝑓𝑓1(𝑥𝑥) và 𝑓𝑓2(𝑥𝑥′) <
𝑓𝑓2(𝑥𝑥) thì 𝑥𝑥′ và  𝑥𝑥 là không so sánh được với nhau.     

Do bài toán ta đang xét là dạng bài toán tìm min 
nên trong Định nghĩa 2 và ví dụ ở trên, giá trị nhỏ 
hơn (<) được hiểu theo nghĩa mang ý nghĩa tốt hơn. 
Trong trường hợp bài toán ta đang xét là dạng bài 
toán tìm max, ta có thể chuyển đổi tương ứng, với 
giá trị lớn hơn (>) được hiểu theo nghĩa mang ý 
nghĩa tốt hơn. 

https://link.springer.com/book/10.1007/3-540-27659-9#author-0-0
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Định nghĩa 3. 𝑥𝑥∗ ∈ 𝑀𝑀 được gọi là nghiệm lý 
tưởng của (VOP) khi và chỉ khi ∀𝑥𝑥 ∈ 𝑀𝑀, 𝑥𝑥∗ trội hơn 
𝑥𝑥. 

Không được thuận lợi như so sánh hai số thực, 
việc so sánh hai vectơ gặp trở ngại do tập hợp các 
vectơ 𝑛𝑛 chiều không có tính sắp thứ tự tốt.  

Trong tối ưu hóa đa mục tiêu, hàm mục tiêu 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = �𝑓𝑓1(𝑥𝑥),𝑓𝑓2(𝑥𝑥), … , 𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑥𝑥)�  có nhiều mục tiêu 
  𝑓𝑓1(𝑥𝑥), 𝑓𝑓2(𝑥𝑥), … , 𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑥𝑥)  cần đạt được đồng thời và 
ta không thể tối ưu hóa riêng lẻ một mục tiêu mà 
không ảnh hưởng đến mục tiêu khác. Khi đó, nhiệm 
vụ chính là tìm ra tập các giải pháp tối ưu, được gọi 
là "lời giải Pareto", trong đó không có giải pháp nào 
tốt hơn các giải pháp khác ở mọi mục tiêu. 

Định nghĩa 4. (Jahn & Ha, 2011) 𝑥𝑥∗ ∈ 𝑀𝑀 được 
gọi là nghiệm Pareto của (VOP) khi và chỉ khi 
không tồn tại 𝑥𝑥 ∈ 𝑀𝑀 sao cho 𝑥𝑥 trội hơn 𝑥𝑥∗. 

 Như vậy, 𝑥𝑥∗ ∈ 𝑀𝑀 được gọi là nghiệm Pareto của 
(VOP) nếu  

(𝑓𝑓(𝑥𝑥∗) − 𝐶𝐶) ∩ 𝑓𝑓(𝑀𝑀) = {𝑓𝑓(𝑥𝑥∗)}. 

Thứ tự giữa các vectơ, giữa các tập hợp được xác 
định thông qua quan hệ thứ tự cảm sinh bởi nón. Một 
trong những nón hữu dụng và đã được sử dụng trong 
nhiều nghiên cứu gần đây là nón từ điển 
(lexicographic cone). Để tiện theo dõi, tiếp theo 
chúng tôi trình bày lại khái niệm nón từ điển trong 
ℝ𝑛𝑛. 

Định nghĩa 5. (Anh & Duy, 2016) Nón từ điển 
trong ℝ𝑛𝑛 , ký hiệu 𝐶𝐶𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙, được xác định bởi 

𝐶𝐶𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 ≔ {0} ∪ {𝑥𝑥 ∈ ℝ𝑛𝑛 | ∃𝑘𝑘, 0 ≤ 𝑘𝑘 <
𝑛𝑛 thỏa 𝑥𝑥1 = ⋯ = 𝑥𝑥𝑘𝑘 = 0, 𝑥𝑥𝑘𝑘+1 > 0}. 

Như vậy, nón từ điển của ℝ𝑛𝑛 là tập hợp gồm 
vectơ không và tất cả các vectơ 𝑥𝑥 ∈ ℝ𝑛𝑛 mà tọa độ 
khác không đầu tiên của 𝑥𝑥 là số dương.  

Với 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℝ𝑛𝑛, thứ tự từ điển được xác định bởi 

𝑥𝑥 ≥𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑦𝑦 ⟺ 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 ∈ 𝐶𝐶𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙. 
2.3. Bài toán tối ưu tập  

Cho hàm đa trị  𝐹𝐹:𝑀𝑀 ⇉ 𝑌𝑌. Bài toán tối ưu tập 
(SOP) có dạng như sau 

min𝐹𝐹(𝑥𝑥) với 𝑥𝑥 ∈ 𝑀𝑀. 

Định nghĩa 6. (Jahn & Ha, 2011) 𝑥𝑥∗ ∈ 𝑀𝑀 được 
gọi là nghiệm hữu hiệu của (SOP) khi và chỉ khi 𝑥𝑥 ∈
𝑀𝑀, 𝐹𝐹(𝑥𝑥) ≤𝛼𝛼  𝐹𝐹(𝑥𝑥∗) suy ra 𝐹𝐹(𝑥𝑥∗) ≤𝛼𝛼 𝐹𝐹(𝑥𝑥). 

Ở đây, ≤𝛼𝛼 là một trong các dạng quan hệ thứ tự 
tập dùng so sánh trực tiếp giá trị của hàm mục tiêu 

𝐹𝐹 trong  bài toán tối ưu tập. Các dạng quan hệ thứ tự 
tập thông dụng được trình bày chi tiết trong phần 
dưới đây. 

3. QUAN HỆ THỨ TỰ GIỮA HAI TẬP 
HỢP  

Với 𝐶𝐶 là nón trong 𝑌𝑌, các quan hệ thứ tự giữa hai 
tập hợp theo nón 𝐶𝐶 được xác định như sau: 

3.1. Quan hệ thứ tự tập dạng u 

Định nghĩa 7. (Jahn & Ha, 2011) Cho 𝐴𝐴,𝐵𝐵 là hai 
tập con khác rỗng của 𝑌𝑌. Ta nói 𝐴𝐴 ≼𝑢𝑢 𝐵𝐵 khi và chỉ 
khi với mọi 𝑎𝑎 ∈ 𝐴𝐴, tồn tại 𝑏𝑏 ∈ 𝐵𝐵 sao cho 𝑎𝑎 ≤𝐶𝐶 𝑏𝑏. 
Quan hệ thứ tự tập " ≼𝑢𝑢 " được gọi là quan hệ thứ 
tự trên. 

Theo định nghĩa trên, 

𝐴𝐴 ≼𝑢𝑢 𝐵𝐵 ⇔ 𝐴𝐴 ⊂ 𝐵𝐵 − 𝐶𝐶. 
3.2. Quan hệ thứ tự tập dạng l 

Định nghĩa 8. (Jahn and Ha, 2011) Cho 𝐴𝐴,𝐵𝐵 là 
hai tập con khác rỗng của 𝑌𝑌. Ta nói 𝐴𝐴 ≼𝑙𝑙 𝐵𝐵 khi và 
chỉ khi với mọi 𝑏𝑏 ∈ 𝐵𝐵, tồn tại 𝑎𝑎 ∈ 𝐴𝐴 sao cho 𝑎𝑎 ≤𝐶𝐶 𝑏𝑏. 
Quan hệ thứ tự tập " ≼𝑙𝑙 " được gọi là quan hệ thứ tự 
dưới. 

Theo định nghĩa trên, 

𝐴𝐴 ≼𝑙𝑙 𝐵𝐵 ⇔ 𝐵𝐵 ⊂ 𝐴𝐴 + 𝐶𝐶. 
3.3. Quan hệ thứ tự tập dạng s 

Định nghĩa 9. (Jahn & Ha, 2011) Cho 𝐴𝐴,𝐵𝐵 là hai 
tập con khác rỗng của 𝑌𝑌. Ta nói 𝐴𝐴 ≼𝑠𝑠 𝐵𝐵 khi và chỉ 
khi 𝐴𝐴 ≼𝑢𝑢 𝐵𝐵 và 𝐴𝐴 ≼𝑙𝑙 𝐵𝐵.  

Theo định nghĩa trên,  

𝐴𝐴 ≼𝑠𝑠 𝐵𝐵 ⇔ 𝐴𝐴 ⊂ 𝐵𝐵 − 𝐶𝐶 và 𝐵𝐵 ⊂ 𝐴𝐴 + 𝐶𝐶 

⟺ (∀𝑎𝑎 ∈ 𝐴𝐴,∃𝑏𝑏 ∈ 𝐵𝐵,𝑎𝑎 ≤𝐶𝐶 𝑏𝑏) và (∀𝑏𝑏 ∈
𝐵𝐵,∃𝑎𝑎 ∈ 𝐴𝐴,𝑎𝑎 ≤𝐶𝐶 𝑏𝑏). 

Mệnh đề 1. (Jahn & Ha, 2011)   

Với các tập hợp 𝐴𝐴,𝐵𝐵 ∈ 𝒫𝒫(𝑌𝑌) tùy ý, ta có: 

(i) Các quan hệ thứ tự tập ≼𝑙𝑙 ,≼𝑢𝑢 và ≼𝑠𝑠 là quan 
hệ tiền thứ tự (tức là, ≼𝑙𝑙 ,≼𝑢𝑢 và ≼𝑠𝑠 đều có tính chất 
phản xạ và tính chất bắc cầu ). Hơn nữa, các quan 
hệ thứ tự tập này là tương thích với cấu trúc cộng 
tuyến của 𝒫𝒫(𝑌𝑌). 

(ii) Các quan hệ thứ tự tập ≼𝑙𝑙 ,≼𝑢𝑢 và ≼𝑠𝑠 không 
có tính phản đối xứng. Cụ thể, với các tập hợp 
𝐴𝐴,𝐵𝐵 ∈ 𝒫𝒫(𝑌𝑌) tùy ý, khi đó ta có: 

(𝐴𝐴 ≼𝑙𝑙 𝐵𝐵 và 𝐵𝐵 ≼𝑙𝑙 𝐴𝐴) ⇔ 𝐴𝐴 + 𝐶𝐶 = 𝐵𝐵 + 𝐶𝐶, 

(𝐴𝐴 ≼𝑢𝑢 𝐵𝐵 và 𝐵𝐵 ≼𝑢𝑢 𝐴𝐴) ⇔ 𝐴𝐴− 𝐶𝐶 = 𝐵𝐵 − 𝐶𝐶, 
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(𝐴𝐴 ≼𝑠𝑠 𝐵𝐵 và 𝐵𝐵 ≼𝑠𝑠 𝐴𝐴) ⇔ 𝐴𝐴 + 𝐶𝐶 = 𝐵𝐵 + 𝐶𝐶  và 
 𝐴𝐴 − 𝐶𝐶 = 𝐵𝐵 − 𝐶𝐶. 

Mệnh đề 2.  Cho 𝐴𝐴,𝐵𝐵 là hai tập con compact của 
𝑌𝑌 và 𝐶𝐶 là nón lồi, đóng, nhọn trong 𝑌𝑌. Ta ký hiệu 
min𝐴𝐴 = {𝑎𝑎 ∈ 𝐴𝐴|(𝑎𝑎 − 𝐾𝐾) ∩ 𝐴𝐴 = {𝑎𝑎}}.  Khi đó,  

(i) 𝐴𝐴 ≼𝑙𝑙 𝐵𝐵 ⇔ min𝐴𝐴 ≼𝑙𝑙 min𝐵𝐵 

(ii) 𝐴𝐴 ≼𝑢𝑢 𝐵𝐵 ⇔ min𝐴𝐴 ≼𝑢𝑢 min𝐵𝐵 

(iii) 𝐴𝐴 ≼𝑠𝑠 𝐵𝐵 ⇔ min𝐴𝐴 ≼𝑠𝑠 min𝐵𝐵 

4. THUẬT TOÁN  

Mục này đề xuất phương pháp số giải quyết vấn 
đề so sánh hai phần tử, tập hợp xuất hiện trong các 
bài toán đề cập ở trên. Khai thác các tính chất của 
các quan hệ thứ tự tập, cùng các kỹ thuật tính toán 
liên quan nón sắp thứ tự và kết hợp hiệu quả các gói 
lệnh, thư viện numpy trong Python, các giải thuật 
này giải quyết được vấn đề so sánh hai tập trong 
không gian Euclide thực. Khi số chiều và kích thước 
của bài toán tăng lên, các kết quả này vẫn còn hiệu 
quả. 

4.1. Kiểm tra phần tử trội  

Xét bài toán (VOP) như ở mục 2. Với 𝑥𝑥, 𝑥𝑥′ ∈ 𝑀𝑀, 
thuật toán sau sẽ so sánh, kiểm tra xem 𝑥𝑥 trội hơn 𝑥𝑥′ 
hay không. 

Thuật toán 1 

Input: Hàm mục tiêu 𝑓𝑓:𝑀𝑀 → ℝ𝑛𝑛,  

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = �𝑓𝑓1(𝑥𝑥),𝑓𝑓2(𝑥𝑥), … , 𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑥𝑥)�;  

hai vectơ 𝑥𝑥, 𝑥𝑥′ ∈ 𝑀𝑀. 
− Tính 𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑥𝑥); 𝑦𝑦𝑖𝑖′ = 𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑥𝑥′) ∀𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛�����. 
− Kiểm tra: 

if 𝑦𝑦𝑖𝑖 ≤ 𝑦𝑦𝑖𝑖′ ∀𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛����� 

then 

if 𝑦𝑦𝑖𝑖 < 𝑦𝑦𝑖𝑖′ với 𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛����� 

then 𝑥𝑥 trội hơn 𝑥𝑥′ 

else 𝑥𝑥 không trội hơn 𝑥𝑥′. 

Output: Kết luận 𝑥𝑥 trội hơn 𝑥𝑥′ hay không._ 
4.2. Tổng trọng số 

Bằng phương pháp tổng trọng số, bài toán tối ưu 
đa mục tiêu được đưa về thành bài toán tối ưu một 
mục tiêu. Xét bài toán (VOP) như ở mục 2, với vectơ 
trọng số đã có, ta giải như sau: 

Thuật toán 2    

Input: Hàm mục tiêu 𝑓𝑓:𝑀𝑀 → ℝ𝑛𝑛;  

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = �𝑓𝑓1(𝑥𝑥),𝑓𝑓2(𝑥𝑥), … , 𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑥𝑥)�; 

Vectơ trọng số 𝑤𝑤 = (𝑤𝑤1,𝑤𝑤2, … ,𝑤𝑤𝑛𝑛). 
− Lập 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑤𝑤𝑇𝑇 . 𝑓𝑓(𝑥𝑥). 
− Tính  𝑥𝑥∗ = argmin𝑥𝑥∈𝑀𝑀𝑔𝑔(𝑥𝑥). 

Output: 𝑥𝑥∗ là nghiệm của (VOP) theo vectơ 
trọng số 𝑤𝑤. 

4.3. Nón từ điển 

Trong trường hợp xác định được thứ tự ưu tiên 
của các tiêu chí, bằng cách sử dụng nón từ điển thì 
bài toán tối ưu đa mục tiêu có thể đưa về một dãy 
các bài toán tối ưu một mục tiêu với các ràng buộc 
được thiết lập phù hợp. Khi đó, việc so sánh đánh 
giá giữa hai phần tử trong không gian nhiều chiều  
được đưa về so sánh đánh giá trong không gian một 
chiều và điều này được thực hiện tốt.  

Xét bài toán (VOP) như ở mục 2, ta giải bằng 
cách sử dụng nón từ điển như sau: 

Thuật toán 3 

Input: Hàm mục tiêu 𝑓𝑓:𝑀𝑀 → ℝ𝑛𝑛,  

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = �𝑓𝑓1(𝑥𝑥),𝑓𝑓2(𝑥𝑥), … , 𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑥𝑥)�;  

Nón từ điển 𝐶𝐶𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 xác định thứ tự ưu tiên.  
− Tính 𝑥𝑥1∗ = argmin𝑥𝑥∈𝑀𝑀𝑓𝑓1(𝑥𝑥). 
− Tính 𝑥𝑥2∗ = argmin𝑥𝑥∈𝑀𝑀1𝑓𝑓2(𝑥𝑥) với 𝑀𝑀1 = {𝑥𝑥 ∈

𝑀𝑀, 𝑓𝑓1(𝑥𝑥) ≤ 𝑓𝑓1(𝑥𝑥1∗)}. 

... 
− Tính 𝑥𝑥𝑛𝑛∗ = argmin𝑥𝑥∈𝑀𝑀𝑛𝑛−1𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑥𝑥) với 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 =

{𝑥𝑥 ∈ 𝑀𝑀, 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑥𝑥) ≤ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑛𝑛∗),𝑘𝑘 = 1,𝑛𝑛 − 1����������}. 

Output: 𝑥𝑥∗ là nghiệm của (VOP) xét theo nón từ 
điển 𝐶𝐶𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙. 

4.4 So sánh hai tập theo quan hệ thứ tự tập  
Với 𝐴𝐴,𝐵𝐵 là hai tập con cho trước của 𝑌𝑌, chúng ta 

so sánh hai tập hợp này theo các quan hệ thứ tự tập 
dạng ≼𝑢𝑢,≼𝑙𝑙 ,≼𝑠𝑠. Cụ thể, chúng ta kiểm tra các phát 
biểu sau có đúng hay không: 
𝐴𝐴 ≼𝑢𝑢 𝐵𝐵;  𝐵𝐵 ≼𝑢𝑢 𝐴𝐴;  𝐴𝐴 ≼𝑙𝑙 𝐵𝐵;  𝐵𝐵 ≼𝑙𝑙 𝐴𝐴;  𝐴𝐴 ≼𝑠𝑠 𝐵𝐵;  𝐵𝐵 ≼𝑠𝑠 𝐴𝐴. 

Thuật toán 4 

Input: 𝐴𝐴,𝐵𝐵 là hai tập con của 𝑌𝑌. 
− Tính min𝐴𝐴 = �𝑎𝑎 ∈ 𝐴𝐴�(𝑎𝑎 − 𝐾𝐾) ∩ 𝐴𝐴 = {𝑎𝑎}�. 
− Tính min𝐵𝐵 = �𝑏𝑏 ∈ 𝐴𝐴�(𝑏𝑏 − 𝐾𝐾) ∩ 𝐴𝐴 = {𝑏𝑏}�. 
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− Kiểm tra min𝐴𝐴 ≼𝑢𝑢 min𝐵𝐵. Từ đó kết luận 
được 𝐴𝐴 ≼𝑢𝑢 𝐵𝐵. 

− Kiểm tra min𝐵𝐵 ≼𝑢𝑢 min𝐴𝐴. Từ đó kết luận 
được 𝐵𝐵 ≼𝑢𝑢 𝐴𝐴. 

− Kiểm tra min𝐴𝐴 ≼𝑙𝑙 min𝐵𝐵. Từ đó kết luận 
được 𝐴𝐴 ≼𝑙𝑙 𝐵𝐵. 

− Kiểm tra min𝐵𝐵 ≼𝑙𝑙 min𝐴𝐴. Từ đó kết luận 
được 𝐵𝐵 ≼𝑙𝑙 𝐴𝐴. 

− Kiểm tra min𝐴𝐴 ≼𝑠𝑠 min𝐵𝐵. Từ đó kết luận 
được 𝐴𝐴 ≼𝑠𝑠 𝐵𝐵. 

Output: Các quan hệ thứ tự tập dạng  ≼𝑢𝑢,≼𝑙𝑙 ,≼𝑠𝑠 
giữa hai tập 𝐴𝐴,𝐵𝐵. 

Các giải thuật ở trên trình bày cho hai dạng bài 
toán (VOP) và (SOP). Với bài toán (VOP), nếu 
nghiệm lý tưởng tồn tại thì đây là tình huống tốt đẹp 
nhất và đương nhiên là phần tử trội là lời giải tối ưu. 
Trong trường hợp nghiệm lý tưởng không tồn tại, ta 
có thể vô hướng hóa bài toán thông qua vectơ trọng 
số đã xác định được và đưa về bài toán tối ưu vô 
hướng (OP); hoặc ta có thể sắp thứ tự ưu tiên theo 
nón từ điển, và đưa bài toán (VOP) về dãy các bài 
toán tối ưu vô hướng (OP). Đối với bài toán (SOP) 
khi xét theo cách tiếp cận tập, ta sẽ so sánh trực tiếp 
các giá trị của hàm mục tiêu, tức là so sánh trực tiếp 
các tập hợp bằng các quan hệ thứ tự tập. 

5. VẬN DỤNG VÀO MÔ HÌNH THỰC TẾ 
Mục này trình bày các mô hình thực tế vận dụng 

các kết quả ở trên.   

Một điều hiển nhiên được thừa nhận là, trong so 
sánh các yếu tố nhiều chiều, khi tồn tại phần tử trội 
thì tất nhiên phần tử trội chính là lời giải tối ưu. Các 
phân tích tiếp theo dưới đây dành cho trường hợp 
không tồn tại trội của mô hình và khi đó các công cụ 
so sánh hiệu quả cần được phân tích và vận dụng 
hợp lý. 

Mô hình 1: So sánh kết quả của thí sinh trong kì 
tuyển sinh gồm nhiều môn thi. 

Trong kì tuyển sinh gồm nhiều môn thi, điểm thi 
của thí sinh được xem như vectơ nhiều chiều. Để 
tuyển chọn thí sinh trúng tuyển, việc so sánh toàn 
diện và sắp xếp điểm thi của các thí sinh đóng vai 
trò rất quan trọng.  

Cách so sánh để đơn giản và phổ dụng là so sánh 
theo điểm tổng: Phương pháp này dựa trên tổng 
điểm của từng thí sinh. Các thí sinh có tổng điểm 
cao hơn sẽ được xếp hạng cao hơn. Như vậy, bài 
toán tối ưu một mục tiêu được sử dụng. Hàm mục 
tiêu 𝑓𝑓(𝑥𝑥) xác định bằng tổng điểm thi của thí sinh 
𝑥𝑥.  

Một cách tính khác là sử dụng trọng số trong 
điểm tổng: Đôi khi, để đánh giá công bằng hơn giữa 
các môn thi, có thể sử dụng hệ số trọng số khác nhau 
cho từng môn. Các môn có trọng số cao hơn sẽ đóng 
góp nhiều hơn vào tổng điểm cuối cùng. Vectơ trọng 
số 𝑤𝑤 = (𝑤𝑤1,𝑤𝑤2, … ,𝑤𝑤𝑛𝑛) thể hiện hệ số tương ứng 
của các môn thi. Hàm 𝑓𝑓(𝑥𝑥) thể hiện điểm thi của thí 
sinh 𝑥𝑥 ở lần lượt các môn thi. Hàm mục tiêu 𝑔𝑔(𝑥𝑥) =
𝑤𝑤𝑇𝑇 .𝑓𝑓(𝑥𝑥) xác định bằng tổng điểm thi của thí sinh 𝑥𝑥. 

Như vậy, bài toán so sánh trong không gian 
nhiều chiều, so sánh các thí sinh, được đưa về bài 
toán so sánh và sắp xếp thứ tự trong không gian một 
chiều. So sánh giá trị của hàm mục tiêu là tổng điểm 
thi, từ đó so sánh và sắp xếp tốt thứ tự các thí sinh.  

Mô hình 2: Lựa chọn mua hàng 
Khi lựa chọn mua hàng, ta thường phải so sánh 

cân nhắc giữa nhiều yếu tố khác nhau để đưa ra chọn 
lựa phù hợp nhất. Cụ thể, ta xem xét việc mua 
laptop, việc so sánh các laptop với nhau về các yếu 
tố như giá tiền, cấu hình, thương hiệu, pin, kiểu 
dáng,… là rất quan trọng để đưa ra quyết định phù 
hợp. 

Sử dụng nón từ điển 𝐶𝐶𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙, các tiêu chí theo chủ 
quan của người mua được sắp thứ tự ưu tiên theo thứ 
tự từ điển, có nghĩa là sắp xếp tiêu chí có ưu tiên cao 
hơn trước, rồi đến tiêu chí có ưu tiên thấp hơn. Cụ 
thể, ta xét năm tiêu chí với thứ tự ưu tiên từ cao đến 
thấp theo ý chủ quan của người mua lần lượt là cấu 
hình, thương hiệu, pin, giá tiền, kiểu dáng. Vectơ 
𝑥𝑥 = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, 𝑥𝑥4, 𝑥𝑥5) thể hiện năm thông số cho 
một laptop cụ thể. Khi đó, lựa chọn tối ưu chính là 
nghiệm Pareto của bài toán (VOP). 

Mô hình 3: So sánh tập thể lớp  
Tập thể 𝐴𝐴 gồm 𝑚𝑚 cá nhân, tập thể 𝐵𝐵 gồm 𝑘𝑘 cá 

nhân, đặc điểm mỗi cá nhân được thể hiện thông qua 
𝑛𝑛 thông số. Để chọn lựa ra tập thể nào tốt hơn về tất 
cả các mặt, các quan hệ thứ tự tập được vận dụng để 
so sánh các tập toàn diện và hợp lý hơn. 

Thông thường để đánh giá kết quả thực nghiệm 
trong giáo dục, người ta thường dùng thống kê và so 
sánh thông qua đặc trưng mẫu. Tuy nhiên, đại lượng 
này là giá trị đại diện cho cả tập thể, không thể hiện 
được đủ đặc tính của cả tập thể. Cụ thể, khi so sánh 
hai lớp học cùng khối trong một trường để đánh giá 
xem lớp nào chất lượng tốt hơn. Ta xem xét trường 
hợp không lớp nào trội hơn hẳn ở mọi mặt. Cách phổ 
biến là lấy điểm trung bình của tất cả học sinh mỗi 
lớp so sánh với nhau để đánh giá. Nhưng như vậy sẽ 
bỏ qua nhiều yếu tố: thực hiện nội quy, năng khiếu, 
thái độ học tập, tham gia phong trào,… Để đánh giá 
toàn diện, mỗi học sinh ứng với một vector. Các 
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thành phần của vector thể hiện các đặc điểm của học 
sinh. Khi đó, ta so sánh hai tập hợp có hữu hạn vectơ 
𝑛𝑛 chiều theo các quan hệ thứ tự tập 𝑠𝑠 sẽ đánh giá 
toàn diện được hai tập hợp.  

Mô hình 4: Lựa chọn nhóm để đầu tư  
Việc lựa chọn hai công ty để đầu tư sao cho vừa 

sinh lời nhất vừa rủi ro thấp nhất. Khi đó ta phải so 
sánh hai công ty với nhiều tiêu chí: quy mô doanh 
nghiệp, khả năng sinh lời, tốc độ tăng trưởng, thị 
trường, lợi thế cạnh tranh, tiềm năng tăng trưởng,… 

Để quyết định đầu tư vào công ty nào thì cần phải 
đánh giá lợi nhuận và rủi ro, so sánh và đưa ra quyết 
định. 

Nếu ta quan tâm nhiều hơn về lợi nhuận, các yếu 
tố tích cực thì ta sử dụng quan hệ ≼𝑢𝑢, thật vậy,  

𝐴𝐴 ≼𝑢𝑢 𝐵𝐵 ⇔ 𝐴𝐴 ⊂ 𝐵𝐵 − 𝐶𝐶 

⇔ với mọi 𝑎𝑎 ∈ 𝐴𝐴, tồn tại 𝑏𝑏 ∈ 𝐵𝐵 sao cho 𝑎𝑎 ≤𝐶𝐶 𝑏𝑏. 

Nếu ta quan tâm nhiều hơn về rủi ro, các yếu tố 
bất lợi thì ta sử dụng quan hệ ≼𝑙𝑙, thật vậy,  

𝐴𝐴 ≼𝑙𝑙 𝐵𝐵 ⇔ 𝐵𝐵 ⊂ 𝐴𝐴 + 𝐶𝐶 

⇔ với mọi 𝑏𝑏 ∈ 𝐵𝐵, tồn tại 𝑎𝑎 ∈ 𝐴𝐴 sao cho 𝑎𝑎 ≤𝐶𝐶 𝑏𝑏. 

6. KẾT LUẬN  
Bằng cách sử dụng các kết quả trong lĩnh vực tối 

ưu hóa cùng các tính chất của các loại quan hệ thứ 
tự giữa các tập hợp, giải thuật tối ưu được đề xuất 
để so sánh hai tập hợp theo các loại quan hệ thứ tự 
tập. Bên cạnh đó, việc áp dụng các kết quả này vào 
các mô hình kinh tế, xã hội trong thực tế cũng được 
trình bày. Các kết quả thu được này là nền tảng cho 
việc mở rộng nghiên cứu xây dựng các thuật toán 
cho lớp bài toán tối ưu tập mà hàm mục tiêu đa trị 
và nghiệm của bài toán xét theo tiêu chuẩn tập. 
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