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TÓM TẮT 
Mục tiêu của bài báo là nghiên cứu sự biểu diễn của nón Bishop-
Phelps trong không gian hữu hạn chiều dưới các chuẩn khác nhau. 
Đầu tiên, định nghĩa về các nón trong không gian hữu hạn chiều 
được nhắc lại, kèm theo các ví dụ minh họa về nón Bishop-Phelps 
có cả phần trong bằng rỗng và khác rỗng. Tiếp theo, bài báo xem 
xét các tính chất của nón Bishop-Phelps. Cuối cùng, những nón 
này được sử dụng để biểu diễn các nón cơ bản trong không gian 
hữu hạn chiều như nón Orthant không âm, nón Lorentz, và các nón 
có liên quan khác. 

Từ khoá: Không gian hữu hạn chiều, nón, nón Bishop-Phelps, tính 
chất 

ABSTRACT 
The aim of the article is to study representations of Bishop-Phelps 
cones in finite-dimensional spaces under various norms. First, the 
definitions of cones in finite-dimensional spaces are recalled, 
accompanied by examples illustrating Bishop-Phelps cones with 
both empty and non-empty interiors. Next, the article explores the 
properties of Bishop-Phelps cones. Finally, these cones are utilized 
to represent foundational cones in finite-dimensional spaces, 
including the non-negative Orthant cones, Lorentz cones, and 
other related cones. 

Keywords: Bishop-Phelps cone, cone, finite-dimensional space, 
property 

 

1. GIỚI THIỆU 

Nón thứ tự là một công cụ cốt yếu cho các mô 
hình bài toán tối ưu vector trong không gian hữu hạn 
chiều. Nón được sử dụng nhiều nhất trong không 
gian ℝ𝑛𝑛 là nón Orthant không âm ℝ+

𝑛𝑛 . Gần đây, một 
trong những nón mà có nhiều ứng dụng trong các 
trường hợp thực tế và dành được nhiều sự quan tâm 
của các nhà toán học là nón Lorentz trong không 
gian ℝ𝑛𝑛. Các bài toán có liên quan đến tối ưu theo 

nón Lorentz như Fang et al. (2009), Dong et al. 
(2012), Anh and Danh (2016a), Chang et al. (2018), 
Bueno et al. (2021). Ngoài ra, một nón khác cũng 
được xem xét vì mục đích ứng dụng của nó là nón 
từ điển với các công trình nghiên cứu về nón này 
như Konnov (2003), Bianchi et al. (2010), Anh et al. 
(2014, 2016b), Anh and Duy (2018) nhưng hầu hết 
các kết quả hiện có cho các loại bài toán vector tổng 
quát trong tối ưu hóa không thể áp dụng cho các bài 
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toán liên quan đến nón từ điển vì nón này không 
đóng cũng không mở. 

Một loại nón được sự quan tâm nhiều của các 
nhà toán học là nón Bishop-Phelps do tính chất đặc 
trưng là mọi nón lồi, đóng và có đỉnh trong không 
gian ℝ𝑛𝑛 đều có thể biểu diễn dưới dạng nón Bishop-
Phelps. Nón này có thể có phần trong bằng rỗng 
hoặc khác rỗng và được biểu diễn dưới nhiều dạng 
nón khác nhau tùy thuộc vào việc chọn phiếm hàm 
tuyến tính 𝜙𝜙 và chuẩn ‖ ⋅ ‖ trên ℝ𝑛𝑛. Xuất phát từ 
những công trình nổi tiếng của Bishop and Phelps 
(1962), Phelps (1974), các tác giả đã định nghĩa một 
loại nón quan trọng trong lý thuyết tối ưu. Những 
nón này sau đó được gọi là nón Bishop-Phelps (viết 
tắt là BP). Đây là nón có ý nghĩa rất lớn bởi vì nó 
được biểu diễn dưới nhiều dạng nón khác nhau. 
Trong những năm qua, đã có rất nhiều công trình 
nghiên cứu về nón Bishop-Phelps. Cụ thể, 
Bednarczuk (1996) đã sử dụng nón Bishop-Phelps 
và những tính chất của nó để thiết lập điều kiện đủ 
cho tính nửa liên tục dưới của ánh xạ nghiệm cho 
bài toán tối ưu vector. Vào năm 2009, Jahn đã khảo 
sát những tính chất quan trọng của nón Bishop-
Phelps, trong đó có thiết lập công thức tính rõ ràng 
cho phần trong và nón đối ngẫu của nó. Tiếp theo, 
Eichfelder and Ha (2013) đã dựa vào cấu trúc thứ tự 
chứa biến được định nghĩa bởi nón Bishop-Phelps 
và bằng cách sử dụng phương pháp vô hướng hóa, 
các tác giả đã thiết lập các điều kiện tồn tại nghiệm 
cho bài toán tối ưu vector đơn trị hoặc đa trị dưới 
quy tắc Fermat và quy tắc nhân tử Lagrange. Sau đó, 
Ha and Jahn (2017) đã tiếp nối công trình của Jahn 
(2009b) để nghiên cứu những tính chất của nón 
Bishop-Phelps trong những trường hợp đặc biệt là 
chuẩn của phiếm hàm tuyến tính có giá trị bằng 1. 
Hơn nữa, Eichfelder (2018) đã xây dựng ánh xạ có 
cấu trúc thứ tự chứa biến trong đó không gian ảnh 
được biểu diễn dưới dạng nón Bishop-Phelps có 
minh họa ví dụ trong không gian Hilbert hữu hạn 
chiều. Gần đây, Ha and Jahn (2023) đã đưa ra những 
tính chất đặc biệt của nón Bishop-Phelps cho bởi 
phương trình trong không gian Banach. Qua công 
trình này, các tác giả biểu diễn các nón Bishop-
Phelps được cho bởi phương trình trong một số 
không gian Banach cổ điển, áp dụng trong bài toán 
điều khiển tối ưu và xấp xỉ trong không gian hữu hạn 
chiều. 

Một trong những tính chất quan trọng của nón 
Bishop-Phelps là mọi nón lồi, đóng, có đỉnh trong 
không gian ℝ𝑛𝑛 đều có thể được biểu diễn dưới dạng 
nón Bishop-Phelps. Điều đó được chứng minh trong 
công trình nổi tiếng của Petschke (1990). Do đó, nón 
Bishop-Phelps được xem là một dạng hợp nhất của 

những nón cơ bản trong không gian hữu hạn chiều. 
Tuy nhiên, sự biểu diễn này cũng khá phức tạp vì 
phụ thuộc rất nhiều vào không gian các phiếm hàm 
tuyến tính liên tục và chuẩn trên ℝ𝑛𝑛. Do đó, kết quả 
trên thường được sử dụng ở phương diện lý thuyết 
và chưa tìm thấy một công trình nghiên cứu nào 
khảo sát đầy đủ về việc biểu diễn này mà chỉ dừng 
lại dưới dạng một vài ví dụ đơn giản (Eichfelder & 
Ha, 2013; Ha & Jahn, 2023). 

Với ý nghĩa và tầm quan trọng của nón Bishop-
Phelps cũng như làm nền tảng cho các ví dụ, phản 
ví dụ trong việc xem xét các mô hình tối ưu dựa trên 
nón thứ tự Bishop-Phelps, nghiên cứu được thực 
hiện để khảo sát sự biểu diễn cụ thể theo các chuẩn 
của các nón cơ bản trong không gian hữu hạn chiều 
thông qua nón Bishop-Phelps. 

2. KIẾN THỨC CHUẨN BỊ 

Cho (𝕏𝕏, ‖ ⋅ ‖) là không gian định chuẩn thực hữu 
hạn chiều, viết tắt là 𝕏𝕏, không gian đối ngẫu của 𝕏𝕏 
là 𝕏𝕏∗, tức là không gian các phiếm hàm tuyến tính 
liên tục từ X vào tập hợp số thực ℝ. 

Với 𝐴𝐴 là tập con khác rỗng của 𝕏𝕏, ta ký hiệu phần 
trong, bao đóng của 𝐴𝐴 lần lượt là int𝐴𝐴, cl𝐴𝐴 và nón 
sinh ra bởi 𝐴𝐴 là 

cone(𝐴𝐴): = {𝑡𝑡𝑡𝑡: 𝑡𝑡 ≥ 0,𝑎𝑎 ∈ 𝐴𝐴}. 

Ký hiệu ‖ ⋅ ‖ và ‖ ⋅ ‖∗ lần lượt là chuẩn trong 𝕏𝕏 
và không gian đối ngẫu 𝕏𝕏∗, với 

‖𝜙𝜙‖∗ = sup
𝒙𝒙≠0

|𝜙𝜙(𝒙𝒙)|
‖𝒙𝒙‖

,  với mọi 𝜙𝜙 ∈ 𝕏𝕏∗. 

Trong bài báo này, ta xét không gian hữu hạn 
chiều 𝕏𝕏 = ℝ𝑛𝑛 nên ngay sau đây,  một số khái niệm 
có liên quan trong ℝ𝑛𝑛 được nhắc lại. 

Định nghĩa 2.1. Cho 𝒙𝒙 = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) ∈ ℝ𝑛𝑛. 
Ta có một số chuẩn trong không gian ℝ𝑛𝑛 như sau: 

‖𝒙𝒙‖1 = |𝑥𝑥1| + |𝑥𝑥2| + ⋯+ |𝑥𝑥𝑛𝑛|; 

‖𝒙𝒙‖𝐸𝐸 = �𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑛𝑛2; 

‖𝒙𝒙‖∞ = max{|𝑥𝑥1|, |𝑥𝑥2|, … , |𝑥𝑥𝑛𝑛|}. 

Chuẩn ‖⋅‖𝐸𝐸 còn được gọi là chuẩn Euclide. 

Định nghĩa 2.2. Phần trong của tập hợp 𝐴𝐴 ⊂
ℝ𝑛𝑛, ký hiệu là int(𝐴𝐴) là tập mở lớn nhất (theo nghĩa 
tập hợp) chứa trong 𝐴𝐴. 

Định nghĩa 2.3. Bao đóng của tập hợp 𝐴𝐴 ⊂ ℝ𝑛𝑛, 
ký hiệu là cl(𝐴𝐴) là tập đóng nhỏ nhất (theo nghĩa tập 
hợp) chứa 𝐴𝐴. 

https://vi.wikipedia.org/wiki/T%E1%BA%ADp_h%E1%BB%A3p
https://vi.wikipedia.org/w/index.php?title=Phi%E1%BA%BFm_h%C3%A0m_tuy%E1%BA%BFn_t%C3%ADnh_li%C3%AAn_t%E1%BB%A5c&action=edit&redlink=1
https://vi.wikipedia.org/w/index.php?title=Phi%E1%BA%BFm_h%C3%A0m_tuy%E1%BA%BFn_t%C3%ADnh_li%C3%AAn_t%E1%BB%A5c&action=edit&redlink=1
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Định nghĩa 2.4. Tập 𝐴𝐴 ⊂ ℝ𝑛𝑛 được gọi là tập lồi 
nếu với mọi 𝒙𝒙,𝒚𝒚 ∈ 𝐴𝐴 và 𝑡𝑡 ∈ [0,1], ta có: 

𝑡𝑡𝒙𝒙 + (1 − 𝑡𝑡)𝒚𝒚 ∈ 𝐴𝐴. 

Định nghĩa 2.5. (Jahn, 2009) Tập 𝐶𝐶 được gọi là 
nón nếu với mọi 𝒙𝒙 ∈ 𝐶𝐶 và 𝜆𝜆 ∈ ℝ, 𝜆𝜆 ≥ 0 thì ta luôn 
có 𝜆𝜆𝒙𝒙 ∈ 𝐶𝐶. 

Định nghĩa 2.6. 

(a) Nón 𝐶𝐶 được gọi là rắn nếu nó có phần trong 
khác rỗng, tức là int𝐶𝐶 ≠ ∅. 

(b) Nón 𝐶𝐶 được gọi là lồi nếu nó là tập lồi. 

(c) Nón 𝐶𝐶 được gọi là đóng nếu nó là tập đóng. 

(d) Nón 𝐶𝐶 được gọi là có đỉnh nếu 

𝐶𝐶 ∩ (−𝐶𝐶) = {0}. 

Định nghĩa 2.7. (Luc, 1989) Một tập con 𝐵𝐵 ⊂ 𝐶𝐶 
được gọi là cơ sở của nón 𝐶𝐶 nếu 𝐵𝐵 không chứa phần 
tử 0 và với mỗi 𝑐𝑐 ∈ 𝐶𝐶, 𝑐𝑐 ≠ 0 thì tồn tại duy nhất 𝑏𝑏 ∈
𝐵𝐵 và 𝑡𝑡 > 0 sao cho 𝑐𝑐 = 𝑡𝑡𝑡𝑡. 

Tiếp theo, ta nhắc lại định nghĩa các loại nón cụ 
thể trong không gian ℝ𝑛𝑛. 

Định nghĩa 2.8. Nón Orthant không âm trong 
không gian ℝ𝑛𝑛, ký hiệu là ℝ+

𝑛𝑛  được định nghĩa là: 

ℝ+
𝑛𝑛 = �𝒙𝒙 = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) ∈ ℝ𝑛𝑛: 𝑥𝑥𝑖𝑖 ≥ 0, 𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛�. 

Định nghĩa 2.9. (Anh & Duy, 2018) Nón từ điển 
(Lexicographic Cones) trong không gian ℝ𝑛𝑛, ký 
hiệu là 𝐶𝐶𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛  được định nghĩa như sau: 

𝐶𝐶𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛 = {0} ∪ {𝒙𝒙 = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) ∈ ℝ𝑛𝑛:  

         ∃𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛, 𝑥𝑥𝑖𝑖 > 0, 𝑥𝑥𝑗𝑗 = 0, 𝑗𝑗 = 𝑖𝑖 + 1,𝑛𝑛}. 

Nón từ điển là nón không đóng cũng không mở. 

Định nghĩa 2.10. (Anh & Danh, 2016) Nón 
Lorentz trong không gian ℝ𝑛𝑛 được xác định như sau: 

𝐶𝐶𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛 = �𝒙𝒙 = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) ∈ ℝ𝑛𝑛: 𝑥𝑥𝑛𝑛

≥ �𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑛𝑛−12  �. 

Định nghĩa 2.11. (Ha & Jahn, 2017) Cho 𝜙𝜙 ∈
𝕏𝕏∗ bất kỳ, một tập được xác định bới 

𝐶𝐶(𝜙𝜙) ≔ {𝒙𝒙 ∈ 𝕏𝕏:𝜙𝜙(𝒙𝒙) ≥ ‖𝒙𝒙‖} 

được gọi là nón Bishop-Phelps.  

Ví dụ 2.1. Cho 𝕐𝕐 = ℝ2 với chuẩn ‖ ⋅ ‖𝐸𝐸 , ta xét 
phiếm hàm tuyến liên tục 𝜙𝜙:  ℝ2 → ℝ được xác định 
như sau 

𝜙𝜙(𝒙𝒙) = 𝜙𝜙(𝑥𝑥,𝑦𝑦) =
√2
2

(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦),    

∀𝒙𝒙 = (𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ ℝ2. 

Với 𝒙𝒙 = (𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ 𝐶𝐶(𝜙𝜙), thì 

𝜙𝜙(𝒙𝒙) ≥ ‖𝒙𝒙‖𝐸𝐸 ⇔
√2
2

(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) ≥ �𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 

⇔ 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ≥ √2�𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 

⇔ �(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)2 ≥ 2(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)
𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ≥ 0  

⇔ �(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)2 ≤ 0
𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ≥ 0  

⇔ �𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 = 0
𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ≥ 0 

⇔ �
𝑦𝑦 = 𝑥𝑥
𝑥𝑥 ≥ 0. 

Vậy nón Bishop-Phelps được xác định bởi  

𝐶𝐶(𝜙𝜙) = {(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ ℝ2:𝑦𝑦 = 𝑥𝑥, 𝑥𝑥 ≥ 0}, 

là nón có phần trong bằng rỗng (Hình 1). 

 
Hình 1. Nón 𝑪𝑪(𝝓𝝓) = {𝒙𝒙 ∈ 𝑹𝑹𝟐𝟐:𝒚𝒚 = 𝒙𝒙,𝒙𝒙 ≥ 𝟎𝟎} 

Ví dụ 2.2. Cho 𝕐𝕐 = ℝ2 với chuẩn ‖ ⋅ ‖𝐸𝐸 , ta xét 
phiếm hàm tuyến liên tục  𝜙𝜙:  ℝ2 → ℝ được xác 
định như sau 

𝜙𝜙(𝒙𝒙) = 𝜙𝜙(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦,    

∀𝒙𝒙 = (𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ ℝ2. 

Với  𝒙𝒙 = (𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ 𝐶𝐶(𝜙𝜙), thì 

𝜙𝜙(𝒙𝒙) ≥ ‖𝒙𝒙‖𝐸𝐸 ⇔ �𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ≥ �𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 
𝑥𝑥 ≥ 0,𝑦𝑦 ≥ 0
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⇔ � (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)2 ≥ 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2
𝑥𝑥 ≥ 0,𝑦𝑦 ≥ 0  

⇔ � 𝑥𝑥.𝑦𝑦 ≥ 0
𝑥𝑥 ≥ 0,𝑦𝑦 ≥ 0. 

Vậy nón Bishop-Phelps là 𝐶𝐶(𝜙𝜙) = ℝ+
2  (Hình 2). 

Đây là nón Orthant không âm có phần trong 
khác rỗng trong ℝ2. 

 
Hình 2. Nón ℝ+

𝟐𝟐  

Nhận xét 2.1. Một nón Bishop-Phelps có thể có 
phần trong bằng rỗng hoặc khác rỗng tùy thuộc vào 
phiếm hàm tuyến tính 𝜙𝜙 và chuẩn được chọn. 

Nón Bishop-Phelps được gọi là không tầm 
thường nếu nó chứa phần tử khác 0, tức là 

𝐶𝐶(𝜙𝜙) ∖ {0} ≠ ∅. 

Rõ ràng 0 ∈ 𝐶𝐶(𝜙𝜙).  

Với 𝒞𝒞 là nón lồi đóng có đỉnh trong 𝕐𝕐 với phần 
trong khác rỗng (int𝒞𝒞 ≠ ∅). Ký hiệu nón cực dương 
𝒞𝒞∗ và nón cực dương chặt của 𝒞𝒞 lần lượt là  

𝒞𝒞∗: = {ℓ ∈ 𝕐𝕐∗: ℓ(𝑦𝑦) ≥ 0,∀𝑦𝑦 ∈ 𝒞𝒞} 

và  

𝒞𝒞♯: = {ℓ ∈ 𝕐𝕐∗: ℓ(𝑦𝑦) > 0,∀𝑦𝑦 ∈ 𝒞𝒞}. 

Bổ đề 2.1. (Jahn, 2009a, Bổ đề 3.21, tr. 77) Nếu 
𝕐𝕐 là một không gian tô pô tuyến tính thực và 𝒞𝒞 là 
nón lồi thỏa int𝒞𝒞 ≠ ∅ thì 

int𝒞𝒞 = {𝑦𝑦 ∈ 𝕐𝕐: ℓ(𝑦𝑦) > 0,∀ℓ ∈ 𝒞𝒞∗\{0}}. 

3. NHỮNG TÍNH CHẤT CỦA NÓN 
BISHOP-PHELPS 

Với những vai trò và ý nghĩa của nón Bishop-
Phelps được đề cập ở trên, ta có một số tính chất của 
chúng như sau: 

Bổ đề 3.1.  Mọi nón Bishop-Phelps đều là nón 
lồi, đóng, có đỉnh. 

Chứng minh.  

∗ 𝐶𝐶(𝜙𝜙) là tập đóng. 

Lấy {𝑥𝑥𝑛𝑛} là dãy bất kỳ trong  𝐶𝐶(𝜙𝜙) sao cho 𝑥𝑥𝑛𝑛 
hội tụ về 𝑥𝑥0. Ta cần chứng minh 𝑥𝑥0 ∈  𝐶𝐶(𝜙𝜙). Vì 
𝑥𝑥𝑛𝑛 ∈ 𝐶𝐶(𝜙𝜙) nên ta có 

𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑛𝑛) ≥ ‖𝑥𝑥𝑛𝑛‖. 

Do tính liên tục của ℓ kéo theo 

𝜙𝜙(𝑥𝑥0) ≥ ‖𝑥𝑥0‖, 

từ đó suy ra 𝑥𝑥0 ∈  𝐶𝐶(𝜙𝜙). 

∗ 𝐶𝐶(𝜙𝜙) là tập lồi. 

Với bất kỳ 𝑦𝑦1,𝑦𝑦2 ∈ 𝐶𝐶(𝜙𝜙), 𝑡𝑡 ∈ [0,1], thì 

+ 𝑦𝑦1 ∈  𝐶𝐶(𝜙𝜙) nên  𝜙𝜙(𝑦𝑦1) ≥ ‖𝑦𝑦1‖  kéo theo 

𝑡𝑡𝜙𝜙(𝑦𝑦1) ≥ 𝑡𝑡‖𝑦𝑦1‖. 

+ 𝑦𝑦2 ∈  𝐶𝐶(𝜙𝜙) nên 𝜙𝜙(𝑦𝑦2) ≥ ‖𝑦𝑦2‖  dẫn đến 

(1 − 𝑡𝑡)𝜙𝜙(𝑦𝑦2) ≥ (1 − 𝑡𝑡)‖𝑦𝑦2‖. 

Từ đó ta suy ra được 

𝑡𝑡𝜙𝜙(𝑦𝑦1) + (1 − 𝑡𝑡)𝜙𝜙(𝑦𝑦2) ≥ 𝑡𝑡‖𝑦𝑦1‖ + (1 − 𝑡𝑡)‖𝑦𝑦2‖ 

≥ ‖𝑡𝑡𝑡𝑡1‖ + ‖(1 − 𝑡𝑡)𝑦𝑦2‖ 

≥ ‖𝑡𝑡𝑡𝑡1 + (1 − 𝑡𝑡)𝑦𝑦2‖. 

Do đó  

𝑡𝑡𝑡𝑡1 + (1 − 𝑡𝑡)𝑦𝑦2 ∈ 𝐶𝐶(𝜙𝜙). 

∗ 𝐶𝐶(𝜙𝜙) có đỉnh. 

Ta có 0 ∈ 𝐶𝐶(𝜙𝜙) ∩ (−𝐶𝐶(𝜙𝜙)). Giả sử tồn tại phần 
tử 𝑦𝑦 khác 0 sao cho 𝑦𝑦 ∈ 𝐶𝐶(𝜙𝜙) ∩ �−𝐶𝐶(𝜙𝜙)� thì 

𝜙𝜙(𝑦𝑦) ≥ ‖𝑦𝑦‖  và  𝜙𝜙(−𝑦𝑦) ≥ ‖−𝑦𝑦‖. 

Từ đó suy ra 

𝜙𝜙(𝑦𝑦) ≥ ‖𝑦𝑦‖  và  −𝜙𝜙(𝑦𝑦) ≥ ‖𝑦𝑦‖, 

hay 

𝜙𝜙(𝑦𝑦) ≥ ‖𝑦𝑦‖  và  𝜙𝜙(𝑦𝑦) ≤ −‖𝑦𝑦‖, 

điều này vô lý. Do đó 
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𝐶𝐶(𝜙𝜙) ∩ (−𝐶𝐶(𝜙𝜙))={0}.                    ∎ 

Bổ đề 3.2. Cho 𝜙𝜙,𝜙𝜙1,𝜙𝜙2 ∈ 𝕏𝕏∗, khi đó 

(a) 𝐶𝐶(𝜙𝜙1) ∩ 𝐶𝐶(𝜙𝜙2) ⊂ 𝐶𝐶(𝜙𝜙1 + 𝜙𝜙2). 

(b) Nếu 𝛼𝛼 ∈ ℝ,𝛼𝛼 > 0 thì 

𝐶𝐶(𝛼𝛼𝛼𝛼) = 𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜙𝜙) = 𝐶𝐶(𝜙𝜙). 

(c) Nếu ‖𝜙𝜙‖∗ < 1 thì 𝐶𝐶(𝜙𝜙) = {0}. 

(d) Nếu ‖𝜙𝜙‖∗ > 1 thì 𝐶𝐶(𝜙𝜙) là nón không tầm 
thường. 

Chứng minh. 

(a) Lấy 𝑦𝑦 ∈ 𝐶𝐶(𝜙𝜙1) ∩ 𝐶𝐶(𝜙𝜙2) thì  

�𝑦𝑦 ∈ 𝐶𝐶
(𝜙𝜙1)

𝑦𝑦 ∈ 𝐶𝐶(𝜙𝜙2) ⇔ �𝜙𝜙1
(𝑦𝑦) ≥ ‖𝑦𝑦‖

𝜙𝜙2(𝑦𝑦) ≥ ‖𝑦𝑦‖. 

Từ đó suy ra  

𝜙𝜙1(𝑦𝑦) + 𝜙𝜙2(𝑦𝑦) ≥ ‖𝑦𝑦‖ + ‖𝑦𝑦‖ > ‖𝑦𝑦‖, 

nghĩa là 
 (𝜙𝜙1 + 𝜙𝜙2)(𝑦𝑦) > ‖𝑦𝑦‖. 

Do đó 𝑦𝑦 ∈ 𝐶𝐶(𝜙𝜙1 + 𝜙𝜙2). 

(b) Với bất kỳ 𝑦𝑦 ∈ 𝐶𝐶(𝛼𝛼𝛼𝛼), vì 𝐶𝐶(𝛼𝛼𝛼𝛼) là nón và 
𝛼𝛼 > 0 nên ta có 1

𝛼𝛼2
𝑦𝑦 ∈ 𝐶𝐶(𝛼𝛼𝛼𝛼), tương đương với 

𝛼𝛼𝛼𝛼 �
1
𝛼𝛼2

𝑦𝑦� ≥ �
𝑦𝑦
𝛼𝛼
�. 

Từ đó suy ra  
1
𝛼𝛼
𝜙𝜙(𝑦𝑦) ≥ 1

𝛼𝛼
‖𝑦𝑦‖,     (3.1) 

hay 

𝜙𝜙 �
𝑦𝑦
𝛼𝛼
� ≥ �

𝑦𝑦
𝛼𝛼
�. 

Do đó  𝑦𝑦
𝛼𝛼
∈ 𝐶𝐶(𝜙𝜙), tức là 𝑦𝑦 ∈ 𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜙𝜙). 

Từ (3.1) ta cũng được 𝜙𝜙(𝑦𝑦) ≥ ‖𝑦𝑦‖ nên 𝑦𝑦 ∈
𝐶𝐶(𝜙𝜙). 

Vậy 𝐶𝐶(𝛼𝛼𝛼𝛼) ⊂ 𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜙𝜙) ⊂ 𝐶𝐶(𝜙𝜙). 

Ngược lại, lấy phần tử bất kỳ 𝑦𝑦 ∈ 𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜙𝜙) thì  𝑦𝑦
𝛼𝛼
∈

𝐶𝐶(𝜙𝜙) nên 𝜙𝜙 �𝑦𝑦
𝛼𝛼
� ≥ �𝑦𝑦

𝛼𝛼
�.  

Từ đó suy ra 𝜙𝜙(𝑦𝑦) ≥ ‖𝑦𝑦‖ nên 𝑦𝑦 ∈ 𝐶𝐶(𝜙𝜙).  

Mặt khác, từ 𝜙𝜙(𝑦𝑦) ≥ ‖𝑦𝑦‖ và 𝛼𝛼 > 0 ta cũng được 
𝛼𝛼𝜙𝜙(𝑦𝑦) ≥ ‖𝑦𝑦‖. Do đó, 𝑦𝑦 ∈ 𝐶𝐶(𝛼𝛼𝛼𝛼). Vậy  

𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜙𝜙) ⊂ 𝐶𝐶(𝜙𝜙) ⊂ 𝐶𝐶(𝛼𝛼𝛼𝛼). 

(c) Giả sử tồn tại 𝑦𝑦 ∈ 𝐶𝐶(𝜙𝜙) sao cho 𝑦𝑦 ≠ 0,  

khi đó  

‖𝑦𝑦‖ ≤ 𝜙𝜙(𝑦𝑦) ≤ ‖𝜙𝜙‖∗‖𝑦𝑦‖ < ‖𝑦𝑦‖, 

điều này vô lý. Do đó 𝐶𝐶(𝜙𝜙) = {0}. 

(d) Lấy 𝑦𝑦 ∈ 𝐶𝐶(𝜙𝜙), vì ‖𝜙𝜙‖∗ > 1 nên ta có 

‖𝑦𝑦‖ ≤ 𝜙𝜙(𝑦𝑦) ≤ ‖𝜙𝜙‖∗‖𝑦𝑦‖ đúng với 𝑦𝑦 ≠ 0. 

Do đó 𝐶𝐶(𝜙𝜙) là nón không tầm thường.       ∎ 

Sau đây là một số tính chất được tổng hợp từ kết 
quả của Jahn (2009b), Ha and Jahn (2017), Ha and 
Jahn (2023). 

Bổ đề 3.3. (Jahn, 2009b; Ha & Jahn, 2017) Cho 
phiếm hàm tuyến tính 𝜙𝜙 ∈ 𝕏𝕏∗, khi đó 

(a) {𝑦𝑦 ∈ 𝕏𝕏:𝜙𝜙(𝑦𝑦) > ‖𝑦𝑦‖} ⊂ int�𝐶𝐶(𝜙𝜙)�.  

Nếu ‖𝜙𝜙‖∗ > 1 thì int�𝐶𝐶(𝜙𝜙)� ≠ ∅ và 

int�𝐶𝐶(𝜙𝜙)� = {𝑦𝑦 ∈ 𝕏𝕏:𝜙𝜙(𝑦𝑦) > ‖𝑦𝑦‖}. 

(b) 𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶(𝜙𝜙)#, với 

𝐶𝐶(𝜙𝜙)# ≔ {ℓ ∈ 𝕏𝕏∗: ℓ(y) > 0,∀𝑦𝑦 ∈  𝐶𝐶(𝜙𝜙)\ {0}}. 

(c) Nếu tập 𝐵𝐵 = {𝑦𝑦 ∈ 𝜙𝜙(𝑦𝑦):𝜙𝜙(𝑦𝑦) = 1} khác 
rỗng thì nó là một cơ sở đóng và bị chặn của nón  
𝐶𝐶(𝜙𝜙). 

(d) 𝐶𝐶(𝜙𝜙)∗ = cl �cone�𝐵𝐵(𝜙𝜙, 1)�� với  

𝐵𝐵(𝜙𝜙, 1) = {ℓ ∈ 𝕏𝕏∗:‖ℓ − 𝜙𝜙‖∗ ≤ 1}. 

Bổ đề 3.4. Cho 𝜙𝜙 ∈ 𝕏𝕏∗, khi đó nón Bishop-
Phelps có dạng 

𝐶𝐶(𝜙𝜙) = {𝑦𝑦 ∈ 𝕏𝕏:𝜙𝜙(𝑦𝑦) = ‖𝑦𝑦‖} 

khi và chỉ khi ‖𝜙𝜙‖∗ = 1. 

Chứng minh. 

Ta có 

‖𝜙𝜙‖∗ = sup
𝑦𝑦≠0

|𝜙𝜙(𝑦𝑦)|
‖𝑦𝑦‖

,  với mọi 𝜙𝜙 ∈ 𝕏𝕏∗. 

Nếu 𝐶𝐶(𝜙𝜙) = {𝑦𝑦 ∈ 𝕏𝕏:𝜙𝜙(𝑦𝑦) = ‖𝑦𝑦‖}, ta giả sử 
rằng ‖𝜙𝜙‖∗ > 1 thì tồn tại 𝑦𝑦 ≠ 0 sao cho 

∣𝜙𝜙(𝑦𝑦)∣
‖𝑦𝑦‖

> 1, 

hay |𝜙𝜙(𝑦𝑦)| > ‖𝑦𝑦‖, điều này tương đương với  

𝜙𝜙(𝑦𝑦) > ‖𝑦𝑦‖ hoặc 𝜙𝜙(𝑦𝑦) < −‖𝑦𝑦‖. 

+ Nếu 𝜙𝜙(𝑦𝑦) > ‖𝑦𝑦‖ thì 𝑦𝑦 ∈ 𝐶𝐶(𝜙𝜙), vô lý. 

+ Nếu 𝜙𝜙(𝑦𝑦) < −‖𝑦𝑦‖ thì −𝜙𝜙(𝑦𝑦) > ‖𝑦𝑦‖, tương 
đương với 𝜙𝜙(−𝑦𝑦) > ‖−𝑦𝑦‖. Đặt 𝑧𝑧 = −𝑦𝑦 thì 𝑧𝑧 ≠ 0 
và 𝜙𝜙(𝑧𝑧) > ‖𝑧𝑧‖ nên 𝑧𝑧 ∈ 𝐶𝐶(𝜙𝜙), vô lý. 
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Do đó ‖𝜙𝜙‖∗ = 1. 

Ngược lại, nếu ‖𝜙𝜙‖∗ = 1 thì với phần tử bất kỳ 
𝑦𝑦 trong 𝐶𝐶(𝜙𝜙), ta có 

‖𝑦𝑦‖ ≤ 𝜙𝜙(𝑦𝑦) ≤ ‖𝜙𝜙‖∗‖𝑦𝑦‖ ≤ ‖𝑦𝑦‖. 

Từ đó suy ra  

𝜙𝜙(𝑦𝑦) = ‖𝑦𝑦‖. 

Vậy 𝐶𝐶(𝜙𝜙) = {𝑦𝑦 ∈ 𝕏𝕏:𝜙𝜙(𝑦𝑦) = ‖𝑦𝑦‖}.            ∎ 

Bổ đề 3.5. (Ha & Jahn, 2017) Cho 𝕏𝕏 là không 
gian Banach, khi đó 𝕏𝕏 là không gian phản xạ khi và 
chỉ khi với mọi 𝜙𝜙 ∈ 𝕏𝕏∗ mà ‖𝜙𝜙‖∗ = 1 thì 𝐶𝐶(𝜙𝜙) là 
nón không tầm thường. 

Bổ đề 3.6. (Ha & Jahn, 2023) Cho 𝐶𝐶(𝜙𝜙) là nón 
Bishop-Phelps với ‖𝜙𝜙‖∗ = 1. Khi đó, 

‖𝑦𝑦1 + 𝑦𝑦2‖ = ‖𝑦𝑦1‖ + ‖𝑦𝑦2‖, 

với mọi 𝑦𝑦1,𝑦𝑦2 ∈ 𝐶𝐶(𝜙𝜙). 

Bổ đề 3.7. (Ha & Jahn, 2017) Cho 𝕏𝕏 là không 
gian Hilbert và 𝜙𝜙 ∈ 𝕏𝕏∗ với ‖𝜙𝜙‖∗ = 1 thì  

𝐶𝐶(𝜙𝜙) = {𝜆𝜆𝜆𝜆: 𝜆𝜆 ∈ [0, +∞)} = cone({𝜙𝜙}). 

4. BIỄU DIỄN NÓN BISHOP-PHELPS 
TRONG KHÔNG GIAN HỮU HẠN 
CHIỀU  

Nón Bishop-Phelps có vai trò và ý nghĩa rất quan 
trọng trong việc khảo sát các dạng mô hình bài toán 
tối ưu. Đặc biệt, trong không gian hữu hạn chiều, 
nón Bishop-Phelps được xem là dạng hợp nhất của 
nhiều nón thứ tự quan trọng được thể hiện trong kết 
quả dưới đây. Việc chứng minh định lý này tương 
đối dài và khá phức tạp, bạn đọc có thể tìm hiểu 
chứng minh chi tiết trong bài báo của Petschke 
(1990).  

Định lý 4.1. Mọi nón lồi trong không gian ℝ𝑛𝑛 
đều có thể biểu diễn dưới dạng nón Bishop-Phelps 
nếu và chỉ nếu nó đóng và có đỉnh. 

Do đó, nón Bishop-Phelps được biểu diễn dưới 
nhiều dạng nón khác nhau tùy thuộc vào việc chọn 
phiếm hàm tuyến tính 𝜙𝜙 và chuẩn ‖⋅‖ được chọn 
trong ℝ𝑛𝑛 hay tùy thuộc vào số chiều của không gian 
ℝ𝑛𝑛.  

Trước hết, cách chọn các phiếm hàm phù hợp 
với chuẩn cho trước được nghiên cứu để biểu diễn 
các nón thứ tự trong không gian hữu hạn chiều. 

Định lý 4.2. Xét không gian ℝ𝑛𝑛 được trang bị 
chuẩn ‖ ⋅ ‖1, ta xét phiếm hàm tuyến liên tục  
𝜙𝜙:  ℝ𝑛𝑛 → ℝ được xác định như sau  

𝜙𝜙(𝒙𝒙) = 𝜙𝜙(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = 𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑛𝑛,   

 ∀𝒙𝒙 = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) ∈ ℝ𝑛𝑛. 

Khi đó, nón Bishop-Phelps là nón Orthant không 
âm. 

Chứng minh. 

Lấy bất kỳ 𝒙𝒙 ∈ 𝐶𝐶(𝜙𝜙), ta có 

𝜙𝜙(𝒙𝒙) ≥ ‖𝒙𝒙‖1 ⇔ 𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑛𝑛 ≥ |𝑥𝑥1| + 

|𝑥𝑥2| + ⋯+ |𝑥𝑥𝑛𝑛| 

⇔ 𝑥𝑥𝑖𝑖 ≥ 0, ∀𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛.����� 

Do đó 𝐶𝐶(𝜙𝜙) = ℝ+
𝑛𝑛 .                ∎ 

Ví dụ 4.1.  Cho không gian ℝ2 với chuẩn ‖ ⋅
‖1, ta xét 𝜙𝜙:  ℝ2 → ℝ được xác định như sau  

𝜙𝜙(𝒙𝒙) = 𝜙𝜙(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦,   ∀𝒙𝒙 = (𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ ℝ2, 

thì nón Bishop-Phelps 𝐶𝐶(𝜙𝜙) = ℝ+
2 . (Hình 2) 

Định lý 4.3. Trong không gian ℝ𝑛𝑛 (𝑛𝑛 ≥ 2) với 
chuẩn ‖ ⋅ ‖𝐸𝐸 , ta xét phiếm hàm tuyến liên tục  
𝜙𝜙:  ℝ𝑛𝑛 → ℝ được xác định như sau 

𝜙𝜙(𝒙𝒙) = 𝜙𝜙(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = √2𝑥𝑥𝑛𝑛,    

∀𝒙𝒙 = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) ∈ ℝ𝑛𝑛. 

Khi đó, nón Bishop-Phelps là nón Lorentz. 

Chứng minh.  

Với 𝒙𝒙 = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) ∈ 𝐶𝐶(𝜙𝜙), thì 

𝜙𝜙(𝒙𝒙) ≥ ‖𝒙𝒙‖𝐸𝐸 , 

điều đó tương đương với 

√2𝑥𝑥𝑛𝑛 ≥ (𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑛𝑛−12 + 𝑥𝑥𝑛𝑛2)
1
2 , 

kéo theo, 

2𝑥𝑥𝑛𝑛2 ≥ 𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑛𝑛−12 + 𝑥𝑥𝑛𝑛2 

⇔ 𝑥𝑥𝑛𝑛 ≥ (𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑛𝑛−12 )
1
2. 

Vậy 𝐶𝐶(𝜙𝜙) = �(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) ∈ ℝ𝑛𝑛:  𝑥𝑥𝑛𝑛 ≥

                                         �𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑛𝑛−12 �.    

Đây là nón Lorentz, nón này cũng được gọi là 
nón hình que kem hay nón thứ tự bậc hai.          ∎ 

Ví dụ 4.2.  

(a) Trong ℝ2 với chuẩn ‖ ⋅ ‖𝐸𝐸 , hàm 𝜙𝜙:  ℝ2 → ℝ 
được xác định như sau: 

𝜙𝜙(𝒙𝒙) = 𝜙𝜙(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = √2𝑦𝑦,∀𝒙𝒙 = (𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ ℝ2. 
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Khi đó, nón Bishop-Phelps là nón Lorentz trong 
ℝ2 (Hình 3). 

𝐶𝐶(𝜙𝜙) = {(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ ℝ2:𝑦𝑦 ≥ |𝑥𝑥|}, 

 
Hình 3. Nón Lorentz trong ℝ𝟐𝟐 

(b) Trong ℝ3, hàm 𝜙𝜙:  ℝ3 → ℝ được xác định 
như sau: 

𝜙𝜙(𝒙𝒙) = 𝜙𝜙(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) = √2𝑧𝑧,  ∀𝒙𝒙 = (𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ ℝ3. 

Khi đó, nón Bishop-Phelps là nón Lorentz trong 
ℝ3 (Hình 4). 

𝐶𝐶(𝜙𝜙) = �(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ ℝ3: 𝑧𝑧 ≥ �𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2�. 

 
Hình 4. Nón Lorentz trong ℝ𝟑𝟑 

Tiếp theo, ta cũng có kết quả là trong cùng một 
không gian có số chiều cụ thể và với chuẩn cho 
trước, ta cũng chọn được những phiếm hàm khác 
nhau để được những nón có dạng khác nhau. Cụ thể, 
trong không gian ℝ2 với chuẩn ‖ ⋅ ‖𝐸𝐸 cho trước, thì 
việc chọn hai phiếm hàm khác nhau tương ứng ở Ví 
dụ 2.1 và Ví dụ 2.2, nón Bishop-Phelps được biểu 
diễn thành những dạng nón khác nhau là nón có 
phần trong bằng rỗng 

𝐶𝐶(𝜙𝜙) = {𝒙𝒙 ∈ ℝ2:𝑦𝑦 = 𝑥𝑥, 𝑥𝑥 ≥ 0} 

và nón Orthant không âm có phần trong khác 
rỗng 

𝐶𝐶(𝜙𝜙) = ℝ+
2 . 

Phần cuối của mục này, các kết quả tính toán 
được giới thiệu cho thấy tính mềm dẻo, linh hoạt của 
nón Bishop-Phelps. Với phiếm hàm và chuẩn đã 
chọn, bằng việc thay đổi số chiều của không gian, ta 
sẽ thu được các nón thứ tự khác nhau. 

Định lý 4.4. Trong không gian ℝ𝑛𝑛 có chuẩn 
 ‖ ⋅ ‖1, ta xét phiếm hàm tuyến liên tục 𝜙𝜙:  ℝ𝑛𝑛 → ℝ 
được xác định như sau 

𝜙𝜙(𝒙𝒙) = 𝜙𝜙(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = 2𝑥𝑥𝑛𝑛    

∀𝒙𝒙 = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) ∈ ℝ𝑛𝑛, 𝑥𝑥𝑛𝑛 ≥ 0. 

Khi đó, nón Bishop-Phelps được xác định bởi 
𝐶𝐶(𝜙𝜙) = {(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) ∈ ℝ𝑛𝑛:  𝑥𝑥𝑛𝑛 ≥
                      |𝑥𝑥1| + |𝑥𝑥2| + ⋯+ |𝑥𝑥𝑛𝑛−1|}.         (4.1) 

Nón này có các dạng khác nhau tùy theo số chiều 
của không gian ℝ𝑛𝑛. 

Chứng minh.  

Với 𝒙𝒙 = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) ∈ 𝐶𝐶(𝜙𝜙), thì 

𝜙𝜙(𝒙𝒙) ≥ ‖𝒙𝒙‖1, 

điều này tương đương với 

2𝑥𝑥𝑛𝑛 ≥ |𝑥𝑥1| + |𝑥𝑥2| + ⋯+ |𝑥𝑥𝑛𝑛−1| + |𝑥𝑥𝑛𝑛| 

⇔ 2𝑥𝑥𝑛𝑛 ≥ |𝑥𝑥1| + |𝑥𝑥2| + ⋯+ |𝑥𝑥𝑛𝑛−1| + 𝑥𝑥𝑛𝑛 

⇔ 𝑥𝑥𝑛𝑛 ≥ |𝑥𝑥1| + |𝑥𝑥2| + ⋯+ |𝑥𝑥𝑛𝑛−1|. 

Vậy 𝐶𝐶(𝜙𝜙) = {(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) ∈ ℝ𝑛𝑛:  𝑥𝑥𝑛𝑛 ≥
                                 |𝑥𝑥1| + |𝑥𝑥2| + ⋯+ |𝑥𝑥𝑛𝑛−1|}.       ∎ 

Ví dụ 4.3. Ta xét các trường hợp cụ thể như sau 

(a) Khi 𝑛𝑛 = 1, ta có 

𝐶𝐶(𝜙𝜙) = {𝑥𝑥 ∈ ℝ: 2𝑥𝑥 ≥ |𝑥𝑥|} = ℝ+. 

(b) Khi 𝑛𝑛 = 2, ta có 

𝐶𝐶(𝜙𝜙) = {(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ ℝ2:𝑦𝑦 ≥ |𝑥𝑥|}. 

Khi đó, nón Bishop-Phelps là nón Lorentz trong 
ℝ2 (Hình 5). 

(b) Khi 𝑛𝑛 = 3, ta có 

𝐶𝐶(𝜙𝜙) = {(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ ℝ3: 𝑧𝑧 ≥ |𝑥𝑥| + |𝑦𝑦|}. 

Khi đó, nón Bishop-Phelps có dạng nón Lorentz 
đa diện trong ℝ3. (Hình 6) 

Vậy nón Bishop-Phelps biểu diễn như (4.1) có 
dạng khác nhau tùy theo số chiều của không gian 
ℝ𝑛𝑛.  
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Hình 5. Nón Lorentz trong ℝ𝟐𝟐 

 
Hình 6. Nón Lorentz đa diện trong ℝ𝟑𝟑 

Khi chọn phiếm hàm 𝜙𝜙 và chuẩn khác với Định 
lý 4.4, ta cũng có các nón thứ tự khác nhau tùy theo 
số chiều của trong không gian ℝ𝑛𝑛.  

Định lý 4.5. Trong không gian ℝ𝑛𝑛 được trang bị 
chuẩn ‖ ⋅ ‖∞, ta xét phiếm hàm tuyến liên tục  
𝜙𝜙:  ℝ𝑛𝑛 → ℝ được xác định như sau: 

𝜙𝜙(𝒙𝒙) = 𝜙𝜙(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = 𝑥𝑥𝑛𝑛    

∀𝒙𝒙 = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) ∈ ℝ𝑛𝑛. 

Khi đó, nón Bishop-Phelps được xác định bởi 
𝐶𝐶(𝜙𝜙) = {(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) ∈ ℝ𝑛𝑛:  𝑥𝑥𝑛𝑛 ≥
                              max{|𝑥𝑥1|, |𝑥𝑥2|, … , |𝑥𝑥𝑛𝑛|}}.         (4.2) 

Đây là nón có các dạng khác nhau tùy theo số 
chiều của không gian ℝ𝑛𝑛. 

Ví dụ 4.4. Ta xét các trường hợp sau 

(a) 𝑛𝑛 = 1: Ta có 

𝐶𝐶(𝜙𝜙) = {𝑥𝑥 ∈ ℝ: 𝑥𝑥 ≥ |𝑥𝑥|} = ℝ+. 

(b) 𝑛𝑛 = 2: Ta có 

𝐶𝐶(𝜙𝜙) = {(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ ℝ2:𝑦𝑦 ≥ max{|𝑥𝑥|, |𝑦𝑦|}} 

= {(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ ℝ2:𝑦𝑦 ≥ 0, |𝑦𝑦| ≥ max{|𝑥𝑥|}} 

= {(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ ℝ2:𝑦𝑦 ≥ |𝑥𝑥|}. 

Đây là nón Lorentz trong ℝ2. 

(c) 𝑛𝑛 = 3: Ta có 

𝐶𝐶(𝜙𝜙) = {(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ ℝ3: 𝑧𝑧 ≥ max{|𝑥𝑥|, |𝑦𝑦|, |𝑧𝑧|}} 

= {(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ ℝ3: 𝑧𝑧 ≥ max{|𝑥𝑥|, |𝑦𝑦|}}. 

Lấy phần tử (−4,5,6) ∈ ℝ3, ta thấy 

6 > max{|−4|, |5|}, 

do đó (−4,5,6) thuộc nón Bishop-Phelps.  

Nhưng vì 6 < √16 + 25 = √41 nên (−4,5,6) 
không thuộc nón Lorentz trong ℝ3. 

Mặt khác, vì −4 < 0 nên (−4,5,6) cũng không 
thuộc nón Orthant không âm trong ℝ3. 

Hơn nữa, 6 < |−4| + |5| = 9 nên (−4,5,6) 
cũng không thuộc nón dạng nón Lorentz đa diện 
trong ℝ3 như Hình 6. 

Vậy nón Bishop-Phelps biểu diễn như (4.2) có 
dạng khác nhau tùy theo số chiều của không gian 
ℝ𝑛𝑛.  

Nhận xét 4.1. Nón Bishop-Phelps không thể 
biểu diễn được dưới dạng nón từ điển do nón này 
không đóng cũng không mở. 

5. KẾT LUẬN 

Bài báo đã nghiên cứu tính chất của nón Bishop-
Phelps và sử dụng nón này để biểu diễn các nón cơ 
bản trong không gian hữu hạn chiều. Biểu diễn đó 
cho thấy sự linh hoạt của nón Bishop-Phelps và với 
những điều chỉnh thích hợp, chúng ta có thể đạt 
được nón theo mục đích sử dụng trong các mô hình 
bài toán tối ưu. Thứ nhất, với cách chọn phiếm hàm 
phù hợp với chuẩn, ta sẽ biễu diễn các nón thứ tự 
trong không gian hữu hạn chiều. Thứ hai, với chuẩn 
đã cho trong không gian có số chiều cụ thể, ta chọn 
được các phiếm hàm tuyến tính khác nhau để được 
các nón có dạng khác nhau. Cuối cùng, với phiếm 
hàm tuyến tính và chuẩn đã chọn thích hợp thì bằng 
việc thay đổi số chiều của không gian, ta sẽ có các 
nón thứ tự khác nhau. Kết quả này là tiền đề cơ sở, 
động lực nghiên cứu để đưa những ứng dụng của 
nón Bishop-Phelps vào các mô hình bài toán tối ưu 
trong kinh tế. 
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