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TÓM TẮT 
Bài báo giải quyết vấn đề tìm vị trí của máy trên cây và lập kế 
hoạch cho các công việc nhất định (nằm ở các đỉnh) sao cho độ trễ 
tối đa được giảm thiểu. Khách hàng (công việc) di chuyển đến máy 
bất cứ khi nào họ được gọi do thiếu không gian dành cho công việc 
tại vị trí đặt máy. Một thuật toán giải bài toán tương ứng trong thời 
gian O(n2) đã được phát triển, trong đó n là số đỉnh trên cây. Mặt 
khác, vấn đề giảm độ dài cạnh trong một ngân sách nhất định được 
xem xét để cải thiện độ trễ tối đa càng nhiều càng tốt tại một điểm 
được xác định trước. Đây được gọi là bài toán lập lịch-vị trí ngược 
với độ trễ tối đa trên cây. Một thuật toán tham lam được đề xuất 
để giải quyết vấn đề trong thời gian bậc hai. 

Từ khoá: Bài toán lập lịch, bài toán vị trí, cây, độ trễ, tối ưu ngược 

ABSTRACT 
We address the problem of finding the location of a machine on 
trees and scheduling jobs (located at vertices) so that the maximum 
lateness is minimized. The customers (jobs) move to the machine 
whenever they are called due to the slackness of space for jobs 
waiting at the machine location. We develop an algorithm that 
solves the corresponding problem in O(n2) time, where n is the 
number of vertices in the tree. On the counterpart, we investigate 
the problem of reducing edge lengths within a given budget to 
improve the maximum lateness at a prespecified point as much as 
possible. We call it the reverse scheduling location problem with 
maximum lateness on trees. A greedy-type algorithm that solved 
the problem in quadratic time is discussed. 

Keywords: Lateness, Location problem, reverse optimization, 
Scheduling problem, trees 

1. GIỚI THIỆU 

Cuộc cách mạng khoa học kỹ thuật lần thứ tư đề 
cập đến sự mở rộng và phát triển của những điều 
chỉnh đối với mạng máy tính, hệ thống viễn thông 

hoặc các hệ thống kết nối khác theo thời gian. Mô 
hình của bài toán điều chỉnh mạng lưới có hai hướng 
tiếp cận khác nhau: mô hình bài toán nghịch đảo và 
mô hình bài toán ngược. Trong mô hình bài toán 
nghịch đảo, Burkard et al. (2004), Bonab et al. 
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(2010) và Sepasian and Rahbarnia (2015) cho rằng 
điều chỉnh mạng lưới liên quan đến việc thay đổi 
một số thuộc tính trong mạng để tối ưu hóa các vị trí 
được xác định trước trong khi giảm thiểu chi phí sửa 
đổi. Trong khi đó, Berman et al. (1992, 1994), 
Nazari and Fathali (2023) phát biểu bài toán ngược 
là điều chỉnh các tham số để tối đa hóa mục tiêu hoạt 
động tại một địa điểm cố định trong sự giới hạn của 
một ngân sách nhất định. Vì mỗi loại mô hình đều 
có những điểm độc đáo riêng biệt nên ta cần có 
những phương pháp tiếp cận khác nhau. 

Đối với mô hình bài toán ngược, lĩnh vực này đã 
được các nhà khoa học trên thế giới dành nhiều sự 
quan tâm. Một số nghiên cứu nổi bật trong thời gian 
gần đây có thể được kể đến như Etemad and 
Alizadeh (2018), Sepasian and Tayyebi (2020), Yim 
et al. (2020), Tayyebi and Sepasian (2023). Tuy 
nhiên, các nhà khoa học chỉ dừng lại ở việc nghiên 
cứu mô hình ngược cho các bài toán riêng lẻ mà 
chưa xem xét đến mô hình ngược đột phá mang tính 
tổ hợp trong nhiều lĩnh vực. Tiêu biểu như các bài 
toán thuộc hai lĩnh vực của vận trù học là lập lịch và 
vị trí.  

Người ta đã từng quan niệm rằng cách cài đặt 
của hai vấn đề này là độc lập và không tương quan 
nhau. Tuy nhiên, có nhiều ứng dụng trong thực tế 
đòi hỏi việc định vị vị trí và việc lập kế hoạch phải 
thực hiện đồng thời. Để minh họa cho tuyên bố này, 
chúng ta hãy xem xét ví dụ về kế hoạch sơ tán. Mục 
đích là để giảm thiểu thời gian cần thiết để sơ tán 
khỏi khu vực nguy hiểm càng nhanh càng tốt theo 
một trật tự. Mối đe dọa hoặc sự xuất hiện của một 
sự kiện thảm khốc (ví dụ: bom, lũ lụt, tai nạn công 
nghiệp, bão,…) có thể là lý do phải sơ tán khỏi các 
mạng lưới của tòa nhà hoặc mạng lưới khu vực. Rõ 
ràng, xem xét đồng thời việc xác định vị trí địa điểm 
an toàn trong mạng lưới và xác định quy trình sơ tán 
dự kiến dẫn đến một kế hoạch sơ tán được tối ưu 
hóa. Hennes (2005), Kalsch and Drezner (2010) và 
Hessler (2016) đã chỉ ra rằng sự kết hợp này giải 
quyết được rất nhiều bài toán thực tế trong cuộc 
sống mà các mô hình riêng lẻ chưa thể làm được. 
Krumke and Le (2022) đã giải quyết bài toán tối ưu 
tổ hợp này với hàm mục tiêu là độ trễ tối đa dưới dữ 
liệu không chắc chắn trên cây. Vì thế, việc đề xuất 
mô hình ngược cho những bài toán mang tính tổ hợp 
nhiều lĩnh vực khác nhau là rất cần thiết. 

Với những lý do trên, bài toán tối ưu lập lịch-vị 
trí ngược được tìm hiểu sâu với hàm mục tiêu là độ 
trễ tối đa trên cây.  

2. BÀI TOÁN LẬP LỊCH-VỊ TRÍ VỚI ĐỘ 
TRỄ TỐI ĐA TRÊN CÂY  

Cho cây T = (V, E) là một cây với n đỉnh. Mỗi 
công việc j với j = 1, 2, …, n đặt tại các đỉnh tương 
ứng vj. Mỗi cạnh e của cây được gắn với một độ dài 
cạnh l(e) > 0, và được xem là một khoảng liên tục 
của những điểm nằm trên nó. Mỗi điểm  trên cạnh 
e = (u,v) được định nghĩa bởi một tham số 𝜆𝜆 trong 
(0,1) với d( ,u) = l(e) và d( ,v) = (1 – )l(e). 
Khoảng cách d(x, y) giữa hai điểm x và y là độ dài 
của đường đi kết nối chúng. Lấy A(T) là tập hợp tất 
cả các điểm trên cây. Mỗi đỉnh vj với j = 1, 2, …, n 
được gắn với những dữ liệu sau: 

Thời gian chờ 𝜎𝜎𝑗𝑗 và tốc độ di chuyển 𝜈𝜈𝑗𝑗. Đặt 𝜏𝜏𝑗𝑗 =
1
𝜈𝜈𝑗𝑗

, chúng ta có thể định nghĩa thời gian xử lý của 

công việc j tại vị trí vj và vị trí máy đặt tại điểm  
như sau: 

𝑡𝑡𝑗𝑗(𝜌𝜌) =  𝜏𝜏𝑗𝑗𝑑𝑑�𝑣𝑣𝑗𝑗 ,𝜌𝜌� + 𝜎𝜎𝑗𝑗, 

là bằng tổng thời gian di chuyển và thời gian chờ. 
− Thời gian đến hẹn dj. 

Trong cài đặt của bài toán lập lịch-vị trí với độ 
trễ tối đa trên cây (gọi tắt là bài toán (P)), chúng ta 
giả sử rằng không có đủ không gian để các công việc 
đến và chờ tại vị trí của máy. Mỗi công việc chỉ được 
phép di chuyển nếu được gọi bởi máy và máy đã 
hoàn thành xử lý công việc trước đó. Kí hiệu Π là 
tập hợp tất cả các hoán vị của n công việc và  ∈ Π 
là một hoán vị hoặc một lịch của n công việc. Thêm 
vào đó, (i) = j ngụ ý rằng công việc j được xử lý tại 
vị trí i trên lịch . Khi đó, thời gian hoàn thành của 
công việc (i) được tính như sau: 

𝐶𝐶𝜋𝜋(𝑖𝑖)(𝜌𝜌) ≔ 𝐶𝐶𝜋𝜋(𝑖𝑖−1)(𝜌𝜌) + 𝑡𝑡𝜋𝜋(𝑖𝑖)(𝜌𝜌), 

với i = 2, …, n và 𝐶𝐶𝜋𝜋(1)(𝜌𝜌) ≔ 𝑡𝑡𝜋𝜋(1)(𝜌𝜌). Mặt 
khác, chúng ta có thể viết: 

𝐶𝐶𝜋𝜋(𝑖𝑖)(𝜌𝜌) = �𝑡𝑡𝜋𝜋(𝑠𝑠)(𝜌𝜌)
𝑖𝑖

𝑠𝑠=1

. 

Độ trễ của mỗi công việc (i) được tính bởi: 

max�0,𝐶𝐶𝜋𝜋(𝑖𝑖)(𝜌𝜌) − 𝑑𝑑𝜋𝜋(𝑖𝑖)�. 

Mục tiêu của bài toán (P) là tìm một vị trí trên 
cây T để đặt máy và đồng thời tìm một lịch sao cho 
độ trễ đạt giá trị tối thiểu. Bài toán được công thức 
hoá như sau: 

min
𝜌𝜌∈𝐴𝐴(𝑇𝑇),𝜋𝜋∈Π

 max
𝑖𝑖=1,2,…,𝑛𝑛

�0,𝐶𝐶𝜋𝜋(𝑖𝑖)(𝜌𝜌) − 𝑑𝑑𝜋𝜋(𝑖𝑖)�. (1) 
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Chúng ta thảo luận về ứng dụng của mô hình 
này. Trình tự các công việc được xác định theo cách 
này khác với khái niệm về bài toán lập lịch-vị trí của 
Hennes and Hamacher (2001), trong đó các tác giả 
cho rằng tất cả các công việc có thể di chuyển đồng 
thời đến máy. Tuy nhiên, mô hình này tập trung vào 
các công việc được gọi sau khi máy hoàn thành quá 
trình xử lý của công việc trước đó. Mô hình này 
được áp dụng khi không có nơi chờ cho các công 
việc tại vị trí đặt máy và chúng chỉ có thể di chuyển 
đến máy nếu công việc trước đó đã hoàn thành. Lấy 
ví dụ về việc sản xuất một loại sản phẩm, chúng ta 
cần một loại tài nguyên tại một thời điểm và gọi cho 
nhà cung cấp đến khi cần, trong khi sức chứa của 
nhà kho không đủ lớn. Hơn nữa, chúng ta không gọi 
một nhà cung cấp nếu họ không đến đúng như thời 
gian hẹn. Vì thế, vấn đề này có thể được mô hình 
dưới dạng bài toán (P). 

Tại một điểm cố định 𝜌𝜌 trên cây, độ trễ đạt được 
giá trị nhỏ nhất nếu chúng ta lập lịch các công việc 
dựa trên thứ tự không giảm của các thời gian đến 
hẹn (Brucker, 2007). Hơn nữa, thứ tự này không phụ 
thuộc vào vị trí của máy, nó là như nhau cho tất cả 
các điểm trên cây. Vì thế, một lịch tối ưu, kí hiệu 
𝜋𝜋 = (1,2, … ,𝑛𝑛), cho bài toán (P) được cho bởi một 
dãy các công việc sao cho 𝑑𝑑1 ≤ 𝑑𝑑2 ≤ ⋯ ≤ 𝑑𝑑𝑛𝑛. 
Không mất tính tổng quát, chúng ta có thể giả sử 
rằng 𝜋𝜋(𝑖𝑖) = 𝑖𝑖 cho tất cả công việc i = 1, 2, …, n. 
Thời gian hoàn thành của công việc i được viết lại 
như sau: 𝐶𝐶𝑖𝑖(𝜌𝜌) = ∑ 𝑡𝑡𝑠𝑠(𝜌𝜌)𝑖𝑖

𝑠𝑠=1 . Bài toán (1) có thể 
được viết một cách đơn giản như sau: 

min
𝜌𝜌∈𝐴𝐴(𝑇𝑇)

max
𝑖𝑖=1,2,…,𝑛𝑛

{0,𝐶𝐶𝑖𝑖(𝜌𝜌) − 𝑑𝑑𝑖𝑖}.                              (2) 

Đặt 𝑧𝑧(𝜌𝜌) = max
𝑖𝑖=1,2,…,𝑛𝑛

{0,𝐶𝐶𝑖𝑖(𝜌𝜌) − 𝑑𝑑𝑖𝑖}, bài toán (2) 
được mô hình thành: 

min
𝜌𝜌∈𝐴𝐴(𝑇𝑇)

  𝑧𝑧(𝜌𝜌) 

s.t.  𝑧𝑧(𝜌𝜌) ≥ ∑ (𝜏𝜏𝑠𝑠𝑑𝑑(𝑣𝑣𝑠𝑠,𝜌𝜌) + 𝜎𝜎𝑠𝑠) − 𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑠𝑠=1 ,  (3) 

𝑧𝑧(𝜌𝜌) ≥ 0, 

𝜌𝜌 ∈ 𝐴𝐴(𝑇𝑇). 

Đặt 𝜔𝜔𝑖𝑖 = ∑ 𝜎𝜎𝑠𝑠𝑖𝑖
𝑠𝑠=1  là tổng thời gian chờ của các 

công việc từ 1 đến i, và ∆𝑖𝑖= 𝜔𝜔𝑖𝑖 − 𝑑𝑑𝑖𝑖. Ngoài ra, 
chúng ta xét những cây phụ trợ 𝑇𝑇𝑖𝑖 với i = 1, 2, …, 
n, trong đó độ dài cạnh của cây này vẫn giống như 
trong cây T và trọng số các đỉnh 𝑣𝑣𝑠𝑠 trong cây 
𝑇𝑇𝑖𝑖 được định nghĩa như sau: 𝑤𝑤𝑠𝑠𝑖𝑖 = 𝜏𝜏𝑠𝑠 với s = 1, 2, 
…, i và 𝑤𝑤𝑠𝑠𝑖𝑖 = 0 với s > i. Khi đó, tại mỗi điểm 𝜌𝜌 ∈
𝐴𝐴(𝑇𝑇)  

𝑓𝑓𝑖𝑖(𝜌𝜌) = �𝑤𝑤𝑠𝑠𝑖𝑖𝑑𝑑(𝑣𝑣𝑠𝑠,𝜌𝜌)
𝑖𝑖

𝑠𝑠=1

 

được định nghĩa là hàm trung vị trong cây 𝑇𝑇𝑖𝑖 . 

Ta có thể mô hình lại bài toán (3) như sau: 

min
𝜌𝜌∈𝐴𝐴(𝑇𝑇)

   𝑧𝑧(𝜌𝜌) 

s.t.  𝑧𝑧(𝜌𝜌) ≥ ∆𝑖𝑖 + 𝑓𝑓𝑖𝑖(𝜌𝜌), i = 1 , 2, …, n,    (4) 

𝑧𝑧(𝜌𝜌) ≥ 0, 

𝜌𝜌 ∈ 𝐴𝐴(𝑇𝑇). 

Đặt 𝑣𝑣𝑖𝑖 là vị trí tối ưu 1-trung vị của cây phụ trợ 
𝑇𝑇𝑖𝑖 với i = 1, 2, …, n. Lấy 𝑇𝑇� là cây con nhỏ nhất của 
T mà chứa tất cả các 1-trung vị 𝑣𝑣𝑖𝑖 với i = 1, 2, …, n. 
Cây này được tạo ra như sau: nếu có một đường đi 
nối giữa hai trung vị 𝑣𝑣𝑖𝑖 và 𝑣𝑣𝑘𝑘 bất kỳ thì đường đi 
này phải nằm trong cây con nhỏ nhất. Hơn nữa, số 
lượng đỉnh có trong 𝑇𝑇� phải là nhỏ nhất. 

Mệnh đề 1. Bài toán (4) luôn có nghiệm là một 
vị trí tối ưu nằm trong 𝑇𝑇�. 

Chứng minh. Cho một điểm bất kỳ 𝜌𝜌 nằm trong 
𝑇𝑇\𝑇𝑇�, ta xét đỉnh 𝑣𝑣∗ = arg min

1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛
𝑑𝑑(𝜌𝜌, 𝑣𝑣𝑖𝑖). Chú ý rằng 

tất cả các hàm Δ𝑖𝑖 + 𝑓𝑓𝑖𝑖(𝜌𝜌) giảm dần trên đường đi từ 
điểm 𝜌𝜌 đến 𝑣𝑣𝑖𝑖. Do đó, z(𝑣𝑣∗) < 𝑧𝑧(𝜌𝜌).                        

Mệnh đề 2. 𝑧𝑧(𝜌𝜌) là một hàm lồi tại mỗi điểm 𝜌𝜌 
nằm trên mỗi đường đi của cây. 

Chứng minh. Hàm trung vị 𝑓𝑓𝑖𝑖(𝜌𝜌) là lồi trên mỗi 
đường đi của cây, dựa theo Goldman (1971). Vì thế, 
𝑧𝑧(𝜌𝜌) = max

1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛
{0,Δ𝑖𝑖 + 𝑓𝑓𝑖𝑖(𝜌𝜌)} cũng là một hàm lồi, 

bởi vì nó là hàm tối đa của những hàm lồi.                   

Xét một cạnh bất kỳ 𝑒𝑒 = (𝑢𝑢, 𝑣𝑣). Tại đỉnh 𝑢𝑢, ta 
tính toán tất cả các giá trị 𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑢𝑢) với 𝑖𝑖 = 1, 2, … ,𝑛𝑛. 
Khi đó, 

𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑣𝑣) = 𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑢𝑢) + [𝑊𝑊𝑖𝑖 − 2𝑊𝑊𝑖𝑖(𝑣𝑣)]𝑙𝑙(𝑒𝑒), 

trong đó 𝑊𝑊𝑖𝑖 là tổng trọng số của tất cả các đỉnh 
trong cây 𝑇𝑇𝑖𝑖 và 𝑊𝑊𝑖𝑖(𝑣𝑣) là tổng trọng số đỉnh của các 
cây con của 𝑇𝑇𝑖𝑖 có gốc tại 𝑣𝑣. Từ đó, giá trị của 
𝑓𝑓𝑖𝑖(𝜌𝜌) tại một điểm 𝜌𝜌 ∈ 𝑒𝑒 với d(𝜌𝜌,𝑢𝑢) = 𝜆𝜆𝑙𝑙(𝑒𝑒)  được 
tính như sau: 

𝑓𝑓𝑖𝑖(𝜌𝜌) = 𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑢𝑢) + [𝑊𝑊𝑖𝑖 − 2𝑊𝑊𝑖𝑖(𝑣𝑣)]𝜆𝜆𝑙𝑙(𝑒𝑒). 

Đồ thị của mỗi hàm 𝑓𝑓𝑖𝑖(𝜌𝜌) là một đoạn tuyến tính 
với 𝜆𝜆 ∈ [0,1] và được tìm trong thời gian tuyến tính, 
nên chúng ta cần O(𝑛𝑛2) thời gian để tìm các giá trị 
𝑓𝑓𝑖𝑖(𝜌𝜌) với 𝑖𝑖 = 1, 2, … ,𝑛𝑛. Vì thế giá trị 𝑧𝑧(𝜌𝜌) có thể 
được tính toán trong thời gian O(𝑛𝑛2). 
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Từ đây, chúng ta tập trung tìm một vị trí tối ưu 
của bài toán (4) trên cây 𝑇𝑇� và đề xuất thuật toán để 
tìm một vị trí tối ưu trên cây này thông qua việc tìm 
trọng tâm của cây. Trọng tâm của một cây được định 
nghĩa là một đỉnh sao cho khi cây có gốc tại đó thì 
không có đỉnh nào khác có cây con có tổng số đỉnh 
lớn hơn n/2. Trọng tâm của một cây có thể được tìm 
thấy trong thời gian tuyến tính bằng cách áp dụng 
thuật toán sự phân huỷ của trọng tâm (Handler & 
Mirchandani, 1979). Chúng ta đề xuất thuật toán để 
giải bài toán (P) như sau:  

Xét 𝑣𝑣𝑐𝑐 là trọng tâm của cây 𝑇𝑇� và một đỉnh kề với 
nó là 𝑣𝑣. Giả sử rằng 𝑒𝑒 = (𝑣𝑣𝑐𝑐 ,𝑣𝑣). Khi đó, cây 𝑇𝑇� bị 
chia thành ba phần như sau 𝑇𝑇� = 𝑇𝑇�𝑣𝑣𝑐𝑐 ∪ {𝑒𝑒} ∪  𝑇𝑇�𝑣𝑣, 
trong đó 𝑇𝑇�𝑣𝑣𝑐𝑐 và 𝑇𝑇�𝑣𝑣 lần lượt là các cây con có gốc tại 
𝑣𝑣𝑐𝑐 và 𝑣𝑣 đạt được bằng cách xoá đi cạnh 𝑒𝑒 khỏi cây 
𝑇𝑇�. Nếu như 𝑧𝑧(𝑣𝑣𝑐𝑐) = 𝑧𝑧(𝑣𝑣), thì 𝑇𝑇� = 𝑒𝑒. Nếu 𝑧𝑧(𝑣𝑣𝑐𝑐) >
𝑧𝑧(𝑣𝑣), thì ta xét những đỉnh nằm trong phần 𝑇𝑇�𝑣𝑣. 
Ngược lại, chúng ta xét cây 𝑇𝑇�𝑣𝑣𝑐𝑐. Do đó, thuật toán 
tỉa bớt một nửa số đỉnh trong cây 𝑇𝑇� sau mỗi vòng 
lặp. Thuật toán kết thúc khi cây 𝑇𝑇� chỉ còn lại một 
cạnh 𝑒𝑒∗. Nó chính là cạnh chứa vị trí tối ưu của bài 
toán (4). Thuật toán kết thúc sau O(log𝑛𝑛) bước. Để 
tìm một vị trí tối ưu 𝜌𝜌 trên cạnh 𝑒𝑒∗, ta tìm kiếm giá 
trị nhỏ nhất của các đường bao trên 𝑓𝑓𝑖𝑖(𝜌𝜌) với 𝑖𝑖 =
1, 2, … ,𝑛𝑛 trong thời gian tuyến tính. Ta đạt được kết 
quả sau: 

Định lý 1. Bài toán (P) có thể được giải trong 
thời gian O(𝑛𝑛2). 

Chứng minh. Thời gian chạy của thuật toán chủ 
yếu được quyết định bởi việc tính toán hàm mục tiêu 
𝑧𝑧(𝜌𝜌) trong thời gian O(𝑛𝑛2) tại một điểm 𝜌𝜌 bất kỳ 
trên cây 𝑇𝑇� .                 

3. BÀI TOÁN LẬP LỊCH-VỊ TRÍ NGƯỢC 
VỚI ĐỘ TRỄ TỐI ĐA TRÊN CÂY 

Trong phần này, máy đã được đặt sẵn tại một 
điểm cho trước trên cây. Không mất tính tổng quát, 
chúng ta có thể giả sử rằng điểm cho trước này là 
một đỉnh của cây T. Ngược lại, ta có thể chia cạnh 
chứa điểm này thành hai cạnh mới với một đầu mút 
chính là điểm cho trước. Trong bài toán lập lịch-vị 
trí ngược với độ trễ tối đa trên cây (gọi tắt là bài 
toán (P’)), chúng ta xét cây 𝑇𝑇 = (𝑉𝑉,𝐸𝐸) và một đỉnh 
cho trước 𝑣𝑣∗. Dữ liệu đầu vào vẫn liên quan đến thời 
gian chờ 𝜎𝜎𝑖𝑖, tốc độ di chuyển 𝜈𝜈𝑖𝑖 và thời gian đến hẹn 
𝑑𝑑𝑖𝑖 cho mỗi công việc 𝑖𝑖 ∈ {1, 2, … ,𝑛𝑛}. Thời gian xử 
lý của mỗi công việc được tính toán như ở Phần 2. 
Mục tiêu của bài toán (P’) là điều chỉnh độ dài các 
cạnh trong một ngân sách giới hạn sao cho đỉnh 𝑣𝑣∗ 
có giá trị độ trễ là nhỏ nhất so với các điểm còn lại 

trên cây. Một cách cụ thể, độ dài của mỗi cạnh 𝑒𝑒 ∈
𝐸𝐸 có thể được giảm bởi một lượng 𝑥𝑥(𝑒𝑒) không vượt 
quá chặn trên �̅�𝑥(𝑒𝑒), tức là 0 ≤ 𝑥𝑥(𝑒𝑒) ≤ �̅�𝑥(𝑒𝑒). Độ dài 
cạnh sau khi điều chỉnh là 𝑙𝑙(𝑒𝑒) = 𝑙𝑙(𝑒𝑒) − 𝑥𝑥(𝑒𝑒), với 
mọi 𝑒𝑒 ∈ 𝐸𝐸. Chú ý rằng độ dài cạnh luôn là không âm 
mặc dù đã điều chỉnh, do vậy �̅�𝑥(𝑒𝑒) < 𝑙𝑙(𝑒𝑒). Khi đó, 
thời gian xử lý và thời gian hoàn thành của công việc 
i tại đỉnh 𝑣𝑣∗ sau khi điều chỉnh lần lượt là �̃�𝑡𝑖𝑖(𝑣𝑣∗) và 
�̃�𝐶𝑖𝑖(𝑣𝑣∗). Hơn nữa, tổng lượng điều chỉnh độ dài của 
các cạnh không vượt quá ngân sách một cho trước 
B. Bài toán có thể được mô hình hoá như sau: 

min
𝑥𝑥(𝑒𝑒)

  max
1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛 

{0, �̃�𝐶𝑖𝑖(𝑣𝑣∗) − 𝑑𝑑𝑖𝑖} 

s. t. �̃�𝐶𝑖𝑖(𝑣𝑣∗) = ��𝜏𝜏𝑠𝑠�̃�𝑑(𝑣𝑣𝑠𝑠, 𝑣𝑣∗) + 𝜎𝜎𝑖𝑖�
𝑖𝑖

𝑠𝑠=1

, 𝑖𝑖 = 1,2, … ,𝑛𝑛 

�̃�𝑑(𝑣𝑣𝑠𝑠,𝑣𝑣∗) =  𝑑𝑑(𝑣𝑣𝑠𝑠, 𝑣𝑣∗) −∑ 𝑥𝑥(𝑒𝑒)𝑒𝑒∈𝑃𝑃(𝑣𝑣𝑠𝑠,𝑣𝑣∗) ,     (5) 

� 𝑥𝑥(𝑒𝑒)
𝑒𝑒∈𝐸𝐸

≤ 𝐵𝐵, 

0 ≤ 𝑥𝑥(𝑒𝑒) ≤  �̅�𝑥(𝑒𝑒),∀𝑒𝑒 ∈ 𝐸𝐸. 

Ngoài ra, 

�̃�𝐶𝑖𝑖(𝑣𝑣∗) = �𝜏𝜏𝑠𝑠

𝑖𝑖

𝑠𝑠=1

�𝑑𝑑(𝑣𝑣𝑠𝑠, 𝑣𝑣∗) −� 𝑥𝑥(𝑒𝑒)
𝑒𝑒∈𝑃𝑃(𝑣𝑣𝑠𝑠,𝑣𝑣∗)

�

+ 𝜔𝜔𝑖𝑖 

             = �𝜏𝜏𝑠𝑠𝑑𝑑(𝑣𝑣𝑠𝑠,𝑣𝑣∗)
𝑖𝑖

𝑠𝑠=1

+ 𝜔𝜔𝑖𝑖

−�� 𝜏𝜏𝑠𝑠𝑥𝑥(𝑒𝑒).
𝑒𝑒∈𝑃𝑃(𝑣𝑣𝑠𝑠,𝑣𝑣∗)

𝑖𝑖

𝑠𝑠=1

 

Lấy ℒ𝑖𝑖(𝑣𝑣∗) = max{0,𝐶𝐶𝑖𝑖(𝑣𝑣∗) − 𝑑𝑑𝑖𝑖} là độ trễ của 
công việc 𝑖𝑖 và ℒmax(𝑣𝑣∗) = max

1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛
ℒ𝑖𝑖(𝑣𝑣∗) là độ trễ tối 

đa tại đỉnh 𝑣𝑣∗. Ta kí hiệu 𝑥𝑥 = �𝑥𝑥(𝑒𝑒)�
𝑒𝑒∈𝐸𝐸

 là véc tơ 
nghiệm của bài toán (5). Khi đó, 

ℱ = �𝑥𝑥 ∈ ℝ|𝐸𝐸|:�𝑥𝑥(𝑒𝑒)
𝑒𝑒∈𝐸𝐸

≤ 𝐵𝐵 và 0 ≤ 𝑥𝑥(𝑒𝑒)

≤ �̅�𝑥(𝑒𝑒),∀𝑒𝑒 ∈ 𝐸𝐸� 

là tập hợp tất cả các nghiệm khả thi. Bài toán (5) 
tương đương với: 

min max
1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛

�0,ℒ𝑖𝑖(𝑣𝑣∗) −  � � 𝜏𝜏𝑠𝑠𝑥𝑥(𝑒𝑒)
𝑒𝑒∈𝑃𝑃(𝑣𝑣𝑠𝑠,𝑣𝑣∗)

𝑖𝑖

𝑠𝑠=1

� . 
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Một thuật toán kiểu tham lam được đề xuất để 
giải quyết cho bài toán (P’) trên cây T có gốc tại 
đỉnh 𝑣𝑣∗. Xét một cạnh bất kỳ 𝑒𝑒 = (𝑢𝑢, 𝑣𝑣) với 𝑢𝑢 là 
đỉnh gần 𝑣𝑣∗ hơn 𝑣𝑣, lấy 𝑇𝑇𝑒𝑒 là cây con được sinh ra 
bởi 𝑣𝑣 và các đỉnh bên dưới nó. Tập hợp tất cả các 
đỉnh có chỉ số cao nhất là 𝑖𝑖 được kí hiệu bởi tập hợp 
𝑉𝑉𝑖𝑖 = {𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … 𝑣𝑣𝑖𝑖}. Hơn nữa, tập chỉ số  

𝐼𝐼𝑖𝑖(𝑒𝑒) = {𝑠𝑠 ∶ 𝑣𝑣𝑠𝑠 ∈ 𝑉𝑉(𝑇𝑇𝑒𝑒) ∩ 𝑉𝑉𝑖𝑖} 

bao gồm tất cả các chỉ số mà đỉnh tương ứng vừa 
nằm trong cây con 𝑇𝑇𝑒𝑒 và vừa nằm trong tập 𝑉𝑉𝑖𝑖. Khi 
đó, việc giảm độ dài của một cạnh 𝑒𝑒 ∈ 𝐸𝐸 bởi một 
lượng 𝑥𝑥(𝑒𝑒) = 𝜀𝜀 < �̅�𝑥(𝑒𝑒) sẽ mang lại độ trễ của công 
việc i như sau: 

ℒ̃𝑖𝑖(𝑣𝑣∗) =  ℒ𝑖𝑖(𝑣𝑣∗) −  � � 𝜏𝜏𝑠𝑠
𝑠𝑠∈𝐼𝐼𝑖𝑖(𝑒𝑒)

�𝜀𝜀, 

với 𝑖𝑖 = 1,2, … ,𝑛𝑛.  Để đơn giản kí hiệu, ta đặt 
Δ𝑖𝑖(𝑒𝑒) ≔ ∑ 𝜏𝜏𝑠𝑠𝑠𝑠∈𝐼𝐼𝑖𝑖(𝑒𝑒) . Việc tính toán Δ𝑖𝑖(𝑒𝑒) với mọi 
𝑖𝑖 = 1,2, … ,𝑛𝑛 và 𝑒𝑒 ∈ 𝐸𝐸 tốn thời gian bậc hai bằng 
thuật toán tìm kiếm đầu tiên theo chiều rộng cơ sở 
(Awerbuch & Gallager, 1987). Ta có thể nói rằng 
một cạnh 𝑒𝑒 là gần với 𝑣𝑣∗ hơn cạnh 𝑒𝑒′, nếu 𝑒𝑒′ nằm 
trong cây con 𝑇𝑇𝑒𝑒. Kết quả sau đây giúp chúng ta xác 
định được cạnh nào là cạnh cần giảm để cải thiện độ 
trễ tối đa nhiều nhất có thể với một lượng giảm đủ 
nhỏ 𝜀𝜀. 

Mệnh đề 3. Nếu cạnh 𝑒𝑒 gần với 𝑣𝑣∗ hơn cạnh 𝑒𝑒′, 
thì việc giảm độ dài cạnh 𝑒𝑒′ có thể được chuyển 
sang việc giảm độ dài cạnh 𝑒𝑒 với cùng lượng giảm 
mà không làm tăng độ trễ tối đa. 

Chứng minh. Với bất kỳ một chỉ số nào, ta có 
𝐼𝐼𝑖𝑖(𝑒𝑒′) ⊆  𝐼𝐼𝑖𝑖(𝑒𝑒). Vì thế, Δ𝑖𝑖(𝑒𝑒′) ≤  Δ𝑖𝑖(𝑒𝑒) với mọi 𝑖𝑖.  

Dựa theo Mệnh đề 3, chúng ta tập trung vào việc 
giảm độ dài những cạnh gần với 𝑣𝑣∗ hơn những cạnh 
khác. Kí hiệu ℰ là tập của những cạnh có �̅�𝑥(𝑒𝑒) > 0 
sao cho không tồn tại bất kỳ một cạnh 𝑒𝑒′ nào gần 𝑣𝑣∗ 
hơn 𝑒𝑒 và �̅�𝑥(𝑒𝑒′) > 0. Hơn nữa, lấy ℳ là tập hợp của 
tất cả các chỉ số tương ứng xác định độ trễ tối đa tại 
đỉnh 𝑣𝑣∗. 

Nếu chúng ta giảm độ dài cạnh 𝑒𝑒 ∈ ℰ bởi một 
lượng đủ nhỏ 𝜀𝜀 (sao cho tập ℳ là không thay đổi), 
thì ℒ̃𝑖𝑖(𝑣𝑣∗) =  ℒ𝑖𝑖(𝑣𝑣∗) − Δ𝑖𝑖(𝑒𝑒)𝜀𝜀 với mọi 𝑖𝑖 ∈ ℳ. Lấy 
𝛿𝛿 (𝑒𝑒) = min

1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛
Δ𝑖𝑖(𝑒𝑒). Ta thu được kết quả sau: 

Mệnh đề 4. Lấy cạnh 𝑒𝑒0 ≔ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥
𝑒𝑒∈ℰ

𝛿𝛿(𝑒𝑒). Việc 
giảm độ dài cạnh 𝑒𝑒0 bởi một lượng đủ nhỏ 𝜀𝜀 mà 
không làm tập ℳ thay đổi sẽ dẫn đến giảm độ trễ 
tối đa nhiều nhất có thể. 

Chứng minh. Độ trễ tối đa đã điều chỉnh với việc 
giảm độ dài cạnh 𝑒𝑒0 là ℒ̃𝑖𝑖(𝑣𝑣∗) =  ℒ𝑖𝑖(𝑣𝑣∗) − Δ𝑖𝑖(𝑒𝑒0)𝜀𝜀. 
Giá trị này rõ ràng là nhỏ nhất trong tất cả các độ trễ 
tối đa đã điều chỉnh độ dài của những cạnh khác 
trong tập ℰ.                                                                                  

Ta xác định một cạnh 𝑒𝑒0 và tìm lượng giảm đủ 
nhỏ 𝜀𝜀 sao cho tập ℳ không thay đổi. Kí hiệu tập chỉ 
số 𝒩𝒩 = {1,2, … ,𝑛𝑛}\ℳ. Khi đó, với 𝑖𝑖 ∈ 𝒩𝒩 ta giải 
phương trình: 

ℒ𝑖𝑖(𝑣𝑣∗) − Δ𝑖𝑖(𝑒𝑒0)𝜀𝜀𝑖𝑖 = ℒmax(𝑣𝑣∗) − 𝛿𝛿(𝑒𝑒0)𝜀𝜀𝑖𝑖 . 

Ta thu được: 

𝜀𝜀𝑖𝑖 =
ℒmax(𝑣𝑣∗) − ℒ𝑖𝑖(𝑣𝑣∗)
𝛿𝛿(𝑒𝑒0) − Δ𝑖𝑖(𝑒𝑒0) . 

Vì ℒmax(𝑣𝑣∗) > ℒ𝑖𝑖(𝑣𝑣∗) nên ta xét chỉ số 𝑖𝑖 ∈ 𝒩𝒩 
sao cho 𝛿𝛿(𝑒𝑒0) > Δ𝑖𝑖(𝑒𝑒0) hoặc giới hạn tới những chỉ 
số 𝑖𝑖 < min{𝑠𝑠 ∶ 𝑠𝑠 ∈ ℳ}. Đặt  

𝒩𝒩′ = {𝑖𝑖 ∈ 𝒩𝒩: 𝑖𝑖 < min{𝑠𝑠 ∶ 𝑠𝑠 ∈ ℳ}}. 

Ta đạt được kết quả sau: 

Mệnh đề 5. Tập ℳ chỉ thay đổi khi độ dài của 
cạnh 𝑒𝑒 được giảm bởi một lượng bằng 𝜀𝜀 = 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑛𝑛

𝑖𝑖∈𝒩𝒩′
𝜀𝜀𝑖𝑖. 

Tiếp theo, chúng ta phát triển một thuật toán để 
giải bài toán (P’). Ý tưởng của thuật toán là tìm một 
cạnh thoả tính chất trong Mệnh đề 4 và giảm độ dài 
cạnh đó cho đến khi hoặc tập ℳ hoặc tập ℰ thay đổi. 
Sau đó, chúng ta cập nhật lại dữ liệu về độ dài cạnh 
của tất cả các cạnh. Thuật toán kết thúc khi ngân 
sách B cạn kiệt hoặc độ trễ tối đa tại đỉnh 𝑣𝑣∗ không 
thể cải thiện được nữa. Thuật toán sau đây thể hiện 
chi tiết ý tưởng này. 
Thuật toán. Giải bài toán (P’) 
Input: Cây 𝑇𝑇 = (𝑉𝑉,𝐸𝐸) với độ dài cạnh dương và 
các thông số của các công việc tại các đỉnh. 
Tìm ℰ, ℳ, ℒmax, ℒ𝑖𝑖 với mọi 𝑖𝑖 = 1,2, … ,𝑛𝑛 
while 𝐵𝐵 > 0 do 
          Tìm 𝑒𝑒0 = arg max

𝑒𝑒∈ℰ
𝛿𝛿(𝑒𝑒) 

          Tính toán 𝑥𝑥(𝑒𝑒0) = min{�̅�𝑥(𝑒𝑒0), 𝜀𝜀} 
          ℒ𝑖𝑖 = ℒ𝑖𝑖 − Δ𝑖𝑖(𝑒𝑒0)𝑥𝑥(𝑒𝑒0) với mọi 𝑖𝑖 ∈ 𝒩𝒩 
          ℒmax ∶= ℒmax − 𝛿𝛿(𝑒𝑒0)𝑥𝑥(𝑒𝑒0) 
          if 𝑥𝑥(𝑒𝑒0) = �̅�𝑥(𝑒𝑒0) then 
                    Cập nhật ℰ 
          end if 
          if 𝑥𝑥(𝑒𝑒0) = 𝜀𝜀 then 
                    Cập nhật ℳ 
          end if 
          Đặt 𝐵𝐵 ≔ 𝐵𝐵 − 𝑥𝑥(𝑒𝑒) 
end while 
Output: Nghiệm tối ưu 𝑥𝑥(𝑒𝑒), 𝑒𝑒 ∈ 𝐸𝐸. 
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Chúng ta phân tích độ phức tạp thời gian của 
Thuật toán trên như sau: Việc tính toán các Δ𝑖𝑖(𝑒𝑒) 
với mọi 𝑒𝑒 ∈ ℰ và 𝑖𝑖 = 1,2, … ,𝑛𝑛 được thực hiện trong 
thời gian bậc hai. Tại mỗi vòng lặp, một cạnh 𝑒𝑒0 
được giảm bởi một lượng min{�̅�𝑥(𝑒𝑒0), 𝜀𝜀}. Có nhiều 
nhất O(𝑛𝑛) vòng lặp như vậy sao cho một cạnh được 
giảm bởi một lượng bằng chặn trên của nó. Hơn nữa, 
tập ℳ thay đổi nhiều nhất 𝑛𝑛 lần tương ứng với một 
cạnh 𝑒𝑒0. Điều này ngụ ý rằng số lượng vòng lặp 
trong thuật toán nhiều nhất là trong thời gian bậc hai. 
Khi mà độ phức tạp về thời gian trong mỗi vòng lặp 
là hằng số, ta thu được kết quả chính như sau: 

Định lý 2. Bài toán (P’) với điều chỉnh độ dài 
cạnh có thể giải được trong thời gian bậc hai. 

Chúng ta minh hoạ Thuật toán trên bởi ví dụ sau: 

Ví dụ 1. Cho cây 𝑇𝑇 = (𝑉𝑉,𝐸𝐸) được mô tả như 
trong Hình 1. Độ dài của tất cả các cạnh bằng 3 và 
cận trên cho việc điều chỉnh độ dài cạnh là �̅�𝑥(𝑒𝑒) =

2 với mọi 𝑒𝑒 ∈ 𝐸𝐸. Thời gian chờ 𝜎𝜎𝑖𝑖 = 0, tốc độ di 
chuyển 𝜈𝜈𝑖𝑖 = 1 với mọi công việc 𝑖𝑖 = 1, 2,…, 12. 
Thời gian đến hẹn của tất cả công việc được cho 
trong Bảng 1. Ngân sách là 𝐵𝐵 = 8. 

 
Hình 1. Một ví dụ cho cây trong bài toán 

Bảng 1. Thời gian đến hẹn của các công việc 
i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
di 2 3 4 5 6 7 12 18 30 40 60 65 

Bảng 2. Thời gian hoàn thành và độ trễ của các công việc tại đỉnh 𝒗𝒗∗ 
i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
𝐶𝐶𝑖𝑖  6 12 18 21 24 33 42 48 57 66 75 84 
ℒ𝑖𝑖 4 9 14 16 18 26 30 30 27 26 15 19 

Chúng ta tính toán thời gian hoàn thành và độ trễ 
của các công việc tại đỉnh 𝑣𝑣∗ dựa theo lịch của các 
công việc được sắp xếp theo chiều không giảm của 
thời gian đến hẹn như trong Bảng 2.  

Ta xác định được ℒmax = 30 và các tập ℰ =
{𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2} và ℳ = {7, 8}. 

Vòng lặp 1. Tính toán được 𝛿𝛿(𝑒𝑒1) = 5 và 
𝛿𝛿(𝑒𝑒2) = 2, cạnh 𝑒𝑒1 = arg max{ 𝛿𝛿(𝑒𝑒1), 𝛿𝛿(𝑒𝑒2)}. Các 
giá trị 𝜀𝜀𝑖𝑖, 𝑖𝑖 = 1, 2,…, 6 được tính trong Bảng 3. 

Ta được 𝜀𝜀 = 2. Vì �̅�𝑥(𝑒𝑒1) = 2, nên 𝑥𝑥(𝑒𝑒1) = 2 và 
cập nhật B = 6. Cạnh 𝑒𝑒1 được cập nhật với 𝑙𝑙(𝑒𝑒1) = 
1, �̅�𝑥(𝑒𝑒1) = 0. Các cạnh khác vẫn giữ nguyên độ dài 
và chặn trên của sự điều chỉnh. Tính toán lại độ trễ 
tối đa tại đỉnh 𝑣𝑣∗, ta thu được ℒmax = 20, do đó ℰ =
{𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3, 𝑒𝑒4} và ℳ = {6, 7, 8}. Tiếp tục thực hiện các 
bước tính toán như vòng lặp 1, ta thu được bảng sau: 

Bảng 3. Các giá trị 𝜺𝜺𝒊𝒊 với 𝒊𝒊 = 1, 2, …, 6 
i 1 2 3 4 5 6 

𝜀𝜀𝑖𝑖  
13
2  

21
4  

16
3  6 2 3 

Bảng 4. Dữ liệu cập nhật tại mỗi vòng lặp 
Vòng lặp Cạnh giảm 𝒆𝒆𝟎𝟎 Lượng giảm 𝜺𝜺 𝓛𝓛𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦 B 𝓔𝓔 𝓜𝓜 

0   30 8 {𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2} {7, 8} 
1 𝑒𝑒1 2 20 6 {𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3, 𝑒𝑒4} {6, 7, 8} 
2 𝑒𝑒2 2 16 4 {𝑒𝑒3, 𝑒𝑒4, 𝑒𝑒5, 𝑒𝑒6} {6, 7} 
3 𝑒𝑒3 2 12 2 {𝑒𝑒4, 𝑒𝑒5, 𝑒𝑒6, 𝑒𝑒7, 𝑒𝑒8} {6} 
4 𝑒𝑒5 2 10 0   
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Thuật toán dừng lại sau 4 vòng lặp do ngân sách 
B = 0. Ta thu được nghiệm của bài toán (P’) là độ 
dài của các cạnh 𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3 và 𝑒𝑒5 giảm 2 đơn vị, trong 
khi các cạnh còn lại vẫn giữ nguyên độ dài. Khi đó, 
độ trễ tối đa tại đỉnh 𝑣𝑣∗ là nhỏ nhất trên cây đã điều 
chỉnh độ dài. 

4. KẾT LUẬN 

Bài báo đề cập đến bài toán lập lịch-vị trí ngược 
trên cây với việc điều chỉnh độ dài cạnh. Bài toán tổ 
hợp và cách tiếp cận ngược đã được kết hợp phụ 
thuộc nhau vào một loạt các mô hình tối ưu hóa nổi 
bật, bao gồm các bài toán lập lịch, điều chỉnh mạng 

và phân tích vị trí. Những mô hình tích hợp này đóng 
một vai trò then chốt trong việc thúc đẩy cả sự hiểu 
biết về lý thuyết và ứng dụng thực tế. Các lĩnh vực 
nghiên cứu trong tương lai tập trung vào các vấn đề 
tối ưu hóa cho các bài toán ngược mang tính tổ hợp. 
Ví dụ như các vấn đề về cân bằng lập lịch-vị trí 
ngược trên cây, cũng như các vấn đề về phân bổ tài 
nguyên ngược, cùng nhiều vấn đề khác. 
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