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TÓM TẮT 
Trong bài báo này, hệ Lotka-Volterra (LVS) được nghiên cứu. 
Dưới một số điều kiện ràng buộc không gian, các tính chất 
định tính của các điểm cân bằng và kiểm tra các điều kiện cho 
sự cùng tồn tại của hai loài qua các phương trình vi phân 
thường đối với LVS được trình bày. Hơn nữa, các yếu tố ảnh 
hưởng đến sự tồn tại hoặc tuyệt chủng của hai loài được kiểm 
tra và cho các ví dụ số để làm sáng tỏ các kết quả lý thuyết đạt 
được thông qua quỹ đạo của đường cong nghiệm và hình ảnh 
của trường vector xung quanh các điểm cân bằng.   

Từ khoá: Điểm cân bằng, hệ Lotka-Volterra, lý thuyết định 
tính, cùng tồn tại 

ABSTRACT 
In this paper, the Lotka-Volterra system (LVS) is studied . 
Under some conditions of space forcing terms, the qualitative 
properties of equilibrium points was stated and the conditions 
for the coexistence of the two species of the ordinary 
differential equations for LVS are examined. Furthermore, the 
factors that influence the survival or extinction of the two 
species are examined and the numerical running examples are 
given to elucidate the theoretical results obtained through 
visualization of trajectory of the solution curve and the 
surrounding vector field balance points. 

Keywords: Coexistence, equilibrium points, Lotka-Volterra 
system, qualitative theory 

1. GIỚI THIỆU 

Trong thế giới tự nhiên, vấn đề số lượng cá thể 
luôn là sự quan tâm hàng đầu của các nhà nghiên 
cứu với rất nhiều mô hình toán học được đưa ra. Một 
trong những vấn đề đó là bài toán mô hình Lotka-
Volterra, một mô hình toán học được sử dụng để mô 
tả sự tương tác giữa hai loài trong một hệ sinh thái, 
được đặt tên theo hai nhà toán học-sinh học người 
Anh-Ý Alfred Lotka và Vito Volterra.  Mô hình này 

được phát triển độc lập bởi họ vào những năm 1920. 
Sự quan tâm được đặt vào cả quần thể của con mồi 
và động vật săn mồi (ăn thịt). Trong bối cảnh của 
môi trường tự nhiên và chuỗi thức ăn sinh thái, mật 
độ quần thể của con mồi đang có thể ảnh hưởng đến 
số lượng động vật săn mồi hiện diện. Ngược lại, số 
lượng kẻ săn mồi cũng tác động đến sự tồn tại của 
con mồi trong khu vực. Vì vậy, các phương trình vi 
phân mô tả quần thể của con mồi hoặc động vật săn 
mồi liên quan một cách chặt chẽ đến quần thể của 
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loài kia. Để giải quyết vấn đề này, cần phải giải đồng 
thời một hệ hai phương trình vi phân để xác định 
quần thể của cả con mồi và động vật săn mồi, ví dụ 
như được minh họa ở (Cushing, 1980; Langa et al., 
2003; Carvalho et al., 2013; Zhao, 2020; Guo, 
2023). 

Mô hình Lotka-Volterra cung cấp một cách tiếp 
cận đơn giản nhưng mạnh mẽ để hiểu quá trình biến 
động số lượng cá thể giữa các loài săn mồi và con 
mồi. Các giả định chính của mô hình bao gồm: 

Số lượng cá thể không giới hạn, điều này có 
nghĩa là nếu không có tác động từ loài khác, số 
lượng cá thể của mỗi loài sẽ tăng vô hạn theo một 
tốc độ cố định. 

Tương tác ăn thịt là số lượng cá thể của loài săn 
mồi giả sử giảm với tốc độ tỷ lệ thuận với số lượng 
thợ săn và ngược lại, số lượng cá thể của loài thợ săn 
giả định tăng với tốc độ tỷ lệ thuận với số lượng loài 
săn mồi. 

Hệ số sinh sản là số lượng cá thể tăng với tốc độ 
tỷ lệ thuận với số lượng cá thể hiện tại của loài đó. 

Tác động tự nhiên có nghĩa số lượng cá thể giả 
sử giảm với một tốc độ cố định, đại diện cho các yếu 
tố như kém chất dinh dưỡng, bệnh tật, hay sự cạnh 
tranh với loài khác ngoài tương tác ăn thịt. 

Trong bài báo này, tính chất định tính quanh các 
điểm cân bằng của hệ LVS được tập trung nghiên 
cứu, đặc biệt xây dựng điều kiện để hai loài cùng tồn 
tại và ổn định, đồng thời phân tích tính ổn định tại 
các điểm cân bằng mà cả hai loài cùng tuyệt chủng 
hay tại điểm cân bằng mà một trong hai loài bị tuyệt 
chủng. Bên cạnh đó, ví dụ cụ thể được đưa ra để 
kiểm chứng các kết quả lý thuyết đã được chứng 
minh. Một hệ các phương trình vi phân được xem 
xét nhằm mô tả tương tác phức tạp giữa con mồi và 
động vật săn mồi với sáu tham số 
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(1) 

trong đó 𝑥𝑥(𝑑𝑑)và 𝑦𝑦(𝑑𝑑) là các hàm số theo 𝑑𝑑 thể 
hiện mật độ của hai loài cạnh tranh và chúng ta có 
thể giả sử rằng 𝑥𝑥(𝑑𝑑)và 𝑦𝑦(𝑑𝑑) là quần thể loài không 

âm. Các hằng số 𝑎𝑎𝑖𝑖 , 𝑏𝑏𝑖𝑖 ,𝛽𝛽𝑖𝑖 , (𝑖𝑖 = 1,2) đều dương. Ở 
đây 𝛽𝛽1,𝛽𝛽2 đại diện cho tốc độ tăng trưởng của hai 
loài và 𝑏𝑏1,𝑏𝑏2 đo lường tác động của sự tương tác 
giữa hai loài. Các hệ số 𝑎𝑎1,𝑎𝑎2 là sức chịu đựng của 
hai loài đối với tác động từ môi trường. 

Định nghĩa 1.1. Nếu 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 𝑔𝑔(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 0 tại 
điểm (𝑥𝑥0,𝑦𝑦0), thì (𝑥𝑥0,𝑦𝑦0) là điểm cân bằng. Đôi khi, 
nó cũng có thể được gọi là điểm kỳ dị hoặc điểm tới 
hạn. 

Giả sử (𝑥𝑥0,𝑦𝑦0) là điểm cân bằng của hệ (1), và 
tồn tại các đạo hàm riêng của 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦),𝑔𝑔(𝑥𝑥,𝑦𝑦) tại 
𝑂𝑂(0,0). Chúng ta có thể sử dụng phép tịnh tiến về 
gốc toạ độ và áp dụng khai triển Taylor của chúng 
gần gốc toạ độ như sau: 
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Kết hợp (1), (2) và (3) ta được ma trận jacobian 

𝐽𝐽 = �
𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑥𝑥

(0,0) 𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝜕𝜕

(0,0)
𝜕𝜕𝑔𝑔
𝜕𝜕𝑥𝑥

(0,0) 𝜕𝜕𝑔𝑔
𝜕𝜕𝜕𝜕

(0,0)
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Từ (1) và (4) ta suy ra  

� 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑥𝑥, 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑦𝑦�

⊤
= 𝐽𝐽(𝑥𝑥,𝑦𝑦)⊤,    𝑑𝑑 ∈ ℝ+.        (5) 

Bây giờ chúng ta giải (5), giả sử nghiệm có dạng  

�𝑥𝑥(𝑑𝑑),𝑦𝑦(𝑑𝑑)� = 𝐶𝐶�𝑒𝑒𝜆𝜆𝑑𝑑 , 𝑒𝑒𝜆𝜆𝑑𝑑�,    𝑑𝑑 ∈ ℝ+,      (6) 

ở đây 𝐶𝐶, 𝜆𝜆 là các hằng số, không mất tính tổng 
quát, trong nội dung bài báo, các giá trị riêng 𝜆𝜆 chỉ 
xét là số thực. 

Thế  (6) vào (5) ta được phương trình đặc trưng  

𝑐𝑐ℎ𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜆𝜆) = |𝐽𝐽 − 𝜆𝜆ℐ| = 𝟎𝟎,          (7) 

ℐ là ma trận đơn vị, và 𝟎𝟎 = (0,0). Giải phương 
trình (7) ta được hai giá trị riêng của 𝐽𝐽 là  

𝜆𝜆1,2 = 𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(𝐽𝐽)±�(𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(𝐽𝐽))2−4𝑑𝑑𝑡𝑡𝑑𝑑(𝐽𝐽)
2

.        (8) 
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Giả sử (𝑑𝑑𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑒𝑒(𝐽𝐽))2 − 4𝑑𝑑𝑒𝑒𝑑𝑑(𝐽𝐽) > 0, khi đó, hai 
giá trị riêng 𝜆𝜆1 và 𝜆𝜆2 là thực, khác không. Hơn nữa 
chúng ta có hai vector riêng 𝜓𝜓1,𝜓𝜓2ứng với hai giá 
trị riêng 𝜆𝜆1 và 𝜆𝜆2 là độc lập tuyến tính. Suy ra tồn tại 
một ma trận không suy biến 𝔐𝔐 = (𝜓𝜓1,𝜓𝜓2)⊤. Áp 
dụng phép biến đổi tuyến tính  

𝑋𝑋 = 𝔐𝔐𝑌𝑌𝛩𝛩,                                (9) 

trong đó 𝑋𝑋 = (𝑥𝑥,𝑦𝑦),𝑌𝑌𝛩𝛩 = (𝑥𝑥𝛩𝛩,𝑦𝑦𝛩𝛩), khi đó (5) 
trở thành 

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑌𝑌𝛩𝛩(𝑑𝑑) = 𝔐𝔐−1𝐽𝐽𝔐𝔐𝑌𝑌𝛩𝛩(𝑑𝑑)      

                          = 𝔐𝔐−1𝐽𝐽(𝜓𝜓1,𝜓𝜓2)⊤𝑌𝑌𝛩𝛩(𝑑𝑑) 

                                 = 𝔐𝔐−1(𝜆𝜆1𝜓𝜓1,𝜆𝜆2𝜓𝜓2)⊤𝑌𝑌𝛩𝛩(𝑑𝑑) 

                = 𝔇𝔇𝑌𝑌𝛩𝛩(𝑑𝑑), 𝑑𝑑 ∈ ℝ+,    (10) 

với 𝔇𝔇 là ma trận đường chéo với các phần tử là 
𝜆𝜆1 và 𝜆𝜆2. 

Nhận xét 1.2. Phép biến đổi tuyến tính của 
phương trình (9) không làm thay đổi tính chất định 
tính của nghiệm, vì vậy chúng ta sẽ xem xét nghiệm 
của phương trình (10) thay vì phương trình (5). 

Chúng ta viết phương trình (10) lại như sau 
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑥𝑥𝛩𝛩(𝑑𝑑) = 𝜆𝜆1𝑥𝑥𝛩𝛩(𝑑𝑑), 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑦𝑦𝛩𝛩(𝑑𝑑) = 𝜆𝜆2𝑦𝑦(𝑑𝑑).      (11) 

Nếu (𝑥𝑥0𝛩𝛩,𝑦𝑦0𝛩𝛩), là các giá trị ban đầu của (𝑥𝑥𝛩𝛩,𝑦𝑦𝛩𝛩), 
thì nghiệm của các phương trình (11) lần lượt là 

𝑥𝑥𝛩𝛩(𝑑𝑑) = 𝑥𝑥0𝛩𝛩(𝑑𝑑)𝑒𝑒𝜆𝜆1(𝑑𝑑),𝑦𝑦𝛩𝛩(𝑑𝑑) = 𝑦𝑦0𝛩𝛩(𝑑𝑑)𝑒𝑒𝜆𝜆2(𝑑𝑑).(12) 

Từ (12), chúng ta có nhận xét sau: 

Nhận xét 1.3. Giả sử 𝜆𝜆1 và 𝜆𝜆2 là hai giá trị riêng 
thực phân biệt, ta có ba trường hợp sau: 

i) Nếu cả hai 𝜆𝜆1 và 𝜆𝜆2 đều âm, thì 𝑥𝑥𝛩𝛩(𝑑𝑑) và 𝑦𝑦𝛩𝛩(𝑑𝑑) 
tiến về gốc toạ độ khi 𝑑𝑑tiến về dương vô cùng. Khi 
đó, điểm cân bằng 𝑋𝑋 là một nút ổn định tiệm cận. 

ii) Nếu cả hai 𝜆𝜆1 và 𝜆𝜆2 đều dương, thì 𝑥𝑥𝛩𝛩(𝑑𝑑) và 
𝑦𝑦𝛩𝛩(𝑑𝑑) tiến tới vô cùng khi 𝑑𝑑 tiến tới dương vô cùng. 
Khi đó, điểm cân bằng 𝑋𝑋 là một nút không ổn định. 

iii) Nếu 𝜆𝜆1 và 𝜆𝜆2 trái dấu thì khi 𝑑𝑑 tiến tới vô cùng 
thì 𝑥𝑥𝛩𝛩(𝑑𝑑) tiến đến vô cùng trong khi 𝑦𝑦𝛩𝛩(𝑑𝑑) tiến đến 
gốc toạ độ (hoặc ngược lại). Khi đó, điểm cân bằng 
𝑋𝑋 là điểm yên ngựa và không ổn định. 

2. ĐIỀU KIỆN TỐI ƯU CHO HAI LOẠI 
CÙNG TỒN TẠI 

2.1. Điểm cân bằng của hệ 

Để tìm điểm cân bằng của (1), chúng ta giải 
𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 0 và 𝑔𝑔(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 0, ta được tập các điểm 
cân bằng  

𝔖𝔖 =

�
𝑂𝑂 = (0,0),𝐸𝐸1 = (𝑎𝑎1, 0),𝐸𝐸2 = (0,𝑎𝑎2),
𝐸𝐸∗ = �𝑡𝑡2−𝑡𝑡1𝑏𝑏2

1−𝑏𝑏1𝑏𝑏2
, 𝑡𝑡1−𝑡𝑡2𝑏𝑏1
1−𝑏𝑏1𝑏𝑏2

� , 𝑏𝑏1𝑏𝑏2 ≠ 1 �.     (12) 

Trong bài báo này, tập hợp các điểm cân bằng 
𝔖𝔖 ⊂ ℝ+

2  được xem xét. Tại 𝑂𝑂 = (0,0) thì cả hai loài 
điều tuyệt chủng, còn tại 𝐸𝐸1 = (𝑎𝑎1, 0)và 𝐸𝐸2 =
(0,𝑎𝑎2) thể hiện sự tuyệt chủng của ít nhất một trong 
hai loài. Trong nội dung bài báo này, chúng ta xây 
dựng điều kiện đối với 𝑏𝑏1 và 𝑏𝑏2sao cho điểm cân 
bằng 𝐸𝐸∗ = �𝑡𝑡2−𝑡𝑡1𝑏𝑏2

1−𝑏𝑏1𝑏𝑏2
, 𝑡𝑡1−𝑡𝑡2𝑏𝑏1
1−𝑏𝑏1𝑏𝑏2

� có thể dẫn đến sự 
cùng tồn tại ổn định của hai loài.  

2.2. Phân tích tính ổn định tại điểm cân bằng 

Tính chất định tính được kiểm tra tại các điểm 
cân bằng của hệ (1) 

Định lý 2.1. Cho 𝑎𝑎1,𝑎𝑎2, 𝑏𝑏1,𝑏𝑏2 là những số 
dương và 𝑏𝑏1, 𝑏𝑏2 khác 1, ta có những khẳng định sau 
đây. 

i)  Điểm cân bằng 𝑂𝑂 = (0,0) luôn là nút không 
ổn định. 

ii) Nếu 𝑏𝑏2 > 𝑡𝑡2
𝑡𝑡1

 thì điểm cân bằng 𝐸𝐸1 = (𝑎𝑎1, 0) 
là nút ổn định tiệm cận. 

iii) Nếu 𝑏𝑏1 > 𝑡𝑡1
𝑡𝑡2

 thì điểm cân bằng 𝐸𝐸2 =
(0,𝑎𝑎2)là nút ổn định tiệm cận. 

Định lý 2.2. Cho 𝑎𝑎1,𝑎𝑎2, 𝑏𝑏1,𝑏𝑏2 là những số 
dương và 𝑏𝑏1, 𝑏𝑏2 khác 1, ta có những khẳng định sau 
đây: 

i) Nếu 𝑏𝑏2 < 𝑡𝑡2
𝑡𝑡1

 thì điểm cân bằng 𝐸𝐸1 = (𝑎𝑎1, 0) là 
điểm yên ngựa không ổn định. 

ii) Nếu 𝑏𝑏1 < 𝑡𝑡1
𝑡𝑡2

 thì điểm cân bằng 𝐸𝐸2 = (0,𝑎𝑎2) 
là điểm yên ngựa không ổn định. 

Định lý 2.3 (Điều kiện tối ưu cho hai loài cùng 
tồn tại ổn định). Giả sử 𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑏𝑏1,𝑏𝑏2 là các hằng số 
dương và 𝐸𝐸∗ = �𝑡𝑡2−𝑡𝑡1𝑏𝑏2

1−𝑏𝑏1𝑏𝑏2
, 𝑡𝑡1−𝑡𝑡2𝑏𝑏1
1−𝑏𝑏1𝑏𝑏2

�, ta có các kết 
luận sau 
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i) Nếu 𝑏𝑏1 > 𝑡𝑡1
𝑡𝑡2

 và 𝑏𝑏2 > 𝑡𝑡2
𝑡𝑡1

 thì điểm cân bằng 

𝐸𝐸∗ = �𝑡𝑡2−𝑡𝑡1𝑏𝑏2
1−𝑏𝑏1𝑏𝑏2

, 𝑡𝑡1−𝑡𝑡2𝑏𝑏1
1−𝑏𝑏1𝑏𝑏2

� là điểm yên ngựa không ổn 
định. 

ii) Nếu 𝑏𝑏1 < 𝑡𝑡1
𝑡𝑡2

 và 𝑏𝑏2 < 𝑡𝑡2
𝑡𝑡1

 thì điểm cân bằng 

𝐸𝐸∗ = �𝑡𝑡2−𝑡𝑡1𝑏𝑏2
1−𝑏𝑏1𝑏𝑏2

, 𝑡𝑡1−𝑡𝑡2𝑏𝑏1
1−𝑏𝑏1𝑏𝑏2

� là nút ổn định tiệm cận. 

Từ Định lý 2.3 ta thấy, để hai loài trong quần thể 
cùng tồn tại và ổn định thì ta cần điều khiển tham số 
𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑏𝑏1,𝑏𝑏2 thoả mãn ii) của Định lý 2.3.  

3. CHỨNG MINH ĐỊNH LÝ 

Chứng minh Định lý 2.1. Tại gốc toạ độ 𝑂𝑂 =
(0,0) ta thực hiện tuyến tính hoá theo công thức  

𝑥𝑥  ∗ = 𝑥𝑥 −  0, 𝑦𝑦  ∗ = 𝑥𝑥 −  0 

ta suy ra ma trận jacobian  

𝐽𝐽 = �𝛽𝛽1 0
0 𝛽𝛽2

�. 

Khi đó, giá trị riêng của 𝐽𝐽 là 𝜆𝜆1 = 𝛽𝛽1, 𝜆𝜆2 = 𝛽𝛽2 
đều dương, vì vậy 𝑂𝑂 = (0,0) là nút không ổn định. 
Từ đó ta được chứng minh i). 

Tại điểm cân bằng 𝐸𝐸1 = (𝑎𝑎1, 0), sử dụng phép 
biến đổi  

𝑥𝑥  ∗ = 𝑥𝑥 −  𝑎𝑎1, 𝑦𝑦 ∗ = 𝑥𝑥 −  0 

ta được   

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑥𝑥∗(𝑑𝑑) = 𝛽𝛽1 �1 −

1
𝑎𝑎1

(𝑥𝑥∗ + 𝑎𝑎1) −
𝑏𝑏1
𝑎𝑎1
𝑦𝑦∗�

(𝑥𝑥∗ + 𝑎𝑎1),
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑦𝑦∗(𝑑𝑑) = 𝛽𝛽2 �1 −

1
𝑎𝑎2
𝑦𝑦∗ −

𝑏𝑏2
𝑎𝑎2

(𝑥𝑥∗ + 𝑎𝑎1)� 𝑦𝑦∗,

𝑑𝑑 ∈ ℝ+,

 

suy ra 

𝐽𝐽 = �
−𝛽𝛽1 −𝛽𝛽1𝑏𝑏1

0 𝛽𝛽2 �1 −
𝑎𝑎1𝑏𝑏2
𝑎𝑎2

��. 

Khi đó, các giá trị riêng là 𝜆𝜆1 = −𝛽𝛽1, 𝜆𝜆2 =
𝛽𝛽2 �1 − 𝑡𝑡1𝑏𝑏2

𝑡𝑡2
�, theo giả thuyết ii) ta có 𝑏𝑏2 > 𝑡𝑡2

𝑡𝑡1
 nên 

1 − 𝑡𝑡1𝑏𝑏2
𝑡𝑡2

< 0, mà 𝛽𝛽2 > 0 suy ra 𝜆𝜆2 < 0. Do đó, 
𝜆𝜆1, 𝜆𝜆2 đều âm, điều đó chứng tỏ điểm cân bằng 𝐸𝐸1 =
(𝑎𝑎1, 0) là nút ổn định tiệm cận, ta suy ra được ii). 

Tại điểm cân bằng 𝐸𝐸2 = (0,𝑎𝑎2), ta có phép biến 
đổi sau 

𝑥𝑥  ∗ = 𝑥𝑥 −  0, 𝑦𝑦 ∗ = 𝑥𝑥 −  𝑎𝑎2 

ta được 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑥𝑥∗(𝑑𝑑) = 𝛽𝛽1 �1 −

1
𝑎𝑎1
𝑥𝑥∗ −

𝑏𝑏1
𝑎𝑎1

(𝑦𝑦∗ + 𝑎𝑎2)� 𝑥𝑥∗,

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑦𝑦∗(𝑑𝑑) = 𝛽𝛽2 �1 −

1
𝑎𝑎2

(𝑦𝑦∗ + 𝑎𝑎2) −
𝑏𝑏2
𝑎𝑎2
𝑥𝑥∗� (𝑦𝑦∗ + 𝑎𝑎2),

𝑑𝑑 ∈ ℝ+,

 

suy ra   

𝐽𝐽 = �𝛽𝛽1 �1 −
𝑎𝑎2𝑏𝑏1
𝑎𝑎1

� 0

−𝛽𝛽2𝑏𝑏2 −𝛽𝛽2
�. 

Từ 𝐽𝐽 ta giải phương trình đặc trưng và suy ra 
được các giá trị riêng 𝜆𝜆1 = 𝛽𝛽1 �1 − 𝑡𝑡2𝑏𝑏1

𝑡𝑡1
� , 𝜆𝜆2 =

−𝛽𝛽2. Nếu 𝑏𝑏1 > 𝑡𝑡1
𝑡𝑡2

, suy ra  𝑡𝑡2𝑏𝑏1
𝑡𝑡1

> 1,nên 1 − 𝑡𝑡2𝑏𝑏1
𝑡𝑡1

<
0,mà 𝛽𝛽1 > 0 do đó 𝜆𝜆1, 𝜆𝜆2tất cả điều âm, ta được 
chứng minh iii).                                                                       □ 

Chứng minh Định lý 2.2. 

Chứng minh tương tự như Định lý 2.1 ta có: 

Khi 𝑏𝑏2 < 𝑡𝑡2
𝑡𝑡1

 tại điểm cân bằng 𝐸𝐸1 = (𝑎𝑎1, 0) ta 
suy ra ma trận jacobian có hai giá trị riêng trái dấu, 
điều đó chứng tỏ 𝐸𝐸1 = (𝑎𝑎1, 0) là điểm yên ngựa 
không ổn định, từ đây có được i). 

Khi 𝑏𝑏1 < 𝑡𝑡1
𝑡𝑡2

 tại điểm cân bằng 𝐸𝐸2 = (0,𝑎𝑎2) hai 
giá trị riêng của ma trận Jacobian trái dấu, suy ra 
𝐸𝐸2 = (0,𝑎𝑎2) là điểm yên ngựa không ổn định, từ 
đây suy ra ii).                                                        □ 

Chứng minh Định lý 2.3. 

Tại điểm cân bằng 𝐸𝐸∗ = �𝑡𝑡2−𝑡𝑡1𝑏𝑏2
1−𝑏𝑏1𝑏𝑏2

, 𝑡𝑡1−𝑡𝑡2𝑏𝑏1
1−𝑏𝑏1𝑏𝑏2

� =
(𝑥𝑥𝑡𝑡 ,𝑦𝑦𝑡𝑡), trong đó 𝑥𝑥𝑡𝑡và 𝑦𝑦𝑡𝑡 không âm. Ta thực hiện 
biến đổi theo công thức  

𝑥𝑥  ∗ = 𝑥𝑥 −  𝑥𝑥𝑡𝑡 , 𝑦𝑦  ∗ = 𝑥𝑥 −  𝑥𝑥𝑡𝑡 

thế vào (1) ta được 

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑥𝑥∗(𝑑𝑑) = 𝛽𝛽1 �

𝑎𝑎1 − (𝑥𝑥  ∗  +  𝑥𝑥𝑡𝑡) − 𝑏𝑏1(𝑦𝑦∗ + 𝑦𝑦𝑡𝑡)
𝑎𝑎1

�

(𝑥𝑥  ∗  +  𝑥𝑥𝑡𝑡),
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑦𝑦∗(𝑑𝑑) = 𝛽𝛽2 �

𝑎𝑎2 − (𝑦𝑦 ∗  +  𝑦𝑦𝑡𝑡) − 𝑏𝑏2(𝑥𝑥∗ + 𝑥𝑥𝑡𝑡)
𝑎𝑎2

�

(𝑦𝑦∗ + 𝑦𝑦𝑡𝑡),
𝑑𝑑 ∈ 𝑅𝑅+.

 

(13) 

Biến đổi (13) ta suy ra  
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𝐽𝐽

=

⎝

⎜
⎛ −𝛽𝛽1

𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1𝑏𝑏2
1 − 𝑏𝑏1𝑏𝑏2

−𝛽𝛽1
𝑏𝑏1𝑎𝑎2(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1𝑏𝑏2)
𝑎𝑎1(1 − 𝑏𝑏1𝑏𝑏2)

−𝛽𝛽2
𝑏𝑏2𝑎𝑎1(𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2𝑏𝑏1)
𝑎𝑎2(1 − 𝑏𝑏1𝑏𝑏2)

−𝛽𝛽2
𝑎𝑎1 − 𝑎𝑎2𝑏𝑏1
1 − 𝑏𝑏1𝑏𝑏2 ⎠

⎟
⎞

. 

Khi đó, các giá trị riêng là  

𝜆𝜆1,2 =
𝑑𝑑𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑒𝑒(𝐽𝐽) ± �(𝑑𝑑𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑒𝑒(𝐽𝐽))2 − 4𝑑𝑑𝑒𝑒𝑑𝑑(𝐽𝐽)

2
. 

Ta có, nếu  𝑏𝑏1 < 𝑡𝑡1
𝑡𝑡2

 và 𝑏𝑏2 < 𝑡𝑡2
𝑡𝑡1

 thì tất cả 𝜆𝜆1, 𝜆𝜆2 
đều âm, từ đây suy ra điểm cân bằng 𝐸𝐸∗ = (𝑥𝑥𝑡𝑡 ,𝑦𝑦𝑡𝑡) 
là ổn định tiệm cận, ta được chứng minh i). 

Ngược lại nếu 𝑏𝑏1 > 𝑡𝑡1
𝑡𝑡2

 và 𝑏𝑏2 > 𝑡𝑡2
𝑡𝑡1

, các giá trị 
riêng 𝜆𝜆1, 𝜆𝜆2 trái dấu nên điểm cân bằng 𝐸𝐸∗ =
(𝑥𝑥𝑡𝑡 ,𝑦𝑦𝑡𝑡) là điểm yên ngựa không ổn định, đó là 
chứng minh ii).                             □ 

Nhận xét 3.1. Từ các kết quả của Định lý 2.1, 
Định lý 2.2 và Định lý 2.3 chúng ta có bảng tổng 
hợp về tính chất định tính tại các điểm cân bằng như 
sau: 

Bảng 1. Tính chất định tính của các điểm cân bằng 
Điều kiện 

Điểm cân bằng 
𝑏𝑏1 < 𝑡𝑡1

𝑡𝑡2
 và 𝑏𝑏2 < 𝑡𝑡2

𝑡𝑡1
 𝑏𝑏1 > 𝑡𝑡1

𝑡𝑡2
 và 𝑏𝑏2 > 𝑡𝑡2

𝑡𝑡1
 

𝑂𝑂 = (0,0) Nút không ổn định Nút không ổn định 
𝐸𝐸1 = (𝑎𝑎1, 0) Điểm yên ngựa không ổn định Nút ổn định tiệm cận 
𝐸𝐸2 = (0,𝑎𝑎2) Điểm yên ngựa không ổn định Nút ổn định tiệm cận 
𝐸𝐸∗ = (𝑥𝑥𝑡𝑡 ,𝑦𝑦𝑡𝑡) Nút ổn định tiệm cận Điểm yên ngựa không ổn định 

4. MÔ PHỎNG BẰNG SỐ KẾT QUẢ LÝ 
THUYẾT 

4.1. Trường hợp 𝒃𝒃𝟏𝟏 < 𝒂𝒂𝟏𝟏
𝒂𝒂𝟐𝟐

 và 𝒃𝒃𝟐𝟐 < 𝒂𝒂𝟐𝟐
𝒂𝒂𝟏𝟏

 

Xét trường hợp 𝑏𝑏1 < 𝑡𝑡1
𝑡𝑡2

 và 𝑏𝑏2 < 𝑡𝑡2
𝑡𝑡1

, khi cho các 

giá trị tham số 𝑎𝑎1 = 2,𝑎𝑎2 = 1, 𝑏𝑏1 = 1
3

, 𝑏𝑏2 = 1
4

,𝛽𝛽1 =
𝛽𝛽2 = 1.  

Trong Hình 1, ta có các đường 𝑥𝑥-nullclines và 𝑦𝑦- 
nullclines cắt nhau tại 𝑂𝑂 = (0,0), 𝐸𝐸1 = (2,0), 𝐸𝐸2 =
(0,1) và 𝐸𝐸∗ = (1.739,0.783). Ở mỗi điểm cắt tạo 
thành bốn vùng mặt phẳng. Dễ dàng quan sát được 
tại gốc toạ độ 𝑂𝑂 = (0,0) quỹ đạo các đường cong 
nghiệm của hệ tại các vùng (𝐼𝐼𝐼𝐼, 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼,𝑉𝑉𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼, 𝐼𝐼𝑋𝑋) đều 
hướng ra khi 𝑑𝑑 → +∞, do đó điểm cân bằng 𝑂𝑂 =
(0,0)là nút không ổn định. 

Tại 𝐸𝐸1 = (2,0), ta có tại vùng (𝐼𝐼) quỹ đạo đường 
cong nghiệm di chuyển từ phải sang trái rồi lên trên, 
vùng (𝐼𝐼𝐼𝐼) quỹ đạo đường cong nghiệm di chuyển từ 
trái sang phải rồi lên trên, vùng (𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼) quỹ đạo đường 
cong nghiệm từ trái sang phải rồi đi xuống, vùng 
(𝐼𝐼𝑉𝑉) đi từ phải sang trái rồi đi xuống, điều này cho 
thấy điểm cân bằng 𝐸𝐸1 = (2,0) là điểm yên ngựa và 
không ổn định.  

Phân tích tương tự 𝐸𝐸1 = (2,0), ta cũng có điểm 
cân bằng 𝐸𝐸2 = (0,1) là điểm yên ngựa và không ổn 
định.  

Bây giờ ta phân tích tính chất ổn định tại điểm 
cân bằng mà cả hai loài (con mồi và thú ăn thịt) cùng 
tồn tại. Ta có, tại 𝐸𝐸∗ = (1.739,0.783), tất cả bốn 
vùng (𝐼𝐼,𝐼𝐼𝐼𝐼,𝑉𝑉,𝑉𝑉𝐼𝐼𝐼𝐼) quỹ đạo nghiệm của hệ đều hướng 
về điểm cân bằng 𝐸𝐸∗ = (1.739,0.783) từ mọi 
hướng, điều đó chứng tỏ điểm cân bằng 𝐸𝐸∗ =
(1.739,0.783) là nút ổn định tiệm cận.   

Trong Hình 2, quỹ đạo của trường vector quanh 
các điểm cân bằng được mô tả. Ta thấy, tại điểm cân 
bằng 𝑂𝑂 = (0,0) các vector trong vùng 
(𝐼𝐼𝐼𝐼, 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼,𝑉𝑉𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼, 𝐼𝐼𝑋𝑋) đều hướng ra, nên tại 𝑂𝑂 = (0,0) 
cũng thể hiện tính chất là không ổn định.  

Tại 𝐸𝐸1 = (2,0) các vector trong vùng (𝐼𝐼) hướng 
từ phải sang trái và đi lên, vùng (𝐼𝐼𝐼𝐼) các vector 
hướng từ trái sang phải và đi lên, vùng (𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼) các 
vector hướng từ trái sang phải và đi xuống, còn tại 
vùng (𝐼𝐼𝑉𝑉) hướng từ phải sang trái và đi xuống. Điều 
đó dẫn đến tại điểm cân bằng 𝐸𝐸1 = (2,0) là điểm 
yên ngựa và không ổn định.  

Phân tích tương tự 𝐸𝐸1 = (2,0), tại điểm cân bằng 
𝐸𝐸2 = (0,1), ta cũng kết luận là điểm yên ngựa và 
không ổn định.  

Trong khi đó, tại điểm cân bằng 𝐸𝐸∗ =
(1.739,0.783) hình ảnh trường vector tại các vùng 
(𝐼𝐼,𝐼𝐼𝐼𝐼,𝑉𝑉,𝑉𝑉𝐼𝐼𝐼𝐼) đều hướng về 𝐸𝐸∗ = (1.739,0.783), điều 
đó có nghĩa là khi 𝑑𝑑 → +∞ thì 𝑥𝑥(𝑑𝑑) → 0và 𝑦𝑦(𝑑𝑑) →
0, suy ra điểm cân bằng 𝐸𝐸∗ = (1.739,0.783) là nút 
ổn định tiệm cận.   
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Hình 1. Quỹ đạo nghiệm của hệ quanh điểm cân bằng 

Kết quả thực nghiệm cho trường hợp  1 2
1 2 1 2 1 2 1 2

2 1

1 1
, , 2, 1, , , 1

3 4

a a
b b a a b b

a a
          

 
Hình 2. Quỹ đạo của trường vector quanh điểm cân bằng 

Kết quả thực nghiệm cho trường hợp  1 2
1 2 1 2 1 2 1 2

2 1

1 1
, , 2, 1, , , 1

3 4

a a
b b a a b b

a a
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4.2. Trường hợp 𝒃𝒃𝟏𝟏 > 𝒂𝒂𝟏𝟏
𝒂𝒂𝟐𝟐

 và 𝒃𝒃𝟐𝟐 > 𝒂𝒂𝟐𝟐
𝒂𝒂𝟏𝟏

 

Ta xét trường hợp 𝑏𝑏1 > 𝑡𝑡1
𝑡𝑡2

 và 𝑏𝑏2 > 𝑡𝑡2
𝑡𝑡1

, khi cho 

các giá trị tham số 𝑎𝑎1 = 𝑎𝑎2 = 1, 𝑏𝑏1 = 𝑏𝑏2 = 4
3

,𝛽𝛽1 =
𝛽𝛽2 = 1.  

Hình 3. Ta có các  đường 𝑥𝑥-nullclines và 𝑦𝑦- 
nullclines cắt nhau tại 𝑂𝑂 = (0,0), 𝐸𝐸1 = (1,0), 𝐸𝐸2 =
(0,1) và 𝐸𝐸∗ = (0.4,0.4). Ở mỗi điểm cắt cũng tạo 
thành bốn vùng mặt phẳng. Dễ dàng quan sát được 
tại gốc toạ độ 𝑂𝑂 = (0,0) quỹ đạo các đường cong 
nghiệm của hệ tại các vùng (𝑉𝑉,𝑉𝑉𝐼𝐼,𝑉𝑉𝐼𝐼𝐼𝐼, 𝐼𝐼𝑋𝑋) đều 
hướng ra, hay 𝑑𝑑 → +∞, thì 𝑥𝑥(𝑑𝑑) → ∞ và 𝑦𝑦(𝑑𝑑) → ∞. 
Do đó, điểm cân bằng 𝑂𝑂 = (0,0)ở trạng thái không 
ổn định. 

Tại 𝐸𝐸1 = (1,0), ta có quỹ đạo đường cong 
nghiệm của hệ trong vùng (𝐼𝐼, 𝐼𝐼𝐼𝐼,𝑉𝑉𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼, 𝐼𝐼𝑋𝑋) tất cả 
hướng vào 𝐸𝐸1 = (1,0), Do đó, nếu 𝑑𝑑 → +∞ thì 
𝑥𝑥(𝑑𝑑) → 0 và 𝑦𝑦(𝑑𝑑) → 0. Suy ra điểm cân bằng 𝐸𝐸1 =
(1,0) là nút ổn định tiệm cận. 

Tại 𝐸𝐸2 = (0,1) quỹ đạo các đường cong nghiệm 
của hệ trong các vùng (𝐼𝐼𝐼𝐼, 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼, 𝐼𝐼𝑉𝑉, 𝐼𝐼𝑋𝑋) cũng giống 

như tại 𝐸𝐸1 = (1,0), tức là đều hướng vào 𝐸𝐸2 = (0,1) 
nên 𝐸𝐸2 = (0,1) là nút ổn định tiệm cận. 

Tại 𝐸𝐸∗ = (0.429,0.429), ta có quỹ đạo các 
đường cong nghiệm của hệ trong các vùng 
(𝐼𝐼𝐼𝐼, 𝐼𝐼𝑉𝑉,𝑉𝑉𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼, 𝐼𝐼𝑋𝑋) như sau: 

Trong vùng (𝐼𝐼𝐼𝐼), quỹ đạo các đường cong 
nghiệm của hệ đi từ phải sang trái rồi đi lên, vùng 
(𝐼𝐼𝑉𝑉) quỹ đạo các đường cong nghiệm của hệ đi từ 
trái sang phải rồi xoắn lên, vùng (𝐼𝐼𝑋𝑋) thì chia làm 
hai miền, một miền quỹ đạo các đường cong nghiệm 
của hệ đi từ trái sang phải rồi xoắn lên, và một miền 
quỹ đạo các đường cong nghiệm của hệ đi từ trái 
sang phải rồi xoắn xuống. Điều đó chứng tỏ điểm 
cân bằng 𝐸𝐸∗ = (0.429,0.429) là điểm yên ngựa và 
không ổn định. 

Hình 4. Qua hình ảnh trường vector ta có cách 
giải thích tương tự như cách giải thích trong Hình 2. 
Từ đó dẫn đến kết luận sau: 

Tại điểm cân bằng 𝑂𝑂 = (0,0)nút không ổn định, 
tại 𝐸𝐸1 = (1,0) và 𝐸𝐸2 = (0,1) nút ổn định tiệm cận, 
còn 𝐸𝐸∗ = (0.429,0.429) là điểm yên ngựa và không 
ổn định 

 
Hình 3. Quỹ đạo nghiệm của hệ quanh điểm cân bằng 

Kết quả thực nghiệm cho trường hợp  1 2
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Hình 4. Quỹ đạo của trường vector quanh điểm cân bằng 

Kết quả thực nghiệm cho trường hợp  1 2
1 2 1 2 1 2 1 2

2 1

4
, , 1, , 1

3

a a
b b a a b b

a a
         . 

5. KẾT LUẬN 

Sự hình thành quần thể và sự tồn tại lâu dài của 
chúng bằng cách nào đó có liên quan đến các nhân 
tố giúp chúng ổn định. Trong bài báo này, một mô 
hình động vật ăn thịt-con mồi được xem xét với 
những kẻ săn mồi tổng quát có khả năng thể hiện ổn 
định sáu tham số. Các trường hợp ổn định được phân 
tích tương đối đầy đủ tại các điểm cân bằng mà cả 
hai loài cùng tuyệt chủng, cũng như tại điểm cân 
bằng mà chỉ một trong hai loài tồn tại. Đặc biệt, các 
tham số được điều khiển trong mô hình một cách tối 

ưu để cả hai loài cùng tồn tại. Đó là cơ sở để nghiên 
cứu quần thể trong thế giới tự nhiên, giúp cho quần 
thể tồn tại ổn định. Các ví dụ cụ thể được sử dụng 
để phân tích và cho thấy đầy đủ kết quả lý thuyết 
chứng minh được qua hình ảnh quỹ đạo nghiệm và 
hình ảnh trường vector.  
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