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TÓM TẮT 
Bài báo nghiên cứu các tính chất cực trị và tính dừng của họ các 
ánh xạ đa trị. Các tính chất này là dạng mở rộng của các tính chất 
tương ứng của họ các tập hợp. Nguyên lý cực trị của họ các ánh 
xạ đa trị được thiết lập thông qua việc sử dụng các công cụ của 
giải tích biến phân hiện đại. Các kết quả được thiết lập cải tiến kết 
quả nghiên cứu của Mordukhovich và các cộng sự (2003). 

Từ khoá: Ánh xạ đa trị, dưới vi phân, nguyên lý cực trị, nón pháp 
tuyến 

ABSTRACT 
The paper investigates extremality and stationarity properties of 
collections of set-valued mappings on metric and normed spaces. 
These properties are generalizations of the corresponding 
properties of collections of sets. We establish an extremal principle 
for collections of set-valued mappings by using conventional 
techniques of modern variational analysis. The established result 
improves the work of Mordukhovich et al. (2003). 

Keywords: Extremal principle, normal cone, set-valued mapping, 
subdifferential 

1. GIỚI THIỆU 

Nguyên lý tách tập lồi đóng vai trò quan trọng 
trong nhiều khía cạnh của giải tích phi tuyến, tối ưu 
hóa và trong những ứng dụng khác của nó. Nhiều 
kết quả của giải tích lồi và ứng dụng của lý thuyết 
này vào các bài toán tối ưu lồi đều có liên quan đến 
nguyên lý tách lồi. Nguyên lý này cũng có thể được 
dùng để nghiên cứu các bài toán có dữ liệu không 
lồi bằng cách sử dụng các tập xấp xỉ lồi (nón tiếp 
xúc, đạo hàm theo hướng). Tuy nhiên, trong thực tế, 
có một lớp rất rộng các bài toán không thể vận dụng 
các tập xấp xỉ lồi hoặc có thể sử dụng được nhưng 
chưa mang lại những kết quả thỏa đáng. Khi đó, vấn 
đề đặt ra là có tồn tại hay không một nguyên lý tách 
các tập không lồi? 

Để giải quyết vấn đề tách những tập không lồi, 
trong những năm 1980, Mordukhovich and Kruger 

đã đưa những ý tưởng thông qua việc tiếp cận bằng 
không gian đối ngẫu. Kết quả này được biết dưới tên 
gọi “nguyên lý cực trị”, nguyên lý này được xem là 
bản sao của nguyên lý tách lồi, áp dụng được cho 
các tập nói chung là không lồi. Nguyên lý cực trị sử 
dụng nón pháp tuyến không lồi là cơ sở để xây dựng 
các quy tắc tính toán. Bản chất của nguyên lý cực trị 
là thiết lập các điều kiện cần đối ngẫu cho hệ cực trị 
không lồi. Nguyên lý cực trị được nhiều nhà toán 
học nghiên cứu theo nhiều hướng khác nhau: hệ vô 
hạn đếm được và không đếm được các tập, nghiên 
cứu trong không gian hữu hạn chiều và vô hạn chiều, 
thiết lập mối quan hệ của nguyên lý này với các 
nguyên lý quan trọng khác của giải tích biến phân, 
vận dụng nguyên lý cực trị để thiết lập các điều kiện 
cần tối ưu trong các bài toán tối ưu đa mục tiêu với 
các dữ kiệu khác nhau. 
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Định nghĩa 1.1 (Bui & Kruger, 2019) 

Cho 𝛺𝛺1, . . . ,𝛺𝛺𝑛𝑛 là các tập con khác rỗng của 
không gian định chuẩn X, và 𝑥̅𝑥 ∈ ⋂ 𝛺𝛺𝑖𝑖𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 . Họ tập 
hợp {𝛺𝛺1, . . . ,𝛺𝛺𝑛𝑛} được gọi là  

(i) cực trị tại 𝑥̅𝑥 nếu với mọi 𝜀𝜀 > 0, tồn tại 
𝑥𝑥1, . . . , 𝑥𝑥𝑛𝑛 ∈ 𝑋𝑋 thỏa ⋂ (𝛺𝛺𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑖𝑖) = ∅𝑛𝑛

𝑖𝑖=1  và 
max
1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛

‖𝑥𝑥𝑖𝑖‖ < 𝜀𝜀; 
(ii) cực trị địa phương tại  𝑥̅𝑥 nếu tồn tại 𝜌𝜌 > 0, 

sao cho với ε > 0, tồn tại 𝑥𝑥1, . . . , 𝑥𝑥𝑛𝑛 ∈ 𝑋𝑋 thỏa 
⋂ (𝛺𝛺𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑖𝑖) ∩ 𝐵𝐵𝜌𝜌(𝑥̅𝑥) = ∅𝑛𝑛
𝑖𝑖=1  và max

1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛
‖𝑥𝑥𝑖𝑖‖ < 𝜀𝜀; 

(iii) dừng tại  𝑥̅𝑥 với mọi 𝜀𝜀 > 0, có tồn tại 𝜌𝜌 ∈
(0, ε) và 𝑥𝑥1, . . . , 𝑥𝑥𝑛𝑛 ∈ 𝑋𝑋 thỏa ⋂ (𝛺𝛺𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑖𝑖) ∩𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
𝐵𝐵𝜌𝜌(𝑥̅𝑥) = ∅  và max

1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛
‖𝑥𝑥𝑖𝑖‖ < 𝜀𝜀𝜀𝜀; 

(iv) xấp xỉ dừng tại 𝑥̅𝑥 với mọi ε > 0, tồn tại 
𝜌𝜌 ∈ (0, 𝜀𝜀), 𝜔𝜔𝑖𝑖 ∈ 𝛺𝛺𝑖𝑖 ∩ 𝐵𝐵𝜌𝜌(𝑥̅𝑥), 𝑥𝑥1, . . . , 𝑥𝑥𝑛𝑛 ∈ 𝑋𝑋 thỏa 
⋂ (𝛺𝛺𝑖𝑖 − 𝜔𝜔𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑖𝑖) ∩ (𝜌𝜌𝜌𝜌) = ∅𝑛𝑛
𝑖𝑖=1  và max

1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛
‖𝑥𝑥𝑖𝑖‖ <

𝜀𝜀𝜀𝜀. 

Ví dụ 1.1 

Cho 𝜑𝜑:ℝ → ℝ ∪ {+∞}, và 𝑥̅𝑥 ∈ Ω ≔ [𝑎𝑎, 𝑏𝑏]. Nếu 
𝑥̅𝑥 là điểm cực tiểu địa phương của 𝜑𝜑 trên 𝛺𝛺, thì 
(𝑥̅𝑥,𝜑𝜑(𝑥̅𝑥) là điểm cực trị của {𝛺𝛺1,𝛺𝛺2}. 

 
Hình 1.1 Mối liên hệ giữa nghiệm của bài toán 

tối ưu với hệ cực trị của họ tập 

Nhận xét 1.1 (Bui & Kruger, 2019)   

Trong Định nghĩa 1.1, ta có (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii) ⇒
(iv). Trong trường hợp các tập hợp đang xét là lồi, 
thì các khái niệm trên là tương đương. 

Định lý 1.1 (Bui & Kruger, 2019)   

Cho 𝛺𝛺1, . . . ,𝛺𝛺𝑛𝑛 là tập con đóng khác rỗng của 
không gian Asplund X, và 𝑥̅𝑥 ∈ ⋂ 𝛺𝛺𝑖𝑖𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 . Các khẳng 
định sau là tương đương: 

(i) họ tập hợp {𝛺𝛺1, . . . ,𝛺𝛺𝑛𝑛} là xấp xỉ dừng tại 𝑥̅𝑥; 

(ii) với mọi 𝜀𝜀 > 0, tồn tại 𝜔𝜔𝑖𝑖 ∈ 𝛺𝛺𝑖𝑖 ∩ 𝐵𝐵𝜀𝜀(𝑥̅𝑥), 𝑥𝑥𝑖𝑖∗ ∈
 𝑁𝑁𝛺𝛺𝑖𝑖(𝜔𝜔𝑖𝑖) (𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛) thoả ‖∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖∗𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 ‖ < 𝜀𝜀 và 
∑ ‖𝑥𝑥𝑖𝑖∗‖ = 1;𝑛𝑛
𝑖𝑖=1  

(iii) với mọi ε > 0, tồn tại 𝜔𝜔𝑖𝑖 ∈ 𝛺𝛺𝑖𝑖 ∩ 𝐵𝐵𝜀𝜀(𝑥̅𝑥) 
và 𝑥𝑥1∗, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛∗ ∈ 𝑋𝑋∗  thoả ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖∗𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 = 0,
∑ 𝑑𝑑 �𝑥𝑥𝑖𝑖∗,𝑁𝑁𝛺𝛺𝑖𝑖(𝜔𝜔𝑖𝑖)� < ε,𝑛𝑛
𝑖𝑖=1   ∑ ‖𝑥𝑥𝑖𝑖∗‖ = 1𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 . 

Các tính chất trong Định nghĩa 1.1 về cơ bản có 
chung một bản chất, đó là khi thực hiện phép tịnh 
tiến rất nhỏ các tập đang xét xung quanh 𝑥̅𝑥, thì các 
tập mới sẽ có giao bằng rỗng trong lân cận của 𝑥̅𝑥. Từ 
Ví dụ 1.1 và Định lý 1.1, ta thấy rằng nguyên lý cực 
trị có thể được dùng để thiết lập điều kiện tối ưu đối 
ngẫu cho nghiệm của bài toán tối ưu đa mục tiêu. 
Tuy nhiên, trên thực tế tồn tại một số bài toán xuất 
hiện trong tối ưu điều khiển (Zhu, 2000) mà nghiệm 
tối ưu không thể được mô tả dưới dạng điểm cực trị 
của bất kỳ họ tập nào theo nghĩa của Định nghĩa 1.1. 
Để giải quyết vấn đề này, Mordukhovich et al. 
(2003) đã đề xuất khái niệm về hệ cực trị của ánh xạ 
đa trị, về bản chất, thay vì thực hiện phép tịnh tiến 
thông thường, các tác giả đã thực hiện phép biến 
hình phi tuyến.  

Định nghĩa 1.2  

Cho 𝑋𝑋 là không gian định chuẩn,  (𝑋𝑋𝑖𝑖 ,𝑑𝑑𝑖𝑖) là các 
không gian mêtric, 𝐹𝐹𝑖𝑖:𝑋𝑋𝑖𝑖 ⇉ 𝑋𝑋, 𝑥̅𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑖𝑖 (𝑖𝑖 =
1, … ,𝑛𝑛), và 𝑥𝑥 ∈ ⋂ 𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 . Họ {𝐹𝐹1, … ,𝐹𝐹𝑛𝑛} được 
gọi là 

(i) cực trị tại 𝑥𝑥 nếu với mọi 𝜀𝜀 > 0, tồn tại 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈
𝑋𝑋𝑖𝑖 (𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛) thỏa ⋂  𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖) = ∅ 𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 và 
max
1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛

�𝑑𝑑𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑖𝑖),𝑑𝑑�𝑥𝑥,𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖)�� < 𝜀𝜀; 

(ii) cực trị địa phương tại 𝑥𝑥 nếu tồn tại 𝜌𝜌 > 0,  
sao cho với mọi 𝜀𝜀 > 0, tồn tại 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑖𝑖 (𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛) 
thoả ⋂ 𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 ∩ 𝐵𝐵𝜌𝜌(𝑥𝑥) = ∅ và 
max
1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛

�𝑑𝑑𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑖𝑖),𝑑𝑑�𝑥𝑥,𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖)�� < 𝜀𝜀; 

(iii) dừng tại 𝑥𝑥  nếu với mọi 𝜀𝜀 > 0, tồn tại 𝜌𝜌 ∈
(0, 𝜀𝜀) và 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑖𝑖 (𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛) thoả  ⋂ 𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 ∩
𝐵𝐵𝜌𝜌(𝑥𝑥) = ∅ và max

1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛
�𝑑𝑑𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑖𝑖),𝑑𝑑�𝑥𝑥,𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖)�� < 𝜀𝜀𝜀𝜀; 

(iv) xấp xỉ dừng 𝑥𝑥 nếu với bất kỳ 𝜀𝜀 > 0, tồn 
tại 𝜌𝜌 ∈ (0, 𝜀𝜀), 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑖𝑖 và  𝜔𝜔𝑖𝑖 ∈  𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥̅𝑥𝑖𝑖) ∩  𝐵𝐵𝜀𝜀(𝑥𝑥) 
(𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛) thoả ⋂ (𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖) − 𝜔𝜔𝑖𝑖)𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 ∩ 𝐵𝐵𝜌𝜌(𝑥𝑥) = ∅ 
và max

1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛
�𝑑𝑑𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑖𝑖),𝑑𝑑�𝑥𝑥,𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖)�� < 𝜀𝜀𝜀𝜀. 
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Nhận xét 1.2 

(i) Xét 𝐹𝐹𝑖𝑖:𝑋𝑋 ⇉ 𝑋𝑋 được định nghĩa bởi 𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖) ≔
 𝛺𝛺𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑖𝑖 với mọi 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋 và 𝑥𝑥𝑖𝑖 ≔ 0 (𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛), ta 
thấy các khái niệm trong Định nghĩa 1.1 là trường 
hợp đặc biệt của các khái niệm tương ứng trong 
Định nghĩa 1.2. 

(ii) Trong Định nghĩa 1.2, ta có (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii) 
⇒ (iv). Tính chất (i) và (ii) được đề xuất bởi 
Mordukhovich et al. (2003), các tính chất (iii) và (iv) 
là mới. Trong mục 3, nguyên lý cực trị của ánh xạ 
đa trị hoàn toàn có thể được suy ra từ tính xấp xỉ 
dừng thay vì tính cực trị được nghiên cứu bởi 
Mordukhovich et al. (2003). 

Định nghĩa 1.3 

Cho ≺ là quan hệ tổng quát trong không gian 
định chuẩn 𝑌𝑌.  Tập mức dưới của 𝑦𝑦 ∈ 𝑌𝑌 được định 
nghĩa bởi  𝐿𝐿(𝑦𝑦) ≔ {𝑧𝑧 ∈ 𝑌𝑌|𝑧𝑧 ≺ 𝑦𝑦}. Ta nói quan hệ  
≺ là đóng nếu các tính chất sau được thỏa mãn: 

(i) 𝑦𝑦 ∈ cl 𝐿𝐿(𝑦𝑦) với mọi 𝑦𝑦 ∈ 𝑌𝑌. 
(ii) [𝑦𝑦1 ∈ cl 𝐿𝐿(𝑦𝑦2) & 𝑦𝑦2 ∈ cl 𝐿𝐿(𝑦𝑦3)] ⇒ 𝑦𝑦1 ∈ 𝐿𝐿(𝑦𝑦3) 

với mọi 𝑦𝑦1,𝑦𝑦2,𝑦𝑦3 ∈ 𝑌𝑌. 

Ví  dụ 1.2 

Cho 𝐹𝐹:𝑋𝑋 ⇉ 𝑌𝑌 là ánh xạ giữa các không gian 
định chuẩn, 𝑌𝑌 được trang bị một quan hệ ≺ đóng. 
Xét bài toán tối ưu có ràng buộc  

M: min 𝐹𝐹(𝑥𝑥) với 𝑥𝑥 ∈ 𝛺𝛺, 

với ∅ ≠ 𝛺𝛺 ⊂ 𝑋𝑋. Ta nói (𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ gph𝐹𝐹 là 
nghiệm tối ưu Pareto địa phương của M nếu tồn tại 
lân cận 𝑈𝑈 của 𝑥𝑥 sao cho (𝐿𝐿(𝑦𝑦) ∪ {𝑦𝑦}) ∩ 𝐹𝐹(𝑈𝑈) =
{𝑦𝑦}. Xét 𝑌𝑌1 ≔ 𝐿𝐿(𝑦𝑦) ∪ {𝑦𝑦}, 𝑌𝑌2 ≔ {0}, và 𝐹𝐹𝑖𝑖:𝑌𝑌𝑖𝑖 ⇉
𝑌𝑌 × 𝑌𝑌 (𝑖𝑖 = 1,2) được định nghĩa bởi 𝐹𝐹1(𝑦𝑦) ≔ 𝛺𝛺 ×
cl 𝐿𝐿(𝑦𝑦) với mọi 𝑦𝑦 ∈ 𝑌𝑌1, 𝐹𝐹2(0) ≔ gph𝐹𝐹. Khi đó ta 
kiểm tra được rằng nếu (𝑥𝑥,𝑦𝑦) là nghiệm địa phương 
của bài toán M thì {𝐹𝐹1,𝐹𝐹2} đạt cực trị tại (𝑥𝑥,𝑦𝑦) với 
(𝑦𝑦, 0). Thật vậy, giả sử ngược lại với bất kỳ lân cận 
𝑉𝑉 của (𝑥𝑥,𝑦𝑦), tồn tại 𝑦𝑦1 ∈ 𝑌𝑌1 ∖ {𝑦𝑦} sao cho 𝐹𝐹1(𝑦𝑦1) ∩
𝐹𝐹2(0) ∩ 𝑉𝑉 ≠ ∅. Khi đó tồn tại (𝑥𝑥�,𝑦𝑦�) ∈ gph𝐹𝐹 với 
𝑥𝑥� ∈ 𝛺𝛺 và 𝑦𝑦� ∈ cl 𝐿𝐿(𝑦𝑦1). Điều này dẫn tới 𝑦𝑦� ≺ 𝑦𝑦, mâu 
thuẫn với giả thiết cực tiểu của (𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ gph𝐹𝐹.   

2. KIẾN THỨC CHUẨN BỊ 

Trong bài báo này, 𝑋𝑋 là một không gian mêtric 
hoặc định chuẩn với khoảng cách được kí hiệu tương 
ứng là 𝑑𝑑(⋅,⋅) và ∥⋅∥. Không gian đối ngẫu của không 
gian định chuẩn 𝑋𝑋 được kí hiệu là 𝑋𝑋∗. Ta kí hiệu 
𝐵𝐵𝛿𝛿(𝑥𝑥) cho hình cầu mở tâm 𝑥𝑥 với bán kính 𝛿𝛿 > 0. 
Hình cầu đơn vị mở trong không gian nền và không 

gian đối ngẫu được ký hiệu lần lượt là 𝐵𝐵 và 𝐵𝐵∗. Tập 
hợp các số thực và tập hợp số thực suy rộng được kí 
hiệu lần lượt là ℝ và ℝ∞ ≔ ℝ∪ {+∞}.  

Ánh xạ đa trị 𝐹𝐹:𝑋𝑋 ⇉ 𝑌𝑌 giữa hai tập hợp 𝑋𝑋,𝑌𝑌 là 
một ánh xạ mà trong đó với mỗi 𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋, ta xác định 
𝐹𝐹(𝑥𝑥) là một tập con của 𝑌𝑌. Miền hữu hiệu và đồ thị 
của 𝐹𝐹 được kí hiệu là dom𝐹𝐹: = {𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋 ∣ 𝐹𝐹(𝑥𝑥) ≠ ∅} 
và gph𝐹𝐹: = { (𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ 𝑋𝑋 × 𝑌𝑌 ∣∣ 𝑦𝑦 ∈ 𝐹𝐹(𝑥𝑥) }. Ánh xạ 
ngược của 𝐹𝐹 được xác định bới 𝐹𝐹−1(𝑦𝑦): = {𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋 ∣
𝑦𝑦 ∈ 𝐹𝐹(𝑥𝑥) với mọi 𝑦𝑦 ∈ 𝑌𝑌. Dễ thấy dom𝐹𝐹−1 = 𝐹𝐹(𝑋𝑋). 

Cho tập hợp Ω ⊂ 𝑋𝑋, khoảng cách từ 𝑥𝑥 đến Ω 
được định nghĩa là 𝑑𝑑(𝑥𝑥,Ω): = inf𝑢𝑢∈Ω 𝑑𝑑(𝑢𝑢, 𝑥𝑥), và ta 
quy ước 𝑑𝑑(𝑥𝑥,∅) = +∞. Cho hàm thực suy rộng 
𝑓𝑓:𝑋𝑋 → ℝ∞, khi đó miền hữu hiệu của 𝑓𝑓 được kí hiệu 
là dom𝑓𝑓: = { 𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋 ∣∣ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) < +∞ }.  

Bổ đề 2.1 (Ekeland, 1974) 

Cho 𝑋𝑋 là không gian mêtric đủ, 𝑓𝑓:𝑋𝑋 → ℝ∞ là 
hàm nửa liên tục dưới trên 𝑋𝑋, 𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋, 𝜀𝜀 > 0, 𝜆𝜆 > 0. 
Nếu 𝑓𝑓(𝑥𝑥) < inf𝑋𝑋𝑓𝑓 + 𝜀𝜀, thì khi đó tồn tại 𝑥𝑥� ∈ 𝑋𝑋 thoả: 

(i) 𝑑𝑑(𝑥𝑥�, 𝑥𝑥) < 𝜆𝜆; 
(ii) 𝑓𝑓(𝑥𝑥�) ≤ 𝑓𝑓(𝑥𝑥); 

(iii) 𝑓𝑓(𝑢𝑢) + (𝜀𝜀/𝜆𝜆)𝑑𝑑(𝑢𝑢, 𝑥𝑥�) ≥ 𝑓𝑓(𝑥𝑥�), ∀𝑢𝑢 ∈ 𝑋𝑋. 

Định nghĩa 2.1 (Kruger, 2003) 

Cho 𝑋𝑋 là không gian định chuẩn, 𝑓𝑓:𝑋𝑋 → ℝ∞ , 
𝑥𝑥 ∈ dom𝑓𝑓. Dưới vi phân Fréchet của 𝑓𝑓 tại 𝑥𝑥, được 
kí hiệu là ∂𝑓𝑓(𝑥𝑥), là tập hợp tất cả các phần tử 𝑥𝑥∗ ∈
𝑋𝑋∗ thoả  

lim inf
𝑥𝑥→𝑥𝑥‾

 
𝑓𝑓(𝑢𝑢) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥) − ⟨𝑥𝑥∗,𝑢𝑢 − 𝑥𝑥⟩

∥ 𝑢𝑢 − 𝑥𝑥 ∥
≥ 0. 

Định nghĩa 2.2 (Kruger, 2003) 

Cho 𝑋𝑋 là không gian định chuẩn, Ω ⊂ 𝑋𝑋, 𝑥̅𝑥 ∈ Ω. 
Nón pháp tuyến Fréchet với Ω tại 𝑥̅𝑥, được kí hiệu là  

𝑁𝑁Ω(𝑥̅𝑥), là tập hợp tất cả các phần tử 𝑥𝑥∗ ∈ 𝑋𝑋∗ thoả 

lim sup
Ω∋𝑥𝑥→𝑥̅𝑥,𝑥𝑥≠𝑥̅𝑥

〈𝑥𝑥∗, 𝑥𝑥 − 𝑥̅𝑥〉
‖𝑥𝑥 − 𝑥̅𝑥‖

≤ 0. 

Bổ đề 2.2 (Kruger, 2003)  

Cho 𝑋𝑋 là không gian định chuẩn, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝛺𝛺𝑖𝑖 ⊂ 𝑋𝑋  
(𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛). Khi đó 

𝑁𝑁Ω1×…×Ω𝑛𝑛(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = 𝑁𝑁Ω1(𝑥𝑥1) × … .× 𝑁𝑁Ω𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑛𝑛).  

Bổ đề 2.3 (Kruger, 2003)  

Cho 𝑋𝑋 là không gian định chuẩn, 𝑓𝑓:𝑋𝑋 → ℝ∞, 
𝑥𝑥 ∈ dom𝑓𝑓. Nếu 𝑥𝑥 là một điểm cực tiểu địa phương 
của 𝑓𝑓 thì 0 ∈ ∂𝐹𝐹𝑓𝑓(𝑥𝑥). 
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Bổ đề 2.4 (Fabian, 1989) 

Cho 𝑋𝑋 là không gian Asplund, 𝑓𝑓1, 𝑓𝑓2:𝑋𝑋 → ℝ∞, 
𝑥𝑥 ∈ dom𝑓𝑓1 ∩ dom𝑓𝑓2. Nếu 𝑓𝑓1 là hàm liên tục 
Lipschitz và 𝑓𝑓2 là hàm nửa liên tục dưới trên một lân 
cận của x. Khi đó với bất kỳ 𝑥𝑥∗ ∈ ∂(𝑓𝑓1 + 𝑓𝑓2)(𝑥𝑥) và 
𝜀𝜀 > 0, tồn tại 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 ∈ 𝑋𝑋 với ||𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥|| < 𝜀𝜀 và 
|𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖) − 𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑥𝑥)| < 𝜀𝜀 (𝑖𝑖 = 1,2) thoả  

              𝑥𝑥∗ ∈ ∂𝑓𝑓1(𝑥𝑥1) + ∂𝑓𝑓2(𝑥𝑥2) + ε𝐵𝐵∗. 

Bổ đề 2.5 (Zălinescu, 2002) 

Cho X là không gian định chuẩn, và 𝜑𝜑:𝑋𝑋𝑛𝑛+1 →
ℝ được định nghĩa bởi 𝜑𝜑(𝑥𝑥, 𝑥𝑥1, . . . , 𝑥𝑥𝑛𝑛): =
max
1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛

‖𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥‖ với mọi 𝑥𝑥, 𝑥𝑥1, . . . , 𝑥𝑥𝑛𝑛 ∈ 𝑋𝑋. Cho 
𝑥𝑥�, 𝑥𝑥�1, … , 𝑥𝑥�𝑛𝑛 ∈ 𝑋𝑋 thoả  φ(𝑥𝑥�, 𝑥𝑥�1, … , 𝑥𝑥�𝑛𝑛) > 0. Khi đó 

(𝑥𝑥∗, 𝑥𝑥1∗, . . . , 𝑥𝑥𝑛𝑛∗) ∈ 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥�, 𝑥𝑥�1, … , 𝑥𝑥�𝑛𝑛) khi và chỉ 
khi 𝑥𝑥∗ + ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖∗ = 0,𝑛𝑛

𝑖𝑖=1  ∑ ‖𝑥𝑥𝑖𝑖∗‖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 = 1, ∑ 〈𝑥𝑥𝑖𝑖∗,𝑥𝑥�𝑖𝑖 −𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
𝑥𝑥�〉 = max

1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛
‖𝑥𝑥�𝑖𝑖 − 𝑥𝑥�‖. 

Bổ đề 2.6 (Bui & Kruger, 2019)   

Cho 𝐾𝐾1,𝐾𝐾2 là các nón trong không gian định 
chuẩn X, 𝑧𝑧1, 𝑧𝑧2 ∈ 𝑋𝑋, 𝜀𝜀 > 0,𝜌𝜌 > 0 và λ > 0. Giả sử 
rằng 

𝜆𝜆�𝑑𝑑(𝑧𝑧1,𝐾𝐾1) + 𝑑𝑑(𝑧𝑧2,𝐾𝐾2)� + 𝜌𝜌‖𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2‖ < 𝜀𝜀 và 
‖𝑧𝑧1‖ + ‖𝑧𝑧2‖ =1. 

(i) Nếu 𝜀𝜀 + 𝜆𝜆 ≤ 𝜌𝜌, thì tồn tại 𝑧̂𝑧1, 𝑧̂𝑧2 thỏa 𝑧̂𝑧1 + 𝑧̂𝑧2 =
0, ‖𝑧̂𝑧1‖ + ‖𝑧̂𝑧2‖ = 1, 𝑑𝑑(𝑧̂𝑧1,𝐾𝐾1) + 𝑑𝑑(𝑧̂𝑧2,𝐾𝐾2) <
𝜀𝜀
λ
. 

(ii) Nếu 𝜀𝜀 + 𝜌𝜌 ≤ 𝜆𝜆, thì tồn tại 𝑧̂𝑧1 ∈ 𝐾𝐾1, 𝑧̂𝑧2 ∈ 𝐾𝐾2  
thỏa ‖𝑧̂𝑧1 + 𝑧̂𝑧2‖ ≤

𝜀𝜀
 𝜌𝜌

 và ‖𝑧̂𝑧1‖ + ‖𝑧̂𝑧2‖ = 1. 

(iii) Hơn nữa, nếu không gian đang xét là một không 
gian đối ngẫu đối với không gian định chuẩn 
cho trước, và tồn tại τ ∈ (0, 1] và 𝑣𝑣1,𝑣𝑣2 ∈ 𝑋𝑋 
không đồng thời bằng 0 thoả 〈𝑧𝑧1,𝑣𝑣1〉 +
〈𝑧𝑧2,𝑣𝑣2〉 ≥ 𝜏𝜏max{‖𝑣𝑣1‖, ‖𝑣𝑣2‖}, khi đó 𝑧̂𝑧1 và 𝑧̂𝑧2 
trong (i) và (ii) thỏa 〈𝑧̂𝑧1 , v1〉 + 〈𝑧̂𝑧2, v2〉 ≥
τ�max{‖v1‖, ‖v2‖} với τ� = τρ−ε

ρ+ε
 trong (i) và  

τ� = τλ−ε
λ+ε

 trong (ii). 

3. NGUYÊN LÝ CỰC TRỊ CHO HỌ CÁC 
ÁNH XẠ ĐA TRỊ  

Định lý 3.1  

Cho 𝑋𝑋 là không gian Aspund, (𝑋𝑋𝑖𝑖 ,𝑑𝑑𝑖𝑖) là không 
gian mêtric, 𝐹𝐹𝑖𝑖:𝑋𝑋𝑖𝑖 ⇉ 𝑋𝑋, 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑖𝑖, 𝐹𝐹𝑖𝑖 có giá trị đóng 
(𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛), và 𝑥𝑥 ∈ ∩𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖). Nếu {𝐹𝐹1, … ,𝐹𝐹𝑛𝑛} là 
xấp xỉ dừng tại 𝑥𝑥 thì với mọi 𝜀𝜀 > 0 và 𝜏𝜏 ∈ (0,1), tồn 

tại 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑖𝑖 ∩ 𝐵𝐵𝜀𝜀(𝑥𝑥𝑖𝑖), 𝑣𝑣𝑖𝑖 ∈ 𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖) ∩ 𝐵𝐵𝜀𝜀(𝑥𝑥), 𝜔𝜔𝑖𝑖 ∈
𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖) ∩ 𝐵𝐵𝜀𝜀(𝑥𝑥) và 𝑥𝑥𝑖𝑖∗ ∈ 𝑋𝑋∗ (𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛)  sao cho  

(i) ∑ 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑖𝑖∗,𝑁𝑁𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖)(𝑣𝑣𝑖𝑖)𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 + ‖∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖∗𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 ‖ < 𝜀𝜀,  
(ii) ∑ 〈𝑥𝑥𝑖𝑖∗, 𝑥𝑥 + 𝜔𝜔𝑖𝑖 − 𝑣𝑣𝑖𝑖〉 > 𝜏𝜏 max

1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛
‖𝑥𝑥 + 𝜔𝜔𝑖𝑖 −𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑣𝑣𝑖𝑖‖, 
(iii) ∑ ‖𝑥𝑥𝑖𝑖∗‖𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 = 1.      

Chứng minh  

Ta sử dụng khoảng cách trong 𝑋𝑋𝑛𝑛+1 phụ thuộc 
tham số 𝛾𝛾 > 0 như sau ‖(𝑣𝑣, 𝑣𝑣1, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛)‖𝛾𝛾 ≔
max
1≤i≤n

{‖𝑣𝑣‖, 𝛾𝛾‖𝑣𝑣𝑖𝑖‖} với mọi 𝑣𝑣, 𝑣𝑣1, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛 ∈ 𝑋𝑋. Chuẩn 
đối ngẫu tương ứng là ‖(𝑣𝑣∗,𝑣𝑣1∗, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛∗)‖𝛾𝛾 ≔ ‖𝑣𝑣∗‖ +
𝛾𝛾−1(‖𝑣𝑣1∗‖ + ⋯+ ‖𝑣𝑣𝑛𝑛∗‖)  với mọi 𝑣𝑣∗,𝑣𝑣1∗, … ,𝑣𝑣𝑛𝑛∗ ∈
𝑋𝑋∗.  

Với 𝜀𝜀 > 0, 𝛾𝛾 ≔ (1 + 𝜀𝜀)−1 và 𝜀𝜀1, 𝜀𝜀2 ∈ (0, 𝜀𝜀) sao 
cho (𝜀𝜀1 + 𝜀𝜀12)𝛾𝛾−1𝜀𝜀2−1 + 𝜀𝜀12 < 𝜀𝜀. Giả sử {𝐹𝐹1, … ,𝐹𝐹𝑛𝑛} 
là xấp xỉ dừng tại 𝑥𝑥. Khi đó tồn tại 𝜌𝜌 ∈ (0, 𝜀𝜀1),𝜔𝜔𝑖𝑖 ∈
𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖) ∩ 𝐵𝐵𝜀𝜀1(𝑥𝑥),  𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑖𝑖  (𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛) thỏa 
∩𝑖𝑖=1𝑛𝑛 (𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖) −𝜔𝜔𝑖𝑖) ∩ (𝜌𝜌𝜌𝜌) = ∅ và 
max
1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛

�𝑑𝑑𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖),𝑑𝑑�𝑥𝑥,𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖)�� < 𝜀𝜀1𝜌𝜌. 

Xét hàm số 𝑓𝑓1:𝑋𝑋𝑛𝑛+1 → ℝ+ được định nghĩa 
𝑓𝑓1(𝑣𝑣, 𝑣𝑣1, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛) ≔ max

1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛
‖𝑣𝑣𝑖𝑖 − 𝜔𝜔𝑖𝑖 − 𝑣𝑣‖ với mọi 

𝑣𝑣,𝑣𝑣1, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛 ∈ 𝑋𝑋. Khi đó 𝑓𝑓1(𝑣𝑣, 𝑣𝑣1, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛) > 0 với 
mọi 𝑣𝑣 ∈ 𝜌𝜌𝔹𝔹, 𝑣𝑣𝑖𝑖 ∈ 𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖) (𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛), và tồn tại 
𝑢𝑢𝑖𝑖 ∈ 𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖) (𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛) sao cho max

1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛
‖𝑢𝑢𝑖𝑖 − 𝑥𝑥‖ <

𝜀𝜀1𝜌𝜌. Ta có 𝑓𝑓1(0,𝑢𝑢1, … ,𝑢𝑢𝑛𝑛) = max
1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛

‖𝑢𝑢𝑖𝑖 − 𝜔𝜔𝑖𝑖‖ <
𝜀𝜀1𝜌𝜌 + 𝜀𝜀1.  

Đặt 𝜌𝜌� ≔ 𝜀𝜀1𝜌𝜌+𝜀𝜀1
𝜀𝜀2

. Áp dụng Bổ đề 2.1 cho hàm 𝑓𝑓1 
trong không gian Banach (𝜌𝜌𝜌𝜌) × 𝐹𝐹1(𝑥𝑥1) × … ×
𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑛𝑛), ta tìm được 𝑣𝑣′ ∈ 𝜌𝜌𝜌𝜌,  𝑣𝑣𝑖𝑖′ ∈ 𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖) (𝑖𝑖 =
1, …𝑛𝑛) thoả 

• ‖(𝑣𝑣′,𝑣𝑣1′ , … , 𝑣𝑣𝑛𝑛′ ) − (0,𝑢𝑢1, … ,𝑢𝑢𝑛𝑛)‖𝛾𝛾 < 𝜌𝜌� 
• 𝑓𝑓1(𝑣𝑣, 𝑣𝑣1, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛) − 𝑓𝑓1′(𝑣𝑣′,𝑣𝑣1′ , … , 𝑣𝑣𝑛𝑛′ ) +

𝜀𝜀2‖(𝑣𝑣 − 𝑣𝑣′,𝑣𝑣1 − 𝑣𝑣1′ , … , 𝑣𝑣𝑛𝑛 − 𝑣𝑣𝑛𝑛′ )‖ ≥ 0 với mọi 𝑣𝑣 ∈
𝜌𝜌𝜌𝜌 và 𝑣𝑣𝑖𝑖 ∈ 𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖) (𝑖𝑖 = 1, …𝑛𝑛).  

Khi đó ‖𝑣𝑣′‖ < 𝜌𝜌� < 𝜀𝜀 và  

‖𝑣𝑣𝑖𝑖′ − 𝑥𝑥‖ ≤ ‖𝑣𝑣𝑖𝑖′ − 𝑢𝑢𝑖𝑖‖ + ‖𝑢𝑢𝑖𝑖 − 𝑥𝑥‖ ≤ 𝜌𝜌�𝛾𝛾−1 + 𝜀𝜀1 

<
(𝜀𝜀12 + 𝜀𝜀1)𝛾𝛾−1

𝜀𝜀2
+ 𝜀𝜀12 < 𝜀𝜀, 

với  𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛. Xét 𝑓𝑓2,𝑓𝑓3:𝑋𝑋𝑛𝑛+1 → ℝ+ được 
định nghĩa với mọi 𝑣𝑣, 𝑣𝑣1, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛 ∈ 𝑋𝑋 như sau 
𝑓𝑓2(𝑣𝑣, 𝑣𝑣1, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛) ≔ 𝜀𝜀2‖(𝑣𝑣 − 𝑣𝑣′,𝑣𝑣1 − 𝑣𝑣1′ , … , 𝑣𝑣𝑛𝑛 −
𝑣𝑣𝑛𝑛′ )‖𝛾𝛾, 𝑓𝑓3(𝑣𝑣, 𝑣𝑣1, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛) ≔
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𝑖𝑖𝐹𝐹1(𝑥𝑥1)×…×𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑛𝑛)(𝑣𝑣1, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛). Ta thấy 𝑓𝑓1 + 𝑓𝑓2 + 𝑓𝑓3 đạt 
cực tiểu địa phương trên 𝑋𝑋𝑛𝑛+1 tại (𝑣𝑣′,𝑣𝑣1′ , … , 𝑣𝑣𝑛𝑛′ ). 
Chú ý rằng 𝑓𝑓1 và 𝑓𝑓2 là hàm lồi và liên tục Lipschitz, 
max
1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛

‖𝑣𝑣𝑖𝑖′ − 𝜔𝜔𝑖𝑖 − 𝑣𝑣′‖ > 0. Lấy 𝜏𝜏 ∈ (0,1) và chọn 
𝜀𝜀 > 0 sao cho (10 − 2𝜏𝜏)𝜀𝜀 < (1 − 𝜏𝜏) max

1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛
‖𝑣𝑣𝑖𝑖′ −

𝜔𝜔𝑖𝑖 − 𝑣𝑣′‖ và 𝜀𝜀 < max �𝜀𝜀 − max
1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛

‖𝑣𝑣𝑖𝑖′ − 𝑥𝑥‖, 𝜀𝜀 −

‖𝑣𝑣′‖, 𝜀𝜀−𝛾𝛾𝜀𝜀2
2
�. Do 2𝜀𝜀 < (1 − 𝜏𝜏) max

1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛
‖𝑣𝑣𝑖𝑖′ − 𝑣𝑣′‖ với 

𝜏𝜏 ∈ (0,1). Áp dụng Bổ đề 2.2-2.5, ta tìm được 
(𝑧𝑧, 𝑧𝑧1, … , 𝑧𝑧𝑛𝑛) và (𝑣𝑣�,𝑣𝑣�1, … , 𝑣𝑣�𝑛𝑛) trong 𝑋𝑋𝑛𝑛+1 thoả 
‖𝑧𝑧 − 𝑣𝑣′‖ < 𝜀𝜀, ‖𝑣𝑣� − 𝑣𝑣′‖ < 𝜀𝜀, ‖𝑧𝑧𝑖𝑖 − 𝑣𝑣𝑖𝑖′‖ < 𝜀𝜀, 𝑣𝑣�𝑖𝑖 ∈
𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖) (𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛) và 

• (𝑣𝑣1∗,𝑣𝑣11∗ , … , 𝑣𝑣1𝑛𝑛∗ )  ∈ 𝜕𝜕𝑓𝑓1(𝑧𝑧, 𝑧𝑧1, … , 𝑧𝑧𝑛𝑛), 
• (𝑣𝑣2∗,𝑣𝑣21∗ , … , 𝑣𝑣2𝑛𝑛∗ ) ∈ 𝜕𝜕𝑓𝑓2(𝑧𝑧, 𝑧𝑧1, … , 𝑧𝑧𝑛𝑛), 
• 𝑣𝑣3𝑖𝑖∗ ∈ 𝑁𝑁𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖)(𝑣𝑣�𝑖𝑖) (𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛)  

sao cho ‖(𝑣𝑣1∗ + 𝑣𝑣2∗,𝑣𝑣11∗ + 𝑣𝑣21∗ + 𝑣𝑣31∗ , … , 𝑣𝑣1𝑛𝑛∗ +
𝑣𝑣2𝑛𝑛∗ + 𝑣𝑣3𝑛𝑛∗ )‖ < 𝜀𝜀.  

Khi đó, ‖𝑣𝑣1∗ + 𝑣𝑣2∗‖ < 𝜀𝜀,∑ ‖𝑣𝑣1𝑖𝑖∗ + 𝑣𝑣2𝑖𝑖∗ +𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

𝑣𝑣3𝑖𝑖∗ ‖ < 𝛾𝛾𝛾𝛾 < 𝜀𝜀. Ta thấy 𝑣𝑣1∗ =
−∑ 𝑣𝑣1𝑖𝑖∗𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 ,     ∑ ‖𝑣𝑣1𝑖𝑖∗ ‖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 = 1, ∑ 〈𝑣𝑣1𝑖𝑖∗ , 𝑧𝑧𝑖𝑖 − 𝜔𝜔𝑖𝑖 −𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
𝑧𝑧〉 = max

1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛
‖𝑧𝑧𝑖𝑖 − 𝜔𝜔𝑖𝑖 − 𝑧𝑧‖, và ‖𝑣𝑣2∗‖ +

𝛾𝛾−1 ∑ ‖𝑣𝑣2𝑖𝑖∗ ‖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 ≤ 𝜀𝜀2. Ta có 𝑣𝑣� ∈ 𝜀𝜀𝜀𝜀 và 𝑣𝑣𝚤𝚤� ∈

𝐵𝐵𝜀𝜀(𝑥𝑥) (𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛), và  

• ‖𝑣𝑣�‖ ≤ ‖𝑣𝑣� − 𝑣𝑣′‖ + ‖𝑣𝑣′‖ < 𝜀𝜀 + ‖𝑣𝑣′‖ < 𝜀𝜀, 
• max

1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛
‖𝑣𝑣𝚤𝚤� − 𝑥𝑥‖ ≤ max

1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛
(‖𝑣𝑣�𝑖𝑖 − 𝑣𝑣𝑖𝑖′‖ + ‖𝑣𝑣𝑖𝑖′ −

𝑥𝑥‖) < 𝜀𝜀 + max
1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛

‖𝑣𝑣𝑖𝑖′ − 𝑥𝑥‖ < 𝜀𝜀, 

• max
1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛

‖𝑣𝑣�𝑖𝑖 − 𝑧𝑧𝑖𝑖‖ ≤ max
1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛

(‖𝑣𝑣�𝑖𝑖 − 𝑣𝑣𝑖𝑖′‖ + ‖𝑧𝑧𝑖𝑖 +

𝑣𝑣𝑖𝑖′‖) < 2ε, 
• max

1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛
‖𝑣𝑣�𝑖𝑖 − 𝑧𝑧𝑖𝑖‖ ≤ max

1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛
(‖𝑣𝑣�𝑖𝑖 − 𝑣𝑣𝑖𝑖′‖ + ‖𝑧𝑧𝑖𝑖 +

𝑣𝑣𝑖𝑖′‖) < 2ε, 
• max

1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛
‖𝑧𝑧𝑖𝑖 − 𝑧𝑧‖ ≥ max

1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛
(‖𝑣𝑣𝑖𝑖′ − 𝑣𝑣′‖ − ‖𝑧𝑧𝑖𝑖 −

𝑣𝑣𝑖𝑖′‖ − ‖𝑧𝑧 − 𝑣𝑣′‖) > max
1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛

‖𝑣𝑣𝑖𝑖′ − 𝑣𝑣′‖ − 2ε, 

• max
1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛

‖𝑣𝑣�𝑖𝑖 − 𝜔𝜔𝑖𝑖 − 𝑣𝑣�‖ ≥ max
1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛

(‖𝑣𝑣𝑖𝑖′ − 𝜔𝜔𝑖𝑖 − 𝑣𝑣�‖ −

‖𝑣𝑣�𝑖𝑖 − 𝑣𝑣𝑖𝑖′‖ − ‖𝑣𝑣� − 𝑣𝑣′‖) > max
1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛

‖𝑣𝑣𝑖𝑖′ − 𝜔𝜔𝑖𝑖 − 𝑣𝑣�‖ − 2ε, 

• (1 − τ) max
1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛

‖𝑣𝑣�𝑖𝑖 − 𝜔𝜔𝑖𝑖 − 𝑣𝑣�‖ > (1 −

τ) �max
1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛

‖𝑣𝑣𝑖𝑖′ − 𝜔𝜔𝑖𝑖 − 𝑣𝑣′‖ − 2ε� > 8ε. 

Đặt 𝑥𝑥𝑖𝑖∗ ≔ −𝑣𝑣1𝑖𝑖∗  (𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛). Ta có 
∑ ‖𝑥𝑥𝑖𝑖∗‖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 = 1 và ∑ 〈𝑥𝑥𝑖𝑖∗,𝑣𝑣� + 𝜔𝜔𝑖𝑖 − 𝑣𝑣�𝑖𝑖〉𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 =
∑ 〈𝑣𝑣1𝑖𝑖∗ , 𝑣𝑣�𝑖𝑖 − 𝜔𝜔𝑖𝑖 − 𝑣𝑣�〉𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 = ∑ 〈𝑣𝑣1𝑖𝑖∗ , 𝑧𝑧𝑖𝑖 − 𝜔𝜔𝑖𝑖 − 𝑧𝑧〉𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 +
∑ 〈𝑣𝑣1𝑖𝑖∗ , 𝑧𝑧 − 𝑣𝑣� + 𝑣𝑣�𝑖𝑖 − 𝑧𝑧𝑖𝑖〉𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 ≥ ∑ 〈𝑣𝑣1𝑖𝑖∗ , 𝑧𝑧𝑖𝑖 − 𝜔𝜔𝑖𝑖 −𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
𝑧𝑧〉 − ∑ ‖𝑣𝑣1𝑖𝑖∗ ‖𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 (‖𝑧𝑧 − 𝑣𝑣�‖ + ‖𝑣𝑣�𝑖𝑖 − 𝑧𝑧𝑖𝑖‖) >
max
1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛

‖𝑧𝑧𝑖𝑖 − 𝜔𝜔𝑖𝑖 − 𝑧𝑧‖ − 4𝜀𝜀 ≥ max
1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛

(‖𝑣𝑣�𝑖𝑖 − 𝜔𝜔𝑖𝑖 − 𝑣𝑣�‖ −

‖𝑧𝑧𝑖𝑖 − 𝑣𝑣�𝑖𝑖‖ − ‖𝑣𝑣� − 𝑧𝑧‖) − 4𝜀𝜀 > max
1≤i≤n

‖𝑣𝑣�𝑖𝑖 − 𝜔𝜔𝑖𝑖 −
𝑣𝑣�‖ − 8𝜀𝜀 > 𝜏𝜏 max

1≤i≤n
‖𝑣𝑣�𝑖𝑖 − 𝜔𝜔𝑖𝑖 − 𝑣𝑣�‖.  

Ta có ∑ 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑖𝑖∗,𝑁𝑁𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖)(𝑣𝑣�𝑖𝑖)𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 + ‖∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖∗𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 ‖ ≤
‖∑ 𝑣𝑣1𝑖𝑖∗𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 ‖ + ∑ ‖𝑣𝑣1𝑖𝑖∗ + 𝑣𝑣3𝑖𝑖∗ ‖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 < 2𝜀𝜀 + ‖𝑣𝑣2∗‖ +

 ∑ ‖𝑣𝑣2𝑖𝑖∗ ‖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 < 2𝜀𝜀 + (𝜀𝜀2 − 𝛾𝛾−1  ∑ ‖𝑣𝑣2𝑖𝑖∗ ‖𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 ) +
 ∑ ‖𝑣𝑣2𝑖𝑖∗ ‖𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 = 2𝜀𝜀 + 𝜀𝜀2 + (1 − 𝛾𝛾−1) ∑ ‖𝑣𝑣2𝑖𝑖∗ ‖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 <

2𝜀𝜀 + 𝜀𝜀2 + (1 − 𝛾𝛾−1)𝛾𝛾𝜀𝜀2 = 2𝜀𝜀 + 𝛾𝛾𝜀𝜀2 < 𝜀𝜀. 

Bất đẳng thức (i) trong Định lý 3.1 bao gồm hai 
ràng buộc trên các vectơ 𝑥𝑥1∗, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛∗ ∈ 𝑋𝑋∗: Khoảng 
cách giữa từng vectơ với các nón pháp tuyến tương 
ứng và tổng của các chuẩn vectơ phải rất nhỏ. Điều 
kiện này này bao hàm hai ràng buộc 
∑ 𝑑𝑑 �𝑥𝑥𝑖𝑖∗,𝑁𝑁𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖)(𝑣𝑣𝑖𝑖)� < 𝜀𝜀𝑛𝑛
𝑖𝑖=1  và  ∑ ‖𝑥𝑥𝑖𝑖∗‖𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 < 𝜀𝜀. 

Hệ quả 3.1 Cho 𝑋𝑋 là không gian Asplund, 
(𝑋𝑋𝑖𝑖 ,𝑑𝑑𝑖𝑖) là không gian mêtric, 𝐹𝐹𝑖𝑖:𝑋𝑋𝑖𝑖 ⇉ 𝑋𝑋,  𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑖𝑖, 
𝐹𝐹𝑖𝑖 (𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛) có giá trị đóng và 𝑥𝑥 ∈ ∩𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖). 
Nếu {𝐹𝐹1, … ,𝐹𝐹𝑛𝑛} là xấp xỉ dừng tại 𝑥𝑥 thì các khẳng 
định sau đây xảy ra: 

(i) với mọi 𝜀𝜀 ∈ (0,1) và 𝜏𝜏 ∈ �0, 1−𝜀𝜀
1+𝜀𝜀

�, tồn tại  
𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑖𝑖 ∩ 𝐵𝐵𝜀𝜀(𝑥𝑥𝑖𝑖), 𝑣𝑣𝑖𝑖 ∈ 𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖) ∩ 𝐵𝐵𝜀𝜀(𝑥𝑥), 𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵𝜀𝜀(𝑥𝑥), 
𝜔𝜔𝑖𝑖 ∈ 𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖) ∩ 𝐵𝐵𝜀𝜀(𝑥𝑥) và 𝑥𝑥𝑖𝑖∗ ∈ 𝑋𝑋∗ (𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛) thoả 
‖∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖∗𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 ‖ < 𝜀𝜀
1−𝜀𝜀

,  𝑥𝑥𝑖𝑖∗ ∈ 𝑁𝑁𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖)(𝑣𝑣𝑖𝑖) (𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛),
∑ ‖𝑥𝑥𝑖𝑖∗‖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 = 1, và ∑ 〈𝑥𝑥𝑖𝑖∗, 𝑥𝑥 + 𝜔𝜔𝑖𝑖 − 𝑣𝑣𝑖𝑖〉 >𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
𝜏𝜏 max
1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛

‖𝑥𝑥 + 𝜔𝜔𝑖𝑖 − 𝑣𝑣𝑖𝑖‖; 

(ii) với mọi 𝜀𝜀 ∈ (0,1) và 𝜏𝜏 ∈ �0, 1−𝜀𝜀
1+𝜀𝜀

�, tồn tại 

𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑖𝑖 ∩ 𝐵𝐵𝜀𝜀(𝑥𝑥𝑖𝑖),  𝑣𝑣𝑖𝑖 ∈ 𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖) ∩ 𝐵𝐵𝜀𝜀(𝑥𝑥), 𝜔𝜔𝑖𝑖 ∈
𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖) ∩ 𝐵𝐵𝜀𝜀(𝑥𝑥), và 𝑥𝑥𝑖𝑖∗ ∈ 𝑋𝑋∗ (𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛) sao cho 
∑ ‖𝑥𝑥𝑖𝑖∗‖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 = 1, ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖∗𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 = 0, 
∑ 𝑑𝑑 �𝑥𝑥𝑖𝑖∗,𝑁𝑁𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖)(𝑣𝑣𝑖𝑖)� < 𝜀𝜀

1−𝜀𝜀
𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 , và ∑ 〈𝑥𝑥𝑖𝑖∗, 𝑥𝑥 +𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝜔𝜔𝑖𝑖 − 𝑣𝑣𝑖𝑖〉 > 𝜏𝜏 max
1≤i≤n

‖𝑥𝑥 + 𝜔𝜔𝑖𝑖 − 𝑣𝑣𝑖𝑖‖. 

Chứng minh 

(i) Đặt 𝜏𝜏′ ≔ 𝜏𝜏(1 + 𝜀𝜀) + 𝜀𝜀 ∈ (0,1). Áp dụng 
Định lý 3.1, tồn tại 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑖𝑖 ∩ 𝐵𝐵𝜀𝜀(𝑥𝑥𝑖𝑖),  𝑣𝑣𝑖𝑖 ∈ 𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖) ∩
𝐵𝐵𝜀𝜀(𝑥𝑥), 𝜔𝜔𝑖𝑖 ∈ 𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖) ∩ 𝐵𝐵𝜀𝜀(𝑥𝑥) và 𝑥𝑥𝑖𝑖∗ ∈ 𝑋𝑋∗ (𝑖𝑖 =
1, … ,𝑛𝑛) sao cho ∑ 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑖𝑖∗,𝑁𝑁𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖)(𝑣𝑣𝑖𝑖)𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 +
‖∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖∗𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 ‖ < 𝜀𝜀 và ∑ 〈𝑥𝑥𝑖𝑖∗, 𝑥𝑥 + 𝜔𝜔𝑖𝑖 − 𝑣𝑣𝑖𝑖〉𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 ≥

τ′ max
1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛

‖𝑥𝑥 + 𝜔𝜔𝑖𝑖 − 𝑣𝑣𝑖𝑖‖. Ta có τ
′−ε
1+ε

= τ. Áp dụng Bổ 

đề 2.6 (i) và (iii) với 𝜆𝜆 ≔ 1 − 𝜀𝜀 và 𝜌𝜌 ≔ 1 ta có được 
điều phải chứng minh. 

(ii) Đặt 𝜏𝜏′ ≔ 𝜏𝜏(1 + 𝜀𝜀) + 𝜀𝜀 và 𝜏𝜏′ ∈ (0,1). Áp 
dụng Định lý 3.1, tồn tại 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑋𝑋𝑖𝑖 ∩ 𝐵𝐵𝜀𝜀(𝑥𝑥𝑖𝑖), 𝑣𝑣𝑖𝑖 ∈
𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖) ∩ 𝐵𝐵𝜀𝜀(𝑥𝑥), 𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵𝜀𝜀(𝑥𝑥), 𝜔𝜔𝑖𝑖 ∈ 𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖) ∩ 𝐵𝐵𝜀𝜀(𝑥𝑥) và 
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𝑥𝑥𝑖𝑖∗ ∈ 𝑋𝑋∗(𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛) sao cho 
∑ 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑖𝑖∗,𝑁𝑁𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖)(𝑣𝑣𝑖𝑖)𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 + ‖∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖∗𝑛𝑛

𝑖𝑖=1 ‖ < 𝜀𝜀 và 
∑ 〈𝑥𝑥𝑖𝑖∗, 𝑥𝑥 + 𝜔𝜔𝑖𝑖 − 𝑣𝑣𝑖𝑖〉𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 ≥ τ′ max

1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛
‖𝑥𝑥 + 𝜔𝜔𝑖𝑖 − 𝑣𝑣𝑖𝑖‖. Ta 

có τ
′−ε
1+ε

= τ. Áp dụng Bổ đề 2.6 (ii) và (iii)  

với 𝜆𝜆 ≔ 1 − 𝜀𝜀 và 𝜌𝜌 ≔ 1 ta có được điều  

phải chứng minh.  

Nhận xét 3.1   

Hệ quả 3.1(i) cải tiến (Mordukhovich et al., 
2003), Định lý 4.1. Thật vậy, các kết quả được suy 
ra từ tính xấp xỉ dừng thay vì tính cực trị địa phương. 
Hơn nữa, Hệ quả 3.1(i) cũng bổ sung thông tin của 
các vectơ đối ngẫu thông qua điều kiện ∑ 〈𝑥𝑥𝑖𝑖∗, 𝑥𝑥 +𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
𝜔𝜔𝑖𝑖 − 𝑣𝑣𝑖𝑖〉 > 𝜏𝜏 max

1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛
‖𝑥𝑥 + 𝜔𝜔𝑖𝑖 − 𝑣𝑣𝑖𝑖‖. 

4. KẾT LUẬN 

Bài báo đưa ra các kết quả về điều kiện cần đối 
ngẫu trong không gian Asplund cho tính xấp xỉ dừng 
của họ các ánh xạ đa trị. Các kết quả này được xem 
là một dạng nguyên lý cực trị cho họ các ánh xạ đa 
trị. Các kết quả trong bài báo có thể được dùng để 
thiết lập điều kiện tối ưu cho nghiệm của bài toán tối 
ưu đa mục tiêu theo quan hệ đóng. 
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