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TÓM TẮT 
Trong bài báo này, bài toán liên thông p-maxian trên đồ thị cây sẽ 
được xem xét. Để giải bài toán, đầu tiên, một tập trội hữu hạn được 
tìm ra. Sau đó, một thuật toán tổ hợp được phát triển cho bài toán 
dựa trên việc tính toán giá trị mục tiêu đối với mỗi phần tử trong 
tập trội. 

Từ khoá: Bài toán vị trí, p-maxian, tập trội 

ABSTRACT 
In this paper, the connected p-maxian problem on tree graphs is 
considered. To solve the problem, firstly, a finite dominating is 
found. Then, a combinatorial algorithm is developed for the 
problem based on computing objective values concerning all 
elements in the dominating set. 

Keywords: Dominating set, location problem, p-maxian  

1. MỞ ĐẦU 

Lý thuyết vị trí cung cấp cơ sở lý thuyết để ra 
quyết định, trong đó mục tiêu nghiên cứu là xác định 
vị trí tối ưu của một hay nhiều vật thể. Lý thuyết vị 
trí đóng một vai trò quan trọng trong quy hoạch, ví 
dụ sắp xếp vị trí các nhà kho, bệnh viện hay trạm 
cứu hỏa. Nhiều tác giả đã có công trình nghiên cứu 
liên quan đến bài toán vị trí như Kariv and Hakimi 
(1979), Drezner and Hamacher (2002), … Những 
hàm mục tiêu thường được nghiên cứu là hàm mục 
tiêu của điểm trung tâm hay điểm trung vị nếu vị trí 
cần tìm là vị trí mong muốn, tuy nhiên, các bài toán 
với các vị trí không mong muốn cũng được nghiên 
cứu. Một số ví dụ về vị trí cơ sở vật chất không mong 
muốn có thể kể đến như sân bay, bãi rác, … là các 
vị trí mà càng xa khu dân cư càng tốt. Nội dung cơ 
bản và hướng tiếp cận cho các bài toán vị trí không 
mong muốn được nghiên cứu trong các kết quả của 
tác giả Church and Garfinkel (1978) và Tamir 
(1991).  

Trong nhiều trường hợp, các cơ sở vật chất mới 
được xây dựng phải có tính liên kết để chuyển thông 

tin, liên lạc hay vì lí do an toàn. Do đó, bài toán vị 
trí p vật thể trên một mạng lưới sao cho các vật thể 
này phải được liên kết với nhau đã được khảo sát 
gần đây. Bài toán vị trí liên thông p-center trên đồ 
thị lần đầu tiên được xem xét và được chứng minh 
thuộc lớp bài toán NP-hard trong công trình của Yen 
(2012). Không chỉ vậy, một thuật toán trong thời 
gian tuyến tính đã được đề xuất cho bài toán trên đồ 
thị có trọng số bằng nhau và độ dài các cạnh bằng 
nhau. Vào năm 2016, Chang et al. đã đề cập đến bài 
toán p-median liên thông trên đồ thị khối, siêu lớp 
của đồ thị cây. Các tác giả đã chứng minh được bài 
toán thuộc lớp NP-hard nếu có hai độ dài cạnh khác 
nhau. Tuy nhiên, đối với trường hợp độ dài cạnh 
thống nhất, một thuật toán trong thời gian tuyến tính 
được phát triển để tìm p-median liên thông trên đồ 
thị khối cơ bản. Sau đó, Kang et al. đã đưa ra một 
thuật toán trong thời gian tuyến tính đơn giản hơn 
cho bài toán p-median liên thông trên đồ thị khối với 
độ dài cạnh thống nhất vào năm 2018. Họ cũng đã 
nghiên cứu bài toán hai mục tiêu với hàm mục tiêu 
trung vị và trung tâm, bài toán vị trí liên thông trên 
đồ thị khối được gọi là bài toán p-centdian liên 
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thông. Bai et al. (2018) đã giải bài toán p-center liên 
thông trên đồ thị xương rồng trong thời gian bậc hai 
bằng cách phân chia đồ thị xương rồng. 

Cho ( , )T V E=  là một cây với tập đỉnh V và tập 
cạnh E. Ở đây, mỗi đỉnh v được liên kết với một 
trọng số âm vw , mỗi cạnh e E∈ có độ dài dương 

.el  Ngoài ra, mỗi cạnh của cây có thể được coi là 
một khoảng liên tục chứa các điểm trên cây. Khoảng 
cách giữa hai điểm a và b là độ dài của đường đi 

( , )P a b  nối giữa chúng, ký hiệu là ( , ).d a b  

Với mỗi tập p vật thể { }1 2: , ,..., ,pX x x x= hàm 
mục tiêu p-median không mong muốn trên T có thể 
được viết bằng hai cách như sau: 

         ( )( )min , ,v
v V

w d v X
∈
∑                 (1) 

               ( )min , .v
v V

w d v X
∈
∑              (2) 

Ở đây, khoảng cách từ đỉnh v tới tập X được định 
nghĩa là { }1,2,..,( , ) : min ( , ) .i p jd v X d v x==  

Đối với hàm mục tiêu (1), sau khi đặt lại một 
trong số dương mới v vw w=  với mọi v V∈ , bài 
toán p-median không mong muốn của hàm min trở 
thành hàm max 

             
1

( ) : .max ( , ).
p

v jj
v V

F X w d v x
=

∈

=∑                (3) 

Bài toán này được gọi là bài toán p-maxian trên 
cây, tham khảo Burkard et al. (2007). Với 1p = , bài 
toán sẽ là bài toán 1-maxian và nó có thể được giải 
trong thời gian tuyến tính bởi Ting (1984). Với 

1p > , Burkard et al. (2007) chỉ ra rằng hai đỉnh đầu 
mút của đường đi dài nhất trên cây là 2-maxian của 
T và p-maxian sẽ chứa 2-maxian. Do đó, bài toán p- 
maxian có thể được giải trong thời gian tuyến tính 
bằng cách tìm đường đi dài nhất trên cây. Tương tự, 
Cheng and Kang (2010) phát triển một cách tiếp cận 
trong thời gian tuyến tính cho bài toán p-maxian trên 
một đồ thị khoảng. Kang and Cheng (2010) cũng 
xem xét bài toán liên quan trên đồ thị khối và chỉ ra 
rằng bài toán có thể được giải trong thời gian tuyến 
tính. Gần đây, Kang et al. (2014) đã giải bài toán 2-
maxian trên đồ thị xương rồng trong thời gian bậc 
hai dựa vào tính chất trung điểm của 2-maxian. 
Nguyen et al. (2020) đã tiếp tục phát triển một thuật 
toán trong thời gian tuyến tính cho bài toán p-

maxian trên cây với sự ràng buộc về khoảng cách 
giữa các cơ sở bằng cách xây dựng tập trội các trung 
điểm. 

Trong những nghiên cứu gần đây, các bài toán vị 
trí liên thông cùng với bài toán vị trí maxian trên 
mạng lưới đã thu hút nhiều sự chú ý của cộng đồng 
nghiên cứu lý thuyết vị trí. Tuy nhiên, chưa có 
nghiên cứu nào về bài toán vị trí maxian liên thông 
mặc dù nó có nhiều ý nghĩa thực tế. Điển hình là khi 
chúng ta cần tìm vị trí cho các vật thể không mong 
muốn mà phải kết nối với nhau để thuận tiện cho 
liên lạc và vận chuyển. Dựa vào từng trường hợp cụ 
thể, bài toán vị trí maxian liên thông có thể được mô 
hình hóa. Nghiên cứu được thực hiện nhằm tìm hiểu 
bài toán p-maxian liên thông trên cây. Cụ thể là, tập 

{ }1 2, ,..., pX v v v=  của p đỉnh được tìm để 

1
.max ( , )

p

v jj
v V

w d v v
=

∈
∑  đạt tối đa và đồ thị sinh bởi X là 

một cây con của T. 

Tính chất của p-maxian liên thông trên cây được 
nghiên cứu và chỉ ra kết quả của tập trội ở Phần 2. 
Sau đó, một thuật toán tổ hợp được phát triển để giải 
bài toán p-maxian liên thông trên cây trong thời gian 

( s log ),O n p  với n là số đỉnh trên cây, s là số lá, p là 
số đỉnh của p-maxian. 

2. TẬP TRỘI HỮU HẠN  

Trước tiên, ta nhắc lại một số tính chất cơ bản 
của đồ thị cây. Với hai điểm x, y gọi ( , )P x y là 
đường đi nối x và y. 

Bổ đề 1. Đặt , , ,a x y z  là 4 điểm phân biệt nằm 
trên cây T  sao cho ( , )z P x y∈  thì ( , )z P a x∈ hoặc 

( , ).z P a y∈   

Chứng minh. Theo giả thiết ta có ( , )z P x y∈ . Ta 
giả sử ( , )z P a x∉  và ( , )z P a y∉  (như hình vẽ) 

 
Hình 1. Phản chứng của Bổ đề 1 

Bởi vì đường đi kết nối x, y đi qua a nhưng không 
chứa z, trong khi đó đường đi ( , )P x y  chứa z. Vì 

a

x y
z
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vậy, tồn tại hai con đường nối x và y và điều này 
mâu thuẫn với tính chất của đồ thị cây.  

Mục đích của ta là tìm một cây con pT  với p 
đỉnh liên thông (p > 1) trên cây T sao cho hàm 
maxian là lớn nhất 

'
( ( )) w max ( , ').

p
p v v Tv V

F V T d v v
∈∈

= ∑   

Cho một cặp gồm hai đỉnh u và v, ta viết 
{ } { }, ' : ( ', ) ( ', )u v
uS v V d v u d v v= ∈ ≥ . Nghĩa là tập 

hợp tất cả các đỉnh v’, sao cho khoảng cách từ 'v  
đến u   không nhỏ hơn so với khoảng cách từ v′ đến 
v. Ngược lại, { } { },\ : ' : ( ', ) ( ', )u v

uV S v V d v v d v u= ∈ >  là 
tập hợp tất cả các đỉnh v’ sao cho 'v  gần u  hơn so 
với v. 

Mệnh đề 1: Đặt là ( , )P a b  đường đi dài nhất của 
.pT  Hàm maxian của pT là 

{ }( )
{ },

( ( )) , w ( , )
a b

a

p v
v S

F V T F a b d v a
∈

= = ∑  

                 
{ },\

w ( , )
a b

a

v
v V S

d v b
∈

+ ∑  

Chứng minh. Đặt m là trung điểm của ( , ).P a b  

Bước 1: Trước tiên, ta nhận thấy rằng 
( , ) ( , ) ( , )d m u d m a d m b≤ =  với mọi ( )pu V T∈ . Giả 

sử ( , ) ( , )d m u d m b> . Theo Bổ đề 1, ( , )m P a b∈  và 
m, u, a, b phân biệt nên ( , )m P a u∈  hoặc 

( , )m P u b∈ . 

Không mất tính tổng quát, ta giả sử ( , )m P a u∈  

Ta có 
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ).
d a u d a m d m u d a m d m b

d a b
= + > +

=
 

(Mâu thuẫn) 

Vậy ( , ) ( , ) ( , ).d m u d m a d m b≤ =  

Bước 2: Ta quan sát thấy rằng 
{ }( , ) max ( , ), ( , )d v u d v a d v b≤  với , pv V u V∈ ∈  . 

Từ Bổ đề 1, ta có ( , )m P v b∈  hoặc ( , )m P v a∈  . 

Không mất tính tổng quát, ta giả sử rằng 
( , ).m P v a∈  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ).d u v d v m d m u d v m d m a d v a≤ + ≤ + =   

Bước 3: Từ bước 2, ta có thể viết 

 { }'( ) w max ( , ), ( , )p v
v V

F T d v a d v b
∈

= ∑          

      
{ } { }, ,\

w ( , ) w ( , ).
a b a b

a a

v v
v S v V S

d v a d v b
∈ ∈

= +∑ ∑   

Mệnh đề 2: (Tập trội của pT ). Tồn tại một p-

maxian liên thông của T, gọi là cây con ,pT thỏa một 
trong hai tính chất sau:  

1. pT là một đường đi cơ bản, 

2.  Gọi ( , )P a b  là đường đi dài nhất của cây pT  
thì a, b là hai lá của cây T. 

Chứng minh. Giả sử mọi p-maxian liên thông pT  
đều không phải là đường đi cơ bản và đường đi dài 
nhất trên cây con pT  không nối hai lá trên cây T.  

{ },a b là tập hai đầu mút của đường đi dài nhất 
trên cây con pT . Khi đó, tồn tại đỉnh v T∈ sao cho 

( ),v P a b∉  và v kề với a hoặc b.  

pT  không phải là đường đi nên tồn tại đỉnh 

pu T∈  nhưng ( ),u P a b∉ . 

Đặt { } { }( \ ) .p pT T u v′ = ∪  Khi đó pT ′ cũng là một 
cây con liên thông của T. Giả sử v kề với b, khi đó 

( ),P a v  trở thành đường đi dài nhất trên pT ′  vì 

( ),P a b  là đường đi dài nhất trên pT . 

Từ đó, ta có thể viết: 

( )( ) ( )
{ }

( )
{ }, ,\

, ,
a v a v

a a

p v v
v S v V S

F V T w d v a w d v v′ ′
′ ′∈ ∈

′ ′ ′= +∑ ∑   

(Theo mệnh đề 1) (*) 

Vì { } { } { }( ) { }, , , ,\ \ \a v a v a b a b
a a a aV S V S S V S= ∩ ∪  (do 

{ } { }, ,a v a b
a aS S⊂ ) nên  

( )( ) ( )
{ }

( )
{ } { }, , ,\

, ,
a v a v a b

a a a

p v v
v S v V S S

F V T w d v a w d v v′ ′
′ ′∈ ∈ ∩

′ ′ ′= +∑ ∑  

    ( )
{ },\

,
a b

a

v
v V S

w d v v′
′∈

′+ ∑  

Với { },\ ,a b
av V S′∈  áp dụng Bổ đề 1 cho bốn đỉnh 

không trùng nhau a, b, v, v′  ta được ( ),b P v v′∈  

hoặc ( ), .b P v a′∈  Nếu ( ),b P v v′∈  thì 
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( ) ( ) ( ) ( ), , , ,d v a d v b d b a d v b′ ′ ′= + >  (vô lí do 
{ },\ a b
av V S′∈  ). Do đó ( ),b P v a′∈  suy ra 

( ) ( ), , .d v v d v b′ ′>   

Chú ý rằng ( ) ( ), ,d v v d v a′ ′>  với 
{ }( ) { }, ,\ a v a b
a av V S S′∈ ∩  và { },\ a b

av V S′∈  với 

( ) ( ), , ,d v v d v b′ ′>  ta có  

( )( ) ( )
{ },

,
a v

a

p v
v S

F V T w d v a′
′∈

′ ′> ∑

( )
{ } { }

( )
{ }, , ,\ \

, ,
a v a b a b

a a a

v v
v V S S v V S

w d v a w d v b′ ′
′ ′∈ ∩ ∈

′ ′+ +∑ ∑  

( ) ( )
{ }

( )
{ }

( )( )
, ,\

, ,
a b a b

a a

v v p
v S V

p
v S

w d v a w VF d v b F TT ′ ′
′ ′∈ ∈

′′ ′= + =∑ ∑  

Suy ra pT  không phải là một p-maxian, mâu 
thuẫn giả thiết. Vậy mệnh đề được chứng minh 
xong.  

Từ Mệnh đề 2, chúng ta có thể đưa ra kết quả 
sau.  

Hệ quả 1.  Nếu tồn tại đường đi dài nhất ( , )P a b
trên T có nhiều nhất p đỉnh, thì bất kỳ tập liên thông 
nào với cây dẫn xuất pT  thỏa ( , ) pP a b T⊂ cũng là 
p-maxian liên thông trên cây T. 

Chứng minh. Dựa trên kết quả của Burkard et al. 
(2007), ta có giá trị p-maxian (với p đỉnh không nhất 
thiết liên thông) là { }( ), .F a b Vì 

( )( ) { }( ),pF V T F a b=  nên ( )( )pF V T là giá trị p-

maxian trên cây T và tập p đỉnh liên thông chứa hai 
đỉnh a, b sao cho ( , )P a b là đường đi dài nhất trên 
cây T là p-maxian liên thông trên T.  

3. THUẬT TOÁN TỔ HỢP 

Ta lấy gốc của cây T  tại  lá r và ta được cây có 
hướng T


. Đặt ( )Child v  là tập gồm tất cả các con 

của đỉnh v và ( )Des v  là tập gồm tất cả con cháu của 

v trên cây T


. Ta định nghĩa ( )T v  là cây con gồm v 

và con cháu của nó ( ( ))V T v = { }( ) .Des v v∪   

Cho đỉnh cố định v V∈ , mục đích của ta là tìm 
một p-maxian liên thông ( ) ( )pT v T v⊂  với tính chất 

v là đỉnh đầu mút của đường đi dài nhất trong ( )pT v  
. Ta gọi ( )pT v  với giá trị maxian lớn nhất là  

p-maxian liên thông địa phương tương ứng với 
v trên .T


 

Đặt ( ', )P v v  là đường đi dài nhất của ( )pT v . Dễ 
thấy rằng ( )pT v có thể được khôi phục ngay sau khi 
v’ được xác định. Mệnh đề bên dưới sẽ cho ta sự phụ 
thuộc của v’ vào v. Trước tiên, ta trình bày một số kí 
hiệu quan trọng cho mệnh đề. Đặt L là tập tất cả các 
lá trên T. Trên T


, ta kí hiệu cấp của mỗi đỉnh t là 

( )lev t . Chú ý rằng ( ) 0lev r =  với r là gốc và 
( ) ( ) 1lev u lev t= +  với ( ).u Child t∈  

Mệnh đề 3: (Mối quan hệ giữa v  và 'v  ). Đặt 
( , ')P v v là đường đi dài nhất của ( )pT v  và định 

nghĩa { } ( ) ( )
( )
\ : max

.
1
u L Des vv V L lev u

S r
lev v p

∈ ∩
  
 
  

∈
= ∪

≥ + −
 

 Ta được: 

Nếu v r=  thì 'v T∈


 sao cho 
( ) ( )' 1lev v lev v p= + −  hoặc { }' \v L r∈  với 
( ) ( )' 1lev v lev v p< + −  . 

• Nếu { }\v S r∈  thì ( ') ( ) 1lev v lev v p= + − . 

• Nếu v S∉  thì ( )pT v  không tồn tại. 

Chứng minh. Từ Mệnh đề 2, ta biết được rằng 
, 'v v  đều là lá hoặc là ( , ') ( )pP v v T v= , trong trường 

hợp này, ta nhận thấy rằng ( ') ( ) 1.lev v lev v p= + −   

• Đầu tiên ta xem xét v r= . Nếu ( , ')P v v  
chứa chính xác p đỉnh, thì ( ') ( ) 1.lev v lev v p= + −

Ngược lại, ta phải có { }' \v L r∈  và 

( )' ( ) 1lev v lev v p< + −  .  

• Với { }\ \v S r V L∈ ⊂ , dễ thấy 
( ') ( ) 1.lev v lev v p= + − (Do v không phải là lá nên 

xảy ra trường hợp ( , ') ( )pP v v T v= ). 

• Việc còn lại là xem xét ,v S∉ nghĩa là 

{ } { }( )( )\ : max ( ) ( ) 1 \u L Des vv v V L lev u lev v p L r∈ ∩∈ ∈ < + − ∪   
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Nếu { }\v L r∈  thì { }( )T v v=  vì vậy ( )pT v  
không tồn tại. (Do ta giả thiết p > 1) 

Nếu ( )es\ : max ( )

( ) 1
u L D vv V L lev u

v
lev v p

∈ ∩∈ <  ∈ 
+ −  

  

Ta có:  

( ) ( )
( ') max ( ) max ( ) ( ) 1.

u T v u L Des v
lev v lev u lev u lev v p

∈ ∈ ∩
≤ = < + −   

Từ đó dẫn đến mâu thuẫn nếu ( )pT v  tồn tại. 

Khoảng cách từ gốc r đến mọi đỉnh trên cây có 
thể được tính bằng thuật toán tìm kiếm theo chiều 
rộng. Để khôi phục lại khoảng cách ( , )d v u  với v là 
tổ tiên của u, ta có ( , ) ( , ) ( , )d v u d r u d r v= −  trong 

thời gian hằng. Hơn nữa, ta đặt 
( )

: v
v V T

W w
∈

= ∑ là 

tổng trọng số của cây có hướng và 

'
( )

( ) : v v
v Des v

W v w w
′∈

= +∑  là tổng trọng số của một 

nhánh cây có gốc tại v. Có thể thấy rằng ( ).W W r=  

Ta có thể dễ dàng tính được ( ) ( , )v
v V

f r w d r v
∈

=∑  

trong thời gian tuyến tính do ( , )d r v đã biết với mọi 
.v V∈ Giả sử là ( )f v  đã tính được, khi đó ta có thể 

tính ( )f u  với mọi u là con của v dựa vào ( ),f v ,W
( )W r  và ( , )u vl . Thật vậy, 

( ) w ( , ) w ( , )
u u

v v
v T v T

f u d u v d u v′ ′
′ ′∈ ∉

′ ′= +∑ ∑  

    ( )( , )w ( , )
u

v u v
v T

d v v l′
′∈

′= −∑  

  ( )( , )w ( , )
u

v u v
v T

d v v l′
′∉

′+ +∑  

( , )( ) w w
u u

v v u v
v T v T

f v l′ ′
′ ′∈ ∉

 
 = + − +
 
 
∑ ∑  

    ( ) ( , )( ) 2 ( ) .u vf v W W u l= + −  (6) 

Do đó, ta có thể tính và lưu lại giá trị trung vị tại 
mỗi đỉnh của cây trong thời gian tuyến tính bằng 
cách đệ quy theo hướng từ trên xuống dưới. 

Bây giờ ta xem sự biểu diễn của hàm maxian của 
một tập liên thông là một cây con ( )pT v  có gốc tại 

v và ( , )P u v  là đường đi dài nhất trên ( ).pT v  Gọi 

{ },u vm  là trung điểm của đường đi ( , )P u v  khi đó 

theo Mệnh đề 1, ta có: 

{ } { }, ,\

( ( )) ( , ) ( , )
u v u v

u u

p v v
v S v T S

F V T w d v u w d v v′ ′
′ ′∈ ∈

′ ′= +∑ ∑  

          
{ }

{ },
,

( , )( , ) )
2u v

v

v u v
v S

d u vw d v m′
′∈

 ′= + 
 

∑        

    { }
{ },

,
\

( , )( , ) )
2u v

v

v u v
v T S

d u vw d v m′
′∈

 ′+ + 
 

∑  

    { },
( , )( ) .
2u v

Wd u vf m= +                       (7) 

Hơn nữa, nếu trung điểm { },u vm nằm trên một 

cạnh ( ),e = α β  với α là đỉnh cha của ,β  khi đó 

{ } ( ) { }, ,( ) ( ) 2 ( ) ( , )u vf m f W W d m α β= α + − β α  

do (6). Do đó, kết hợp với (7), ta được 

( ) { },

( ( )) ( )
( , )2 ( ) ( , ) .
2

pF V T f
Wd u vW W d m α β

= α +

− β α +
              (8) 

Dựa vào những dữ liệu liên quan đến các giá trị 
trung vị, trọng số của các nhánh của cây có hướng 
T


và sự biểu diễn của hàm maxian ở (8), ta phát 
triển một thuật toán tổ hợp để tìm p-maxian liên 
thông địa phương trên cây T


. Ta lưu gốc v của 

nhánh cây đang xét vào tập S. Ở mỗi vòng lặp, ta 
tính giá trị của { }( ),F v v′  với mọi v′  phụ thuộc vào 

v sao cho ( ) ( ) 1lev v lev v p′ = + − , suy ra ( , )P v v′  là 
một đường đi chứa p đỉnh, rồi lưu giá trị lớn nhất 
của chúng vào 1tempt . Chúng ta cũng tính 

{ }( ),F v v′  với mọi lá v′  của cây theo Mệnh đề 3 rồi 

lưu giá trị lớn nhất của chúng vào 2tempt . Để tính 

{ }( ), ,F v v′ ta cần tìm trung điểm { },v vm ′  và cạnh 

( ),α β  chứa { },v vm ′  với α là đỉnh cha của .β  Dựa 

vào (8), ta có thể tính được { }( ) ( )( ), .pF v v F V T′ =  

Chúng ta lưu giá trị maxian lớn nhất vào Max và hai 
đỉnh đầu mút của đường đi dài nhất vào Pair. Cuối 
cùng, giá trị lớn nhất của { }( )max,F v v  với mọi đỉnh 

v là mục tiêu p-maxian liên thông địa phương. Cụ 
thể hơn, ta sẽ đi vào phần Thuật toán 1. 
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Thuật toán 1. Tìm p-maxian liên thông địa 
phương trên cây có hướng. 
Input: Một cây có hướng T


 gốc r. 

Tính W, ( ),f v ( ),W v ( )lev v  với mọi .v T∈


 
Đặt tập S như ở (5), giá trị maxian là ,Max = −∞  
hai đỉnh đầu mút của đường đi dài nhất là 

: .Pair = ∅  
for v S∈ do 

Đặt 
{ }( ){ }1 : ax , : , ( ) ( ) 1 .tempt m F v v v V lev v lev v p′ ′ ′= ∈ = + −  

if v r=  then 
Đặt 

{ }( ){ }2 : ax , : , ( ) ( ) 1 .tempt m F v v v L lev v lev v p′ ′ ′= ∈ < + −  

Đặt { }1 2: max ,Fmax tempt tempt=  và maxv  sao 
cho max( , ) : .F v v Fmax=  

else 
Đặt 1:Fmax tempt=  và maxv  sao cho 

max( , ) : .F v v Fmax=  
end if 
if Fmax Max>  then 

Đặt Max := Fmax và { }max: , .Pair v v=  
end if 

end for 
Output: Giá trị Max là p-maxian liên thông địa 
phương và cặp đỉnh đầu mút của đường đi dài nhất 
trên cây là Pair. 

Chú ý rằng trong Output, nếu { }max: ,Pair v v=  với 
max( , )P v v chứa p đỉnh, thì p-maxian liên thông của T 

là tập đỉnh nằm trên đường đi đó. Mặt khác, nếu 
max( , )P v v chứa q đỉnh với q p< thì ta thêm p q−

đỉnh gần kề với đường đi sao cho max( , )P v v  vẫn là 
đường đi dài nhất để được kết quả là một tập chính 
là  p-maxian liên thông của T. 

Tiếp theo, chúng ta xem xét độ phức tạp của 
thuật toán. Ở bước đầu, chúng ta tính S, W, ( ),f v

( ),W v ( )lev v  với mỗi đỉnh v T∈


trong thời gian tuyến 
tính bằng cách tiếp cận đã được đưa ra trước đó. Ở 
các bước lặp của vòng while, ta tìm 1tempt và 2tempt  
bằng cách tính hàm maxian của cặp { }, .v v′ Để tính 

giá trị của { }( ), ,F v v′  ta tìm trung điểm { },v vm ′  trong 

thời gian (log )O p bằng phương pháp tìm kiếm nhị 
phân và sau đó áp dụng (8). Vì mỗi đỉnh được xem 
xét nhiều nhất một lần, nên trong trường hợp xấu 
nhất, độ phức tạp của thuật toán là 

( deg( ) log ) ( log ).
v V

O v p O n p
∈

=∑  

Để giải bài toán p-maxian liên thông trên cây T, 
ta tìm p-maxian liên thông địa phương đối với mọi 
cây có hướng có gốc tại lá của cây T. Vì mọi phần 
tử trong tập trội có thể được xem xét bằng cách áp 
dụng Thuật toán 1 cho mọi cây có hướng tại lá, giá 
trị lớn nhất trong số các giá trị p-maxian địa phương 
là giá trị mục tiêu tối ưu và nghiệm tương ứng là p-
maxian liên thông của T. Đó chính là kết quả của 
nghiên cứu. 

Định lý 1. Bài toán p-maxian liên thông trên cây 
T có thể được giải thời gian ( s log )O n p  với n là số 
đỉnh của cây và s là số lá của nó. Thuật toán 1 được 
trình bày bằng ví dụ sau: 

Ví dụ 1. Cho cây ( , )T V E=  với trọng số đỉnh 
đơn vị. Trên mỗi cạnh của cây, ta chỉ định một độ 
dài dương. Chúng ta sẽ đi tìm 4-maxian liên thông 
địa phương trên cây .T


 Cây có hướng T


 được 

miêu tả ở Hình 2. 

 
Hình 2. Một ví dụ cho cây có hướng 

Ta có ( ) 18W r W= =  và ( )f r = 145. Bằng cách 
tính đã được trình bày trước đó, ta nhận được trọng 
số của nhánh có hướng và giá trị trung vị tại các đỉnh 
như trong Bảng 1. 

  

1

3 2

4
2 5

4

1
1

6

1
3

2 5 3 2

2

r

v1

v2 v3

v4
v5 v6

v7

v8
v9 v10

v15

v12

v11

v13 v14 v16 v17
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Bảng 1. Trọng số của các nhánh có hướng và giá trị trung vị tại các đỉnh 

iv  1v  2v  3v  4v  5v  6v  7v  8v  9v  10v  11v  12v  13v  14v  15v  16v  17v  
( )iW v  17 7 9 5 1 4 4 1 3 3 1 2 1 1 1 1 1 
( )if v  129 141 129 173 173 179 169 213 185 191 217 183 217 265 287 239 215 

Bảng 2. Dữ liệu cập nhật tại mỗi vòng lặp 

Iter. v  v′  ( , )m v v′  ({ , })F v v′  Tempt1 Tempt2 Max Pair 

1 r 

4v  

5v  

6v  

7v  

2v  
in 1 2( , )v v  
in 3 6( , )v v  
in 3 7( , )v v  

168 
164 
184 
170 

184 164 184 6{ , }r v  

2 1v  

8v  

9v  

10v  

11v  

12v  

in 2 4( , )v v   
in 2 4( , )v v   
in 3 6( , )v v  
in 3 7( , )v v  
in 3 7( , )v v  

189 
185 
194 
190 
180 

194 - 194 { }1 10,v v  

3 2v  13v  

14v  
in 2 4( , )v v   

9v  
205 
194 

205 - 205 { }2 13,v v  

4 3v  
15v  

16v  

17v  

10v  
in 3 6( , )v v  
in 3 7( , )v v  

200 
219 
200 

219 - 219 { }3 16,v v  

Vậy, 4-maxian liên thông địa phương của cây T


 
là { }3 6 10 16, , ,v v v v  với giá trị mục tiêu là 219. 

4. KẾT LUẬN 

Một biến thể của bài toán p-maxian trên cây 
được đề cập trong nghiên cứu khi các cơ sở là liên 
thông. Biến thể này được gọi là bài toán p-maxian 
liên thông trên cây. Để giải bài toán, đầu tiên chúng 
ta rút ra các kết quả liên quan đến tập trội của p-
maxian liên thông. Dựa trên kết quả đó, một thuật 

toán tổ hợp thông qua các phần tử của tập trội của 
cây có hướng được phát triển. Bài toán có thể được 
giải trong thời gian ( s log )O n p  với n là số đỉnh của 
cây và s là số lá của cây. Những nghiên cứu trong 
tương lai liên quan đến bài toán vị trí liên thông 
không mong muốn trên các loại đồ thị khác là một 
đề tài hứa hẹn về cả mặt lý thuyết và thực hành. 
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