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TOM TAT

Trong bai bdo nay, tinh nira lién tuc inner va tinh bi chin diedi yéu
cua ham co gia tri khoang dwoc su dung dé dwa ra phién ban mo
rong cua nguyén ly bién phdn Ekeland. Nhiéu vi du cu thé dirgc
dea ra dé lam ré moi quan hé giira két qua nay véi cdc két qua da
cong bo trueée do, bao gom phan tich cac thudn loi ciia chiing.

Tir khod: Ham c6 gid tri khoang, nguyén Iy bién phdn Ekeland,
tinh bi chan duoi yéu, tinh nita lién tuc inner

ABSTRACT

In this paper, the inner semicontinuity and weakly boundedness
from below of interval-valued functions were used to get a
generalized Ekeland’s variational principle. Many example are
provided to highlight relations of this results to existing ones,
including their advantages

Keywords: Interval-valued functions, FEkeland’s variational
principle, weakly boundedness from below, inner semicontinuity

1. GIOI THIEU

Giai tich ham khoang ra doi tr nhitng moé hinh
thuc té vi nhiéu bai toan khong thé do dac chinh xac
theo diém ma chi c6 thé do dac x4p xi theo khoang.
Ham c6 gia tri khoang la anh xa c6 anh la cac khoang
16i dong va bi chan trén tap s thuc. Giai tich ham
khoang c6 vai trd quan trong trong nhiéu linh vuc
cua toan hoc ung dung, déc biét trong linh vue mo
hoa, co rt nhiéu tmg dung trong théng ké va thuc
té. Giai tich ham khoang dugc giéi thiéu dau tién
trong quyén sach chuyén khao néi tiéng cia Moore

(1966).

Dé giai cac bai toan toi uru v6i ham muc tiéu c6
gi4 tri khoang, Wu (2007) di dé xuat cac diéu kién
t6i uu 'dang Karush-Kuhn-Tucker (KKT) cho bai
toan t6i wu ham khoang (Interval Optimization
Problem-10OP) dua trén céu trac sap xép thir tu ting
phin cho cic khoang dwoc dé xuét trude do boi

Ishibuchi and Tanka (1990). Trong nghién ctru cta
Wu (2008a, 2008b), tac gia da giai quyét bon loai
bai toan t6i wvu ham khoang va dwa ra cac dinh 1y ddi
ngiu manh va yéu cho bai toan IOP dya trén dao
ham Hukuhara. Bén canh d6, nhiéu tac gia khac
ciing dd d& xuét cac didu kién t6i wu va cac khai niém
nghiém t&i wu cho cac bai toan tdi wu ham khoang
(Wolf, 2000; Stefanini, 2009; Chalco-Cano et al.,
2013; Singh et al., 2016; Zhang et. al., 2018; Ahmad
et al., 2019; Ghosh, 2017, 2018, 2019, 2020a,
2020b). Bén canh viéc nghién ctru nghiém chinh
x4c, bai toan tim nghiém x4p xi cla cac bai toan t6i
wu ham khoang ciing rat duoc quan tim trong thoi
gian gan day. Trong bai bao ctia Zhang and Huang
(2022), mot phién ban mo rong cua nguyén 1y bién
phan Ekeland cho ham c6 gia tri khoang lan dau tién
dugc dé xudt. Nguyén 1y bién phan Ekeland
(Ekeland, 1974) 1a mot trong nhitng két qua quan
trong clia giai tich bién phan va ly thuyét ti wu.
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Nguyén ly nay co rat nhidu két qua trong duong ndi
tiéng, cu thé nhu Pinh 1y giot nudc roi cia Danes
(1972), Binh ly diém bat dong Caristi (1976), Dinh
ly canh hoa cua Penot (1986), Binh ly Zabreiko and
Krasnoselski (1971) vé tinh giai duoc ciia phuong
trinh toan, B6 dé Phelps (1974), ... Trong bai bao
Zhang and Huang (2022), cac tc gia da d& xuat cac
dinh nghia mé rong tu nhién vé tinh nira lién tuc
dudi, tinh bi chan dudi cia ham khoang. Dya trén
co s¢ d6, phién ban mé rong ciia nguyén 1y bién
phan Ekeland cho ham khoang dugc dua ra va ap
dung dé nghién ctru cac két qua ton tai nghiém cho
bai toan t&i wu ham khoang va cac bai toan lién quan
nhu bai toan diém bit dong, bai toan cin bang, bai
toan diéu khién téi uu ...

Trong bai bio nay, gia thiét tinh nia lién tuc
inner va tinh bi chan dudi yéu cua ham coé gia tri
khoang duoc st dung dé dua ra mot phién ban méi
cho nguyén ly bién phan Ekeland. Phién ban nay la
méi va khac biét so véi cac két qua ctia Zhang and
Huang (2022). Nhiéu vi du sb cu thé duoc dua ra dé
minh hoa va 1am r diéu nay.

2. KIEN THUC CHUAN BI
Trudce tién, ching ta nhic lai cac dinh nghia co
ban v¢ tinh nira lién tuc va tinh bi chin ctia ham thue.
Pinh nghia 2.1. (Aubin & Ekeland, 1984) Cho
X 1a khong gian métric va ham thuc f: X - R. Khi
do,
(i) f dwoc goi 1a mita lién tyc dudi (Isc) tai diém
Xo € X néu
liminf f(x) = f(xq);
X—=Xq

(ii) f duoc goi 1a mia lién tuc trén (usc) tai diém

Xy € X néu
limsup f(x) < f(xo);
X—-Xq

(iii) f dwoc goi 14 lién tuc tai diém x, € X khi va
chi khi f dong thoi nura lién tuc trén va nura lién tuc
dudi tai x,.

Ta néi rang f thoa mén mot tinh chat nao do trén
tdp A € X néu f thoa man tinh chat d6 tai moi diém
cia A. Néu A = X thi ta bo qua cum tir “trén X”
trong cach phat bicu.

Dinh nghia 2.2. (Aubin & Ekeland, 1984) Cho
ham thue f: X — R. Khi do,

(i) f dugc goi 1a bi chan dudi trén X néu
1161)f( f(x) > —oo, tlrc 1a ton tai mot s6 thye hiru han
X

a € R sao cho
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f)=zavxex;

(i) f duoc goi 1a bi chdn trén trén X néu
sup f(x) < +oo, tlrc 1a ton tai mot s6 thyc hiru han
xX€EX
a € R sao cho

fx) <a,VxeX;

(iii) f duoc goi 12 bi chan trén X néu f ddng thoi
bi chan trén va bi chdn dudi trén X.

Duéi day 1a nguyén ly bién phan Ekeland co
dién, duoc dua ra boi Ivar Ekeland (1974). Day la
mdt trong cac két qua quan trong cua giai tich phi
myén.

DPinh li 2.1. (Ekeland, 1974) Cho (X, d) la khéng
gian métric du va f: X = R 1a ham thyc. Gia su, f
la ntra lién tuc dudi va bi chan dudi. Khi 36, véi € >
0 vax, € X thoa

f(xO) < lnff(x) + g,
xeX

thi ton tai X € X sao cho,

(@) &) + ed(x, %) < f(x0);

(i) d(xp, %) < 1;

(>iii) f(x) + ed(x,x) > f(x),Vx € X\{x}.

Dudi déy la cac dinh nghia co ban trong giai tich
ham khoang dugc nhac lai. Ching ta goi T 1a tap
hop cac khoang dong bi chan cua R:

T ={[a,bl:a < b;a,b eR}.

Trong truong hop khoang dong chi c6 mot phan
tlr, ta quy ude a = [a,a] va 0 = [0,0].

Trudc tién, ching ta nhic lai cac phép toan va
dinh nghia quan h¢ tht ty cta cac khoang.

Pinh nghia 2.3. (Moore, 1966) Cho hai khoang
A=|aal e B=[bb] €T vale R.Khids,
phép cong va phép nhan vo6 hudng trong T dugc
dinh nghia nhu sau:

() A+B:=[a+b;a+b|

[/19; /16] néul >0,
[1a;2a] néua<o.

Pinh nghia 2.4. (Zhang & Huang, 2022) Cho
khoing A = [¢;a] € T vaB = [b;b] € T. Ta xét
quan h¢ gitra hai khoang trong T dudi day:

(ii) A4: = {

A< Bnéuvachindua<bvaa<bh.
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Khi do, d& dang kiém tra quan hé < 1a mot quan
h¢ thir tu tung phan trong . Khi A khong nho hon
B theo thir ty < thita ky hiéula A X B. Vay ta ¢,

A%Bnéuvéchinéug>ghoécﬁ>z.

Du6i day la dinh nghia vé tinh nua lién tuc dudi
cua ham co gié tri khoang dugc dé xuat bai Zhang
and Huang, 2022.

Pinh nghia 2.5. (Zhang & Huang, 2022) Cho
X 1a khong gian métric va ham c6 gia tri khoang
F:X — T . Khidd, ham F duogc goi la < —lIsc trén X
néu véi moi khoang dong A € I thi tAp mic duwdi
theo thir tw khoang {x € X : f(x) < A}la tip
dong.

Ménh dé 2.2. (Zhang & Huang, 2022) Cho X la
khong gian métric va ham c6 gia tri khoang F: X —
T, véi F(x) = [f(x),?(x)],\fx €X.Khido F 1a
< —Isc trén X néu va chi néu ca hai ham f va ]_‘ déu

1a ham ntra lién tuc trén X.

Dinh nghia vé tinh ntra lién tuc inner ciia anh xa
da tri dugc nhac lai dudi day.

Pinh nghia 2.6. (Rockafellar & Wets, 2009)
Cho X, Y 1a khong gian métric va F: X — 2¥ 1a 4nh
xa da tri. Khi d6, F dugc goi 1a nita lién tuc inner
(isc) tai xo néu v6i tp mo U bat ky cua Y thoa min
F(xy) N U # @ thi ton tai mot 1an can N cua x, sao
cho F(x)NU # @ véimoix € N.

Ménh dé 2.3. (Rockafellar & Wets, 2009) Cho
X,Y lakhong gian métric va F: X — 2Y la 4nh xa da
tri. Khi d6 F 1a 4nh xa nira lién tuc dudi tai x, néu
va chi néu v6i moi day x,, = x, va mdi diém y €
F(x,) ton tai mot diy {y,} v6i y, € F(x,,) sao cho
Yn =Y.

Trong truong hgp ham da tri F c6 gia tri anh la
mdt phan tir (ham don tri) thi ta c6 tinh nira lién tuc
inner trung véi tinh lién tuc cua ham thuc. Truong
hop F la ham c6 gia tri khoang, ta co dac trung co
ban sau day cua ham nira lién tyc inner.

Ménh dé 2.4. Cho X la khong gian métric va
ham c¢6 gid trji khoang F:X - I, véi F(x) =
[f(x),f(x)] ,Vx € X. Khi do, néu F 13 nira lién tuc

inner trén X thi f 1a Isc trén X va f 13 usc trén X.
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Chirng minh

Cb dinh X € X. Trudc hét ta ching minh f 14 nira
lién tuc dudi tai X. That vay, liy y = f(X) € F(%).
Do F la ntra lién tuc inner tai X nén ton tai y,, €

F(xy) 520 cho y, = y. Vi F(x)) = [£ (), F ()
va y, € F(x,) nén
Yn < f ().
Lay qua gi6i han dudi ta dwoc
liminfy, < liminf j_”(xn).
Do liminfy, = lim y,, = y, nén suy ra
f(x) < liminf f(x,,),
tirc 1a £ 14 nira lién tuc duéi tai .
Ta tiép tuc chirng minh z 1a ntra lién tuc trén tai
X Liyy = f() € F(x). Do F la nira lién tyc inner
tai X nén ton tai y, € F(x,) sao cho y, = y. Vi
F(xn) = [£(ra) F ()] va 3 € F(x,) nén
fO) < yn.
Lay qua gi6i han dudi ta duoc
limsup f(x,) < limsup y,.
Do limsup y, = limy, = y, nén suy ra
limsup f(x,) < f(%),
tac la £ la nira lién tuc trén tai x. m

Tinh ntra lién tuc inner va tinh < —Isc cua ham
khoang 12 hai khai niém khac biét va khong so sanh
duogc. bicu d6 dugc chi ra bdi vi du dudi day.

Vi du 2.1. Cho cac ham co gia tri khoang
Fi:R -» T vaF,:R — T dugc dinh nghia dudi day:

_([0,3], néux # 0
F(x) = {[1,2], néux =0

_([0,3], néux = 0
F(x) = {[—1,2], néux =0

Khi d6, F; 1a ntra lién tuc inner tai x = 0 nhung
khong < —lIsc tai x = 0. Nguoc lai, ham F, 1a <
—lsc tai x = 0 nhung lai khong nura lién tuc inner tai
x =0.

Tiép theo, chiing ta khao sat cac dinh nghia vé
tinh bi chan cua ham c6 gié tri khoang.
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Hinh 1. D6 thi minh hoa cho ham s F_1(x) ciia
vidu 2.1
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Hinh 2. D6 thi minh hoa cho ham s6 F_2(x) ciia
vi du 2.1

Pinh nghia 2.7. (Zhang & Huang, 2022) Cho
X la khong gian métric va F: X — T 1a ham co6 gia
tri khoang. Khi d6, F dugc goi 1a bi chan duoi trén
X néu ton tai khoang dong A € T sao cho,

A< F(x),Vx€X.

Dinh nghia 2.8. Cho X la khong gian métric va
F:X — T 1a ham co gia tri khoang. Khi do F duoc
g0i 12 bi chdn duéi yéu trén X néu ton tai mot s6 thye
hitu han a sao cho moi x € X, ton tai y € F(x) thoa

asy.

Nhén xét 2.1. Tir dinh nghia, ta d& dang thiy
rang, néu F bi chan dudi trén X thi F 1a bi chan dudi
yéu trén X. Nhung chi€u nguoc lai khong dung.
bicu d6 dugc chi ra boi vi du dudi day.

Vidu 2.2. Cho ham c¢ gid tri khodng F3: R - T
dugc dinh nghia dudi day:

[x,2], x<0
F;(x) =<[0,1], x=0.
[-x,2], x>0
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Hinh 3. Do thi minh hoa cho ham s6 F_3(x) ciia
vi du 2.2

Khi d6, ta ¢ F3(x) 1a bi chan dudi yéu trén X
nhung khong bi chan dudi trén X. That vay xét a =
1,tacovoimoi x ER, luénton tai y = 1 € F3(x)
sao cho

asy.

Trong Vi du 2.1, d& thiy ca hai ham F; va F, déu
1a ham bi chén dudi trén X nén ciing 1a ham bi chin
dudi yeu trén X.

M¢énh dé 2.5. (Zhang & Huang, 2022) Cho X 14
khong gian metric va ham co gia tri khoang F: X —
T, v6i F(x) = [£(0,F ()], ¥x € X. Khi o, F 1a
bi chén dudi trén X khi va chi khi ca hai ham f va f
déu bi chan dudi trén X.

Ménh dé 2.6. Cho X la khong gian metric va
ham c¢6 gia tri khoang F:X - I, v6i F(x) =
[Z(x),j_f(x)] ,Vx € X.Khi d0, F 12 bi chin dudi yéu
trén X khi va chi khi ham f 1a bi chan dudi trén X.

Chirng minh

Gid st F 1a bj chin du6i yéu trén X. Khi d6 ton
tai mot sO thyc hiru han a sao cho Vx € X,3y €
F(x) thda

asy.

Vi F(x) = [i(x),]_f(x)] nén y < f(x). Tir d6

kéo theo
a< ]_f(x),Vx € X.
Do do, f(x) bi chin dudi trén X.

Nguoc lai, néu ]_‘(x) bi chin dudi trén X thi tdn
tai mot sO thuc a sao cho
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a< ]_f(x),Vx €X.
Khi d6, v6i moi x € X, thi ton tai y = f(x) €
F(x) thoa
a<y.
Do d6, F 12 bi chin dudi yéu trén X. m

3. MO RONG NGUYEN LY BIEN PHAN
EKELAND

Trong phan nay, két qua mé rong ciia nguyén ly
bién phan Ekeland cho ham c6 gi4 tri khoang dwoc
dwa ra dua trén tinh nira lién tuc inner va tinh bi chan
dudi yéu.

DPinh ly 3.1. Cho (X, d) 1a khéng gian métric du
va F: X —» T la ham co6 gia tri khoang. Gia su F la
ham inner va bi chan du6i yéu trén X. Khi do, voi
moi & > 0 thi ton tai X € X sao cho,

F(x) + ed(x, %) % F(x),Vx € X\{x}.
Ching minh
Véimdi x € X, ta dat

f(x) = min F(x) va f(x) = max F (x)

Khi d6, ham F ¢6 dang
F(x) = [i(x),]_”(x)],‘v’x € X.

Do F 1a ham nira lién tuc inner va bi chin dudi
yéu trén X nén theo Ménh dé 2.4 va 2.6, tasuy ra f
1a ham ntra lién tyc dudi va bi chan dudi trén X.
Chung ta s€ ap dung nguyén ly bién phan Ekeland
v6i ham f. Vi s6 thuc ¢b dinh € > 0, vi ham f bi
chdn dudi nén 1r61)f( f(x) > —oo. Do d6, theo dinh

x 2
nghia cua can dudi dung, ton tai mot diém x, € X
thoa
f(xy) < inf f(x) +&.
xX€EX

Khi d6 moi gia thiét cia Pinh 1y 2.1 déu thoa
man. Vay ton tai X € X, sao cho

() f @) + ed(%,%0) < f(x0);

(ii) d(xg, %) < 1;

(iii) f(x) + ed(x,%) > f(x),Vx € X\{x}.

Tir két qua (iii), ta d& dang suy ra dugc,

F(x) + ed(x,%) % F(x),Vx € X\{x}.
Vay dinh ly dugc chung minh xong. m
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Dudi day 1a mét phién ban khac cua nguyén ly
bién phan Ekeland cho ham c6 gié tri khoang.
Pinh ly 3.2. Cho (X, d) 1a khong gian métric di va
ham F: X — 14 ham co gia tri khoang. Gia su
rang F 1a ham nira lién tuc inner va bi chin dudi
yéu. Khi d6, véie > 0,1 > 0vax, € X thoa

max F(x;) < inf(max F(x)) + &.
xX€X

Pit
Soi= {x € X:F(x) +3d(x,x0) < F(xo)}.

Khi d6, néu S, 1a tap dong thi ton tai ¥ € X sao
cho,

(i) F(D) +d (% x%0) < Fxo);

(i) d(x, x) < A;

(iii) F(x) + - d(x,X) % F(®), Vx € X\{x}.

Chung minh

Dit ham khoang céch d’(.,.) = %d(.,.). Nhan
xét ring, x, € Sy nén S, # @. Vi S, dong va khac
rong nén (S,, d") ciing 1a mot khong gian métric di.
Xét F: Sy — T 1a 4nh xa thu hep cua F trén S,. Ap
dung Dinh 1y 3.1 v6i ham khoang F trén khong gian

metric (Sy, d"), khi dé, véi moi & > 0 thi ton tai ¥ €
So sao cho,

F(x) +2d(x, 2) £ F(%),Vx € S\(T}.
T X € Sp, ta co (i) dang. Ta kiém tra (iii) ding.
Thét vay, lay x € X, ta c6 hai truong hop sau. Néu

x € So\{x} thi theo két qua trén ta c6 (iii) dling. Néu
x & Sy, gia str rang (iii) khong ding, tuc 1a

F(x) + §d(x, %) < F(%).

Theo d6, két hop véi (i) va bat déng thirc tam
giac, ta c6 danh gia sau,

F(x) + ;d(x, x%0) < F(x) + ; (dCx,x0) + d(x, ©))

< (F(x) +Lde, 9?)) + £d(x, xo)
< F(®) +5d(x, %)

< F(xp).
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Pidu ndy mau thuin vé6i gia thiét x & S,. Vay
(iii) dang trén X.

Dé hoan thanh ching minh, ta chi cin chimg
minh (ii) dang. That vay, gia st nguoc lai
d(x,, %) > A. Khi do, vi %d(xo,i) > 1 nén suy ra

inf(max F(x)) + ¢ < inf(max F(x)) + Ed(JZ, Xo)
XEX XEX A
<maxF(x) + %d()?, Xo)-

Theo (i), ta lai c6
max F(x) + ed (X, x,) < max F(x).
Do d6 kéo theo,
Jicrel)f((max F(x)) + € < max F(x;).
_Dicu ndy mau thudn voi gia thiét ban dau cua
diém x,. Do d6,ta cO d(%,x5) < 1. m

Nhan xét 3.1. Binh 1y 3.1 va 3.2 la cac dang mé&
rong khac ctia nguyén Iy bién phan Ekeland cho ham
c6 gia tri khoang dya trén tinh ntra lién tyc inner va
tinh bi chan dudi yéu. Cac két qua nay khac biét so
v6i két qua ciia Dinh 1y 3.1 ciia Zhang and Huang
(2022). Piéu d6 dugc chi ra boi cac vi du dudi day.

Vidu 3.1. Cho ham khoang F: R = T dugc dinh
nghia boi:

FG) = |-l

Hinh 4. D6 thi minh hoa cho vi du 3.1

Ta co, F 1a < —Isc trén R. Tuy nhién, F khong
bi chédn dudi trén R nén Dinh 1y 3.1 cia Zhang and
Huang (2022) khong ap dung dugc. Trong truong
hop nay, ham F 1a ham ntra lién tuc inner va bi chén
dudi yéu boi 0 nén cac diéu kién cia Dinh 1y 3.1
thod man. Tinh toan truc tiép, ta ¢6 dugc voi € €
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. - 1 1
(9,1] thi moi x € (—oo,1 — ﬁ] ul-1 +ﬁ,+00)
déu thoa
F(x) + ed(x,x) & F(x),Vx € X\{x}.

Vidu 3.2. Cho ham khoang F: R — T dugc dinh
nghia boi:
[x2,x% + 3],
[1.2],

A

néux # 0,
~
néux = 0.

Fx) = {

41 Y

xX
P

—1

Hinh 5. D6 thi minh hoa cho vi du 3.2

SAv

5

4

—2

Hinh 6. P4 thi minh hoa cho vi du 3.3

Ta co, F 1a ham bi chan dudi trén X. Tuy nhién,
F 1a ham khong < —Isc trén X nén Dinh ly 3.1 cta
Zhang and Huang (2022) khong ap dung duoc.
Trong truong hop nay, ham F 1a nira lién tyuc inner
nén cac diéu kién cia Pinh 1y 3.1 thoa méan. Tinh
toan truc tiép ta co duoc véi moi € > 0, thi moi x €
[~~,] déu thoa

F(x) + ed(x,x) & F(x),vx € X\{x}.



Tap chi Khoa hoc Pai hoc Can Tho

Vi du 3.3. Cho ham khoidng F:R — I dugc
dinh nghia bai:

néux # 0
néux =20

[—|x|,x2 + 3]:
[1;2]

Ta co, F khong < —Isc va khong bi chan dudi
trén X nén Pinh ly 3.1 cta Zhang & Huang (2022)
khong ap dung dugc. Tuy nhién, trong truong hop
nay, ham F la ntra lién tyc inner va bi chan dudi yéu
nén cac dicu kién ctia Dinh 1y 3.1 thod man. Tinh
toan tryc ti€p ta co dugc véi moi € > 0, thi moi x €

€ &1 a3 1,

[— > E] déu thoa

Flx) = {

F(x)+ ed(x,x) % F(x),Vx € X\{x}.
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