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TÓM TẮT 
Trong bài báo này, tính nửa liên tục inner và tính bị chặn dưới yếu 
của hàm có giá trị khoảng được sử dụng để đưa ra phiên bản mở 
rộng của nguyên lý biến phân Ekeland. Nhiều ví dụ cụ thể được 
đưa ra để làm rõ mối quan hệ giữa kết quả này với các kết quả đã 
công bố trước đó, bao gồm phân tích các thuận lợi của chúng. 

Từ khoá: Hàm có giá trị khoảng, nguyên lý biến phân Ekeland, 
tính bị chặn dưới yếu, tính nửa liên tục inner 

ABSTRACT 
In this paper, the inner semicontinuity and  weakly boundedness 
from below of interval-valued functions were used to get a  
generalized Ekeland’s variational principle. Many example are 
provided to highlight relations of this results to existing ones, 
including their advantages 

Keywords: Interval-valued functions, Ekeland’s variational 
principle, weakly boundedness from below, inner semicontinuity 

1. GIỚI THIỆU 

Giải tích hàm khoảng ra đời từ những mô hình 
thực tế vì nhiều bài toán không thể đo đạc chính xác 
theo điểm mà chỉ có thể đo đạc xấp xỉ theo khoảng. 
Hàm có giá trị khoảng là ánh xạ có ảnh là các khoảng 
lồi đóng và bị chặn trên tập số thực. Giải tích hàm 
khoảng có vai trò quan trọng trong nhiều lĩnh vực 
của toán học ứng dụng, đặc biệt trong lĩnh vực mờ 
hóa, có rất nhiều ứng dụng trong thống kê và thực 
tế. Giải tích hàm khoảng được giới thiệu đầu tiên 
trong quyển sách chuyên khảo nổi tiếng của Moore 
(1966).  

Để giải các bài toán tối ưu với hàm mục tiêu có 
giá trị khoảng, Wu (2007) đã đề xuất các điều kiện 
tối ưu dạng Karush-Kuhn-Tucker (KKT) cho bài 
toán tối ưu hàm khoảng (Interval Optimization 
Problem-IOP) dựa trên cấu trúc sắp xếp thứ tự từng 
phần cho các khoảng được đề xuất trước đó bởi 

Ishibuchi and Tanka (1990). Trong nghiên cứu của 
Wu (2008a, 2008b), tác giả đã giải quyết bốn loại 
bài toán tối ưu hàm khoảng và đưa ra các định lý đối 
ngẫu mạnh và yếu cho bài toán  IOP dựa trên đạo 
hàm Hukuhara. Bên cạnh đó, nhiều tác giả khác 
cũng đã đề xuất các điều kiện tối ưu và các khái niệm 
nghiệm tối ưu cho các bài toán tối ưu hàm khoảng 
(Wolf, 2000; Stefanini, 2009; Chalco-Cano et al., 
2013; Singh et al., 2016; Zhang et. al., 2018; Ahmad 
et al., 2019; Ghosh, 2017, 2018, 2019, 2020a, 
2020b). Bên cạnh việc nghiên cứu nghiệm chính 
xác, bài toán tìm nghiệm xấp xỉ của các bài toán tối 
ưu hàm khoảng cũng rất được quan tâm trong thời 
gian gần đây. Trong bài báo của Zhang and Huang 
(2022), một phiên bản mở rộng của nguyên lý biến 
phân Ekeland cho hàm có giá trị khoảng lần đầu tiên 
được đề xuất. Nguyên lý biến phân Ekeland 
(Ekeland, 1974) là một trong những kết quả quan 
trọng của giải tích biến phân và lý thuyết tối ưu. 
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Nguyên lý này có rất nhiều kết quả tương đương nổi 
tiếng, cụ thể như Định lý giọt nước rơi của Danes� 
(1972), Định lý điểm bất động Caristi (1976),  Định 
lý cánh hoa của Penot (1986), Định lý Zabreiko and 
Krasnoselski (1971) về tính giải được của phương 
trình toán, Bổ đề Phelps (1974), …  Trong bài báo 
Zhang and Huang (2022), các tác giả đã đề xuất các 
định nghĩa mở rộng tự nhiên về tính nửa liên tục 
dưới, tính bị chặn dưới của hàm khoảng. Dựa trên 
cơ sở đó, phiên bản mở rộng của nguyên lý biến 
phân Ekeland cho hàm khoảng được đưa ra và áp 
dụng để nghiên cứu các kết quả tồn tại nghiệm cho 
bài toán tối ưu hàm khoảng và các bài toán liên quan 
như bài toán điểm bất động, bài toán cân bằng, bài 
toán điều khiển tối ưu … 

Trong bài báo này, giả thiết tính nửa liên tục 
inner và tính bị chặn dưới yếu của hàm có giá trị 
khoảng được sử dụng để đưa ra một phiên bản mới 
cho nguyên lý biên phân Ekeland. Phiên bản này là 
mới và khác biệt so với các kết quả của Zhang and 
Huang (2022). Nhiều ví dụ số cụ thể được đưa ra để 
minh hoạ và làm rõ điều này. 

2. KIẾN THỨC CHUẨN BỊ 

Trước tiên, chúng ta nhắc lại các định nghĩa cơ 
bản về tính nửa liên tục và tính bị chặn của hàm thực.  

Định nghĩa 2.1. (Aubin & Ekeland, 1984) Cho 
𝑋𝑋 là không gian mêtric và hàm thực 𝑓𝑓:𝑋𝑋 → ℝ. Khi 
đó, 

(i) 𝑓𝑓 được gọi là nửa liên tục dưới (lsc) tại điểm 
𝑥𝑥0 ∈ 𝑋𝑋 nếu  

liminf
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≥ 𝑓𝑓(𝑥𝑥0); 

(ii) 𝑓𝑓 được gọi là nửa liên tục trên (usc) tại điểm 
𝑥𝑥0 ∈ 𝑋𝑋 nếu 

limsup
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≤ 𝑓𝑓(𝑥𝑥0); 

(iii) 𝑓𝑓 được gọi là liên tục tại điểm 𝑥𝑥0 ∈ 𝑋𝑋 khi và 
chỉ khi 𝑓𝑓 đồng thời nửa liên tục trên và nửa liên tục 
dưới tại 𝑥𝑥0. 

Ta nói rằng 𝑓𝑓 thỏa mãn một tính chất nào đó trên 
tập 𝐴𝐴 ⊆ 𝑋𝑋 nếu 𝑓𝑓 thỏa mãn tính chất đó tại mọi điểm 
của 𝐴𝐴. Nếu 𝐴𝐴 = 𝑋𝑋 thì ta bỏ qua cụm từ “trên 𝑋𝑋” 
trong cách phát biểu. 

Định nghĩa 2.2. (Aubin & Ekeland, 1984) Cho 
hàm thực 𝑓𝑓:𝑋𝑋 → ℝ. Khi đó, 

(i) 𝑓𝑓 được gọi là bị chặn dưới trên 𝑋𝑋 nếu 
inf
𝑥𝑥∈𝑋𝑋

𝑓𝑓(𝑥𝑥) > −∞, tức là tồn tại một số thực hữu hạn 
𝑎𝑎 ∈ ℝ sao cho 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≥ 𝑎𝑎,∀ 𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋; 

(ii) 𝑓𝑓 được gọi là bị chặn trên trên 𝑋𝑋 nếu 
sup
𝑥𝑥∈𝑋𝑋

𝑓𝑓(𝑥𝑥) < +∞, tức là tồn tại một số thực hữu hạn 

𝑎𝑎 ∈ ℝ sao cho 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≤ 𝑎𝑎,∀ 𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋; 

(iii) 𝑓𝑓 được gọi là bị chặn trên 𝑋𝑋 nếu 𝑓𝑓 đồng thời 
bị chặn trên và bị chặn dưới trên 𝑋𝑋. 

Dưới đây là nguyên lý biến phân Ekeland cổ 
điển, được đưa ra bởi Ivar Ekeland (1974).  Đây là 
một trong các kết quả quan trọng của giải tích phi 
tuyến. 

Định lí 2.1. (Ekeland, 1974) Cho (𝑋𝑋,𝑑𝑑) là không 
gian mêtric đủ và 𝑓𝑓: 𝑋𝑋 → ℝ là hàm thực. Giả sử, 𝑓𝑓 
là nửa liên tục dưới và bị chặn dưới. Khi đó, với 𝜀𝜀 >
0 và 𝑥𝑥0 ∈ 𝑋𝑋 thoả  

𝑓𝑓(𝑥𝑥0) ≤ inf
𝑥𝑥∈𝑋𝑋

𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝜀𝜀, 

thì tồn tại 𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋 sao cho, 

(i) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝜀𝜀𝜀𝜀(𝑥̅𝑥, 𝑥𝑥0) ≤ 𝑓𝑓(𝑥𝑥0); 

(ii) 𝑑𝑑(𝑥𝑥0, 𝑥̅𝑥) ≤ 1; 

(iii) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝜀𝜀𝜀𝜀(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) > 𝑓𝑓(𝑥𝑥),∀𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋\{𝑥𝑥}. 

Dưới đây là các định nghĩa cơ bản trong giải tích 
hàm khoảng được nhắc lại. Chúng ta gọi 𝔗𝔗 là tập 
hợp các khoảng đóng bị chặn của ℝ: 

𝔗𝔗 = {[𝑎𝑎, 𝑏𝑏]:𝑎𝑎 ≤ 𝑏𝑏;𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ ℝ}. 

Trong trường hợp khoảng đóng chỉ có một phần 
tử, ta quy ước 𝑎𝑎 = [𝑎𝑎,𝑎𝑎] và 0 = [0,0].  

Trước tiên, chúng ta nhắc lại các phép toán và 
định nghĩa quan hệ thứ tự của các khoảng.  

Định nghĩa 2.3. (Moore, 1966) Cho hai khoảng 
𝐴𝐴 = �𝑎𝑎;𝑎𝑎� ∈ 𝔗𝔗, 𝐵𝐵 = �𝑏𝑏;𝑏𝑏� ∈ 𝔗𝔗  và 𝜆𝜆 ∈ ℝ . Khi đó, 
phép cộng và phép nhân vô hướng trong 𝔗𝔗 được 
định nghĩa như sau: 

(i)  𝐴𝐴 + 𝐵𝐵: = �𝑎𝑎 + 𝑏𝑏;𝑎𝑎 + 𝑏𝑏�. 

(ii) 𝜆𝜆𝜆𝜆: = �
�𝜆𝜆𝑎𝑎; 𝜆𝜆𝑎𝑎�   nếu 𝜆𝜆 ≥ 0,
�𝜆𝜆𝑎𝑎; 𝜆𝜆𝑎𝑎�   nếu 𝜆𝜆 < 0.

 

Định nghĩa 2.4. (Zhang & Huang, 2022) Cho 
khoảng 𝐴𝐴 = �𝑎𝑎;𝑎𝑎� ∈ 𝔗𝔗  và 𝐵𝐵 = �𝑏𝑏;𝑏𝑏� ∈ 𝔗𝔗. Ta xét 
quan hệ giữa hai khoảng trong 𝔗𝔗 dưới đây:  

𝐴𝐴 ≼ 𝐵𝐵 nếu và chỉ nếu 𝑎𝑎 ≤ 𝑏𝑏 và 𝑎𝑎 ≤ 𝑏𝑏. 
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Khi đó, dễ dàng kiểm tra quan hệ ≼ là một quan 
hệ thứ tự từng phần trong 𝔗𝔗.  Khi 𝐴𝐴 không nhỏ hơn 
𝐵𝐵 theo thứ tự ≼ thì ta ký hiệu là 𝐴𝐴 ⋠ 𝐵𝐵. Vậy ta có, 

𝐴𝐴 ⋠ 𝐵𝐵 nếu và chỉ nếu 𝑎𝑎 > 𝑏𝑏 hoặc 𝑎𝑎 > 𝑏𝑏. 

Dưới đây là định nghĩa về tính nửa liên tục dưới 
của hàm có giá trị khoảng được đề xuất bởi Zhang 
and Huang, 2022. 

Định nghĩa 2.5. (Zhang & Huang, 2022) Cho 
𝑋𝑋 là không gian mêtric và hàm có giá trị khoảng 
𝐹𝐹:𝑋𝑋 → 𝔗𝔗. Khi đó, hàm 𝐹𝐹 được gọi là ≼ −lsc trên 𝑋𝑋 
nếu với mọi khoảng đóng 𝐴𝐴 ∈ 𝔗𝔗 thì tập mức dưới 
theo thứ tự khoảng {𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋 ∶  𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≼ 𝐴𝐴} là tập 
đóng. 

Mệnh đề 2.2. (Zhang & Huang, 2022) Cho 𝑋𝑋 là 
không gian mêtric và hàm có giá trị khoảng 𝐹𝐹:𝑋𝑋 →
𝔗𝔗, với 𝐹𝐹(𝑥𝑥) = �𝑓𝑓(𝑥𝑥), 𝑓𝑓(𝑥𝑥)� ,∀𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋. Khi đó 𝐹𝐹  là 

≼ −lsc trên 𝑋𝑋 nếu và chỉ nếu cả hai hàm 𝑓𝑓 và 𝑓𝑓 đều 
là hàm nửa liên tục trên 𝑋𝑋. 

Định nghĩa về tính nửa liên tục inner của ánh xạ 
đa trị được nhắc lại dưới đây. 

Định nghĩa 2.6. (Rockafellar & Wets, 2009) 
Cho 𝑋𝑋,𝑌𝑌 là không gian mêtric và  𝐹𝐹:𝑋𝑋 → 2𝑌𝑌 là ánh 
xạ đa trị. Khi đó, 𝐹𝐹 được gọi là nửa liên tục inner 
(isc) tại 𝑥𝑥0 nếu với tập mở 𝑈𝑈 bất kỳ của 𝑌𝑌 thỏa mãn 
𝐹𝐹(𝑥𝑥0) ∩ 𝑈𝑈 ≠ ∅ thì tồn tại một lân cận 𝑁𝑁 của 𝑥𝑥0 sao 
cho 𝐹𝐹(𝑥𝑥) ∩ 𝑈𝑈 ≠ ∅ với mọi 𝑥𝑥 ∈ 𝑁𝑁. 

Mệnh đề 2.3. (Rockafellar & Wets, 2009) Cho 
𝑋𝑋,𝑌𝑌 là không gian mêtric và  𝐹𝐹:𝑋𝑋 → 2𝑌𝑌 là ánh xạ đa 
trị. Khi đó 𝐹𝐹 là ánh xạ nửa liên tục dưới tại 𝑥𝑥0 nếu 
và chỉ nếu với mọi dãy 𝑥𝑥𝑛𝑛 → 𝑥𝑥0 và mỗi điểm 𝑦𝑦 ∈
𝐹𝐹(𝑥𝑥0) tồn tại một dãy {𝑦𝑦𝑛𝑛} với 𝑦𝑦𝑛𝑛 ∈ 𝐹𝐹(𝑥𝑥𝑛𝑛) sao cho 
𝑦𝑦𝑛𝑛 → 𝑦𝑦. 

Trong trường hợp hàm đa trị 𝐹𝐹 có giá trị ảnh là 
một phần tử (hàm đơn trị) thì  ta có tính nửa liên tục 
inner trùng với tính liên tục của hàm thực. Trường 
hợp 𝐹𝐹 là hàm có giá trị khoảng, ta có đặc trưng cơ 
bản sau đây của hàm nửa liên tục inner. 

Mệnh đề 2.4. Cho 𝑋𝑋 là không gian mêtric và 
hàm có giá trị khoảng 𝐹𝐹:𝑋𝑋 → 𝔗𝔗, với 𝐹𝐹(𝑥𝑥) =
�𝑓𝑓(𝑥𝑥),𝑓𝑓(𝑥𝑥)� ,∀𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋. Khi đó, nếu 𝐹𝐹 là nửa liên tục 

inner trên 𝑋𝑋 thì 𝑓𝑓 là lsc trên 𝑋𝑋 và 𝑓𝑓 là usc trên 𝑋𝑋. 

Chứng minh 

Cố định 𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋. Trước hết ta chứng minh 𝑓𝑓 là nửa 
liên tục dưới tại 𝑥𝑥. Thật vậy, lấy 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∈ 𝐹𝐹(𝑥𝑥). 
Do 𝐹𝐹 là nửa liên tục inner tại 𝑥𝑥 nên tồn tại 𝑦𝑦𝑛𝑛 ∈
𝐹𝐹(𝑥𝑥𝑛𝑛) sao cho 𝑦𝑦𝑛𝑛 → 𝑦𝑦. Vì 𝐹𝐹(𝑥𝑥𝑛𝑛) = �𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑛𝑛), 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑛𝑛)� 
và 𝑦𝑦𝑛𝑛 ∈ 𝐹𝐹(𝑥𝑥𝑛𝑛) nên   

𝑦𝑦𝑛𝑛 ≤ 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑛𝑛). 

Lấy qua giới hạn dưới ta được 

liminf𝑦𝑦𝑛𝑛 ≤ liminf 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑛𝑛). 

Do liminf 𝑦𝑦𝑛𝑛 = lim 𝑦𝑦𝑛𝑛 = 𝑦𝑦, nên suy ra 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≤ liminf 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑛𝑛), 

tức là 𝑓𝑓 là nửa liên tục dưới tại 𝑥𝑥. 

Ta tiếp tục chứng minh  𝑓𝑓 là nửa liên tục trên tại 
𝑥𝑥. Lấy 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∈ 𝐹𝐹(𝑥𝑥). Do 𝐹𝐹 là nửa liên tục inner 
tại 𝑥𝑥 nên tồn tại 𝑦𝑦𝑛𝑛 ∈ 𝐹𝐹(𝑥𝑥𝑛𝑛) sao cho 𝑦𝑦𝑛𝑛 → 𝑦𝑦. Vì 
𝐹𝐹(𝑥𝑥𝑛𝑛) = �𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑛𝑛),𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑛𝑛)� và 𝑦𝑦𝑛𝑛 ∈ 𝐹𝐹(𝑥𝑥𝑛𝑛) nên   

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑛𝑛) ≤ 𝑦𝑦𝑛𝑛. 

Lấy qua giới hạn dưới ta được 

limsup 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑛𝑛) ≤ limsup𝑦𝑦𝑛𝑛. 

Do limsup𝑦𝑦𝑛𝑛 = lim 𝑦𝑦𝑛𝑛 = 𝑦𝑦, nên suy ra 

limsup 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑛𝑛) ≤ 𝑓𝑓(𝑥𝑥), 

tức là 𝑓𝑓 là nửa liên tục trên tại 𝑥𝑥.  ∎ 

Tính nửa liên tục inner và tính ≼ −lsc của hàm 
khoảng là hai khái niệm khác biệt và không so sánh 
được. Điều đó được chỉ ra bởi ví dụ dưới đây. 

Ví dụ 2.1.  Cho các hàm có giá trị khoảng 
𝐹𝐹1:ℝ → 𝔗𝔗 và 𝐹𝐹2:ℝ → 𝔗𝔗 được định nghĩa dưới đây: 

𝐹𝐹1(𝑥𝑥) = �[0,3], nếu 𝑥𝑥 ≠ 0
[1,2], nếu 𝑥𝑥 = 0. 

𝐹𝐹2(𝑥𝑥) = �[0,3],            nếu 𝑥𝑥 ≠ 0
[−1,2], nếu 𝑥𝑥 = 0. 

Khi đó, 𝐹𝐹1 là nửa liên tục inner tại 𝑥𝑥 = 0 nhưng 
không ≼ −lsc tại 𝑥𝑥 = 0. Ngược lại, hàm 𝐹𝐹2 là ≼
−lsc tại 𝑥𝑥 = 0 nhưng lại không nửa liên tục inner tại 
𝑥𝑥 = 0.  

Tiếp theo, chúng ta khảo sát các định nghĩa về 
tính bị chặn của hàm có giá trị khoảng. 
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Hình 1. Đồ thị minh họa cho hàm số F_1(x) của 

ví dụ 2.1 

 
Hình 2. Đồ thị minh họa cho hàm số F_2(x) của 

ví dụ 2.1 

Định nghĩa 2.7. (Zhang & Huang, 2022) Cho 
𝑋𝑋 là không gian mêtric và 𝐹𝐹:𝑋𝑋 → 𝔗𝔗 là hàm có giá 
trị khoảng. Khi đó, 𝐹𝐹 được gọi là bị chặn dưới trên 
𝑋𝑋 nếu tồn tại khoảng đóng 𝐴𝐴 ∈ 𝔗𝔗 sao cho,  

𝐴𝐴 ≼ 𝐹𝐹(𝑥𝑥),∀𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋. 

Định nghĩa 2.8. Cho 𝑋𝑋 là không gian mêtric và 
𝐹𝐹:𝑋𝑋 → 𝔗𝔗 là hàm có giá trị khoảng. Khi đó 𝐹𝐹 được 
gọi là bị chặn dưới yếu trên 𝑋𝑋 nếu tồn tại một số thực 
hữu hạn 𝑎𝑎 sao cho mọi 𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋, tồn tại 𝑦𝑦 ∈ 𝐹𝐹(𝑥𝑥) thỏa 

𝑎𝑎 ≤ 𝑦𝑦. 

Nhận xét 2.1. Từ định nghĩa, ta dễ dàng thấy 
rằng, nếu 𝐹𝐹 bị chặn dưới trên 𝑋𝑋 thì 𝐹𝐹 là bị chặn dưới 
yếu trên 𝑋𝑋. Nhưng chiều ngược lại không đúng. 
Điều đó được chỉ ra bởi ví dụ dưới đây. 

Ví dụ 2.2. Cho hàm có giá trị khoảng 𝐹𝐹3:ℝ → 𝔗𝔗 
được định nghĩa dưới đây: 

𝐹𝐹3(𝑥𝑥) = �
[𝑥𝑥, 2], 𝑥𝑥 < 0
[0,1],          𝑥𝑥 = 0
[−𝑥𝑥, 2],     𝑥𝑥 > 0

. 

 
Hình 3. Đồ thị minh họa cho hàm số F_3(x) của 

ví dụ 2.2 

Khi đó, ta có 𝐹𝐹3(𝑥𝑥) là bị chặn dưới yếu trên 𝑋𝑋 
nhưng không bị chặn dưới trên 𝑋𝑋. Thật vậy xét 𝑎𝑎 =
1, ta có với mọi 𝑥𝑥 ∈ ℝ, luôn tồn tại 𝑦𝑦 = 1 ∈ 𝐹𝐹3(𝑥𝑥) 
sao cho 

𝑎𝑎 ≤ 𝑦𝑦. 

Trong Ví dụ 2.1, dễ thấy cả hai hàm 𝐹𝐹1 và 𝐹𝐹2 đều 
là hàm bị chặn dưới trên 𝑋𝑋 nên cũng là hàm bị chặn 
dưới yếu trên 𝑋𝑋.  

Mệnh đề 2.5. (Zhang & Huang, 2022) Cho 𝑋𝑋 là 
không gian metric và hàm có giá trị khoảng 𝐹𝐹:𝑋𝑋 →
𝔗𝔗, với 𝐹𝐹(𝑥𝑥) = �𝑓𝑓(𝑥𝑥), 𝑓𝑓(𝑥𝑥)� ,∀𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋. Khi đó, 𝐹𝐹 là 

bị chặn dưới trên 𝑋𝑋 khi và chỉ khi cả hai hàm 𝑓𝑓 và 𝑓𝑓  
đều bị chặn dưới trên 𝑋𝑋. 

Mệnh đề 2.6. Cho 𝑋𝑋 là không gian metric và 
hàm có giá trị khoảng 𝐹𝐹:𝑋𝑋 → 𝔗𝔗, với 𝐹𝐹(𝑥𝑥) =
�𝑓𝑓(𝑥𝑥),𝑓𝑓(𝑥𝑥)� ,∀𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋. Khi đó, 𝐹𝐹 là bị chặn dưới yếu 

trên 𝑋𝑋 khi và chỉ khi  hàm 𝑓𝑓 là bị chặn dưới trên 𝑋𝑋. 

Chứng minh 

Giả sử 𝐹𝐹 là bị chặn dưới yếu trên 𝑋𝑋. Khi đó tồn 
tại một số thực hữu hạn 𝑎𝑎 sao cho ∀𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋,∃𝑦𝑦 ∈
𝐹𝐹(𝑥𝑥) thỏa  

𝑎𝑎 ≤ 𝑦𝑦. 

Vì 𝐹𝐹(𝑥𝑥) = �𝑓𝑓(𝑥𝑥),𝑓𝑓(𝑥𝑥)� nên 𝑦𝑦 ≤ 𝑓𝑓(𝑥𝑥). Từ đó 
kéo theo  

𝑎𝑎 ≤ 𝑓𝑓(𝑥𝑥),∀𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋. 

Do đó, 𝑓𝑓(𝑥𝑥) bị chặn dưới trên 𝑋𝑋. 

Ngược lại, nếu  𝑓𝑓(𝑥𝑥) bị chặn dưới trên 𝑋𝑋 thì tồn 
tại một số thực 𝑎𝑎 sao cho 
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𝑎𝑎 ≤ 𝑓𝑓(𝑥𝑥),∀𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋. 

Khi đó, với mọi 𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋, thì tồn tại 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∈
𝐹𝐹(𝑥𝑥) thỏa  

𝑎𝑎 ≤ 𝑦𝑦. 

Do đó, 𝐹𝐹 là bị chặn dưới yếu trên 𝑋𝑋.  ∎ 

3. MỞ RỘNG NGUYÊN LÝ BIẾN PHÂN 
EKELAND  

Trong phần này, kết quả mở rộng của nguyên lý 
biến phân Ekeland cho hàm có giá trị khoảng được 
đưa ra dựa trên tính nửa liên tục inner và tính bị chặn 
dưới yếu. 

Định lý 3.1. Cho (𝑋𝑋,𝑑𝑑) là không gian mêtric đủ 
và 𝐹𝐹:𝑋𝑋 → 𝔗𝔗 là hàm có giá trị khoảng. Giả sử 𝐹𝐹 là 
hàm inner và bị chặn dưới yếu trên 𝑋𝑋. Khi đó, với 
mọi 𝜀𝜀 > 0 thì tồn tại 𝑥̅𝑥 ∈ 𝑋𝑋 sao cho, 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) + 𝜀𝜀𝜀𝜀(𝑥𝑥, 𝑥̅𝑥) ⋠ 𝐹𝐹(𝑥̅𝑥),∀𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋\{𝑥̅𝑥}. 

Chứng minh  

Với mỗi 𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋, ta đặt  

𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≔ min𝐹𝐹(𝑥𝑥) và 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≔ max𝐹𝐹(𝑥𝑥) 

Khi đó, hàm 𝐹𝐹 có dạng  

𝐹𝐹(𝑥𝑥) = �𝑓𝑓(𝑥𝑥), 𝑓𝑓(𝑥𝑥)� ,∀𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋. 

Do 𝐹𝐹 là hàm nửa liên tục inner và bị chặn dưới 
yếu trên 𝑋𝑋 nên theo Mệnh đề 2.4 và 2.6, ta suy ra 𝑓𝑓 
là hàm nửa liên tục dưới và bị chặn dưới trên 𝑋𝑋. 
Chúng ta sẽ áp dụng nguyên lý biến phân Ekeland 
với hàm 𝑓𝑓. Với số thực cố định 𝜀𝜀 > 0, vì hàm 𝑓𝑓 bị 
chặn dưới nên  inf

𝑥𝑥∈𝑋𝑋
𝑓𝑓(𝑥𝑥) > −∞. Do đó, theo định 

nghĩa của cận dưới đúng, tồn tại một điểm 𝑥𝑥0 ∈ 𝑋𝑋 
thoả  

𝑓𝑓(𝑥𝑥0) ≤ inf
𝑥𝑥∈𝑋𝑋

𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝜀𝜀. 

Khi đó mọi giả thiết của Định lý 2.1 đều thỏa 
mãn. Vậy tồn tại 𝑥̅𝑥 ∈ 𝑋𝑋, sao cho 

(i) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝜀𝜀𝜀𝜀(𝑥̅𝑥, 𝑥𝑥0) ≤ 𝑓𝑓(𝑥𝑥0); 

(ii) 𝑑𝑑(𝑥𝑥0, 𝑥̅𝑥) ≤ 1; 

(iii) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝜀𝜀𝜀𝜀(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) > 𝑓𝑓(𝑥𝑥),∀𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋\{𝑥𝑥}. 

Từ kết quả (iii), ta dễ dàng suy ra được,  

𝐹𝐹(𝑥𝑥) + 𝜀𝜀𝜀𝜀(𝑥𝑥, 𝑥̅𝑥) ⋠ 𝐹𝐹(𝑥̅𝑥),∀𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋\{𝑥̅𝑥}.  
Vậy định lý được chứng minh xong.  ∎ 

Dưới đây là một phiên bản khác của nguyên lý 

biến phân Ekeland cho hàm có giá trị khoảng.  

Định lý 3.2. Cho (𝑋𝑋,𝑑𝑑) là không gian mêtric đủ và 

hàm 𝐹𝐹:𝑋𝑋 → 𝔗𝔗 là hàm có giá trị khoảng. Giả sử 

rằng 𝐹𝐹 là hàm nửa liên tục inner và bị chặn dưới 

yếu. Khi đó, với 𝜀𝜀 > 0, 𝜆𝜆 > 0 và 𝑥𝑥0 ∈ 𝑋𝑋 thoả  

max𝐹𝐹(𝑥𝑥0) ≤ inf
𝑥𝑥∈𝑋𝑋

(max𝐹𝐹(𝑥𝑥)) + 𝜀𝜀. 

Đặt  

𝑆𝑆0: = �𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋:𝐹𝐹(𝑥𝑥) + 𝜀𝜀
𝜆𝜆
𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑥𝑥0) ≼ 𝐹𝐹(𝑥𝑥0)�. 

Khi đó, nếu 𝑆𝑆0 là tập đóng thì tồn tại 𝑥̅𝑥 ∈ 𝑋𝑋 sao 
cho, 

(i) 𝐹𝐹(𝑥𝑥) + 𝜀𝜀
𝜆𝜆
𝑑𝑑(𝑥̅𝑥, 𝑥𝑥0) ≼ 𝐹𝐹(𝑥𝑥0); 

(ii) 𝑑𝑑(𝑥𝑥,� 𝑥𝑥0) ≤ 𝜆𝜆; 

(iii) 𝐹𝐹(𝑥𝑥) + 𝜀𝜀
𝜆𝜆
𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) ⋠ 𝐹𝐹(𝑥𝑥),∀𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋\{𝑥𝑥}. 

Chứng minh 

Đặt hàm khoảng cách 𝑑𝑑′(. , . ) = 1
𝜆𝜆
𝑑𝑑(. , . ). Nhận 

xét rằng, 𝑥𝑥0 ∈ 𝑆𝑆0 nên 𝑆𝑆0 ≠ ∅. Vì 𝑆𝑆0 đóng và khác 
rỗng nên (𝑆𝑆0,𝑑𝑑′) cũng là một không gian mêtric đủ. 
Xét 𝐹𝐹�: 𝑆𝑆0 → 𝔗𝔗 là ánh xạ thu hẹp của 𝐹𝐹 trên 𝑆𝑆0. Áp 
dụng Định lý 3.1 với hàm khoảng 𝐹𝐹  trên không gian 
metric (𝑆𝑆0,𝑑𝑑′),  khi đó, với mọi 𝜀𝜀 > 0 thì tồn tại 𝑥̅𝑥 ∈
𝑆𝑆0 sao cho, 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) + 𝜀𝜀
𝜆𝜆
𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑥̅𝑥) ⋠ 𝐹𝐹(𝑥̅𝑥),∀𝑥𝑥 ∈ 𝑆𝑆0\{𝑥̅𝑥}. 

Từ 𝑥̅𝑥 ∈ 𝑆𝑆0, ta có (i) đúng. Ta kiểm tra (iii) đúng. 
Thật vậy, lấy 𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋, ta có hai trường hợp sau. Nếu 
𝑥𝑥 ∈ 𝑆𝑆0\{𝑥̅𝑥} thì theo kết quả trên ta có (iii) đúng. Nếu 
𝑥𝑥 ∉ 𝑆𝑆0, giả sử rằng (iii) không đúng, tức là  

𝐹𝐹(𝑥𝑥) +
𝜀𝜀
𝜆𝜆
𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑥̅𝑥) ≼ 𝐹𝐹(𝑥̅𝑥). 

Theo đó, kết hợp với (i) và bất đẳng thức tam 
giác, ta có đánh giá sau, 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) +
𝜀𝜀
𝜆𝜆
𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑥𝑥0) ≼ 𝐹𝐹(𝑥𝑥) +

𝜀𝜀
𝜆𝜆
�𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑥𝑥0) + 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑥̅𝑥)� 

                             ≼ �𝐹𝐹(𝑥𝑥) + 𝜀𝜀
𝜆𝜆
𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑥̅𝑥)� + 𝜀𝜀𝜀𝜀(𝑥𝑥, 𝑥𝑥0) 

                             ≼ 𝐹𝐹(𝑥̅𝑥) + 𝜀𝜀
𝜆𝜆
𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑥𝑥0) 

                             ≼ 𝐹𝐹(𝑥𝑥0). 
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Điều này mâu thuẫn với giả thiết 𝑥𝑥 ∉ 𝑆𝑆0. Vậy 
(iii) đúng trên 𝑋𝑋. 

Để hoàn thành chứng minh, ta chỉ cần chứng 
minh (ii) đúng. Thật vậy, giả sử ngược lại 
𝑑𝑑(𝑥𝑥0, 𝑥̅𝑥) > 𝜆𝜆. Khi đó, vì  1

𝜆𝜆
𝑑𝑑(𝑥𝑥0, 𝑥𝑥) > 1 nên suy ra 

inf
𝑥𝑥∈𝑋𝑋

(max𝐹𝐹(𝑥𝑥)) + 𝜀𝜀 < inf
𝑥𝑥∈𝑋𝑋

(max𝐹𝐹(𝑥𝑥)) +
𝜀𝜀
𝜆𝜆
𝑑𝑑(𝑥̅𝑥, 𝑥𝑥0) 

                                 ≤ max𝐹𝐹(𝑥𝑥) + 𝜀𝜀
𝜆𝜆
𝑑𝑑(𝑥̅𝑥, 𝑥𝑥0). 

Theo (i), ta lại có 

max𝐹𝐹(𝑥𝑥) + 𝜀𝜀𝜀𝜀(𝑥̅𝑥, 𝑥𝑥0) ≤ max𝐹𝐹(𝑥𝑥0). 

Do đó kéo theo, 

inf
𝑥𝑥∈𝑋𝑋

(max𝐹𝐹(𝑥𝑥)) + 𝜀𝜀 < max𝐹𝐹(𝑥𝑥0). 

Điều này mâu thuẫn với giả thiết ban đầu của 
điểm 𝑥𝑥0. Do đó, ta có 𝑑𝑑(𝑥̅𝑥, 𝑥𝑥0) ≤ 𝜆𝜆.  ∎ 

Nhận xét 3.1. Định lý 3.1 và 3.2 là các dạng mở 
rộng khác của nguyên lý biến phân Ekeland cho hàm 
có giá trị khoảng dựa trên tính nửa liên tục inner và 
tính bị chặn dưới yếu. Các kết quả này khác biệt so 
với kết quả của Định lý 3.1 của Zhang and Huang 
(2022). Điều đó được chỉ ra bởi các ví dụ dưới đây. 

Ví dụ 3.1. Cho hàm khoảng 𝐹𝐹:ℝ → 𝔗𝔗 được định 
nghĩa bởi:  

𝐹𝐹(𝑥𝑥) = �−|𝑥𝑥|,
1

|𝑥𝑥| + 1
� ,∀𝑥𝑥 ∈ ℝ. 

 

Hình 4. Đồ thị minh họa cho ví dụ 3.1 

Ta có, 𝐹𝐹 là ≼ −lsc trên ℝ. Tuy nhiên, 𝐹𝐹 không 
bị chặn dưới trên ℝ nên Định lý 3.1 của Zhang and 
Huang (2022) không áp dụng được. Trong trường 
hợp này, hàm 𝐹𝐹 là hàm nửa liên tục inner và bị chặn 
dưới yếu bởi 0 nên các điều kiện của Định lý 3.1 
thoả mãn. Tính toán trực tiếp, ta có được với 𝜀𝜀 ∈

(0,1] thì mọi 𝑥𝑥 ∈ (−∞, 1 − 1
√𝜀𝜀

] ∪ [−1 + 1
√𝜀𝜀

, +∞) 
đều thỏa 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) + 𝜀𝜀𝜀𝜀(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) ⋠ 𝐹𝐹(𝑥𝑥),∀𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋\{𝑥𝑥}. 

Ví dụ 3.2. Cho hàm khoảng 𝐹𝐹:ℝ → 𝔗𝔗 được định 
nghĩa bởi:  

𝐹𝐹(𝑥𝑥) = �[𝑥𝑥
2, 𝑥𝑥2 + 3], nếu 𝑥𝑥 ≠ 0,

[1,2],                      nếu 𝑥𝑥 = 0. 

 
Hình 5. Đồ thị minh họa cho ví dụ 3.2 

 
Hình 6. Đồ thị minh họa cho ví dụ 3.3 

Ta có, 𝐹𝐹 là hàm bị chặn dưới trên 𝑋𝑋. Tuy nhiên, 
𝐹𝐹 là hàm không ≼ −lsc trên 𝑋𝑋 nên Định lý 3.1 của 
Zhang and Huang (2022) không áp dụng được. 
Trong trường hợp này, hàm 𝐹𝐹 là nửa liên tục inner 
nên các điều kiện của Định lý 3.1 thoả mãn. Tính 
toán trực tiếp ta có được với mọi 𝜀𝜀 > 0, thì mọi 𝑥𝑥 ∈
[− 𝜀𝜀

2
, 𝜀𝜀
2
] đều thỏa 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) + 𝜀𝜀𝜀𝜀(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) ⋠ 𝐹𝐹(𝑥𝑥),∀𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋\{𝑥𝑥}. 
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 Ví dụ 3.3. Cho hàm khoảng 𝐹𝐹:ℝ → 𝔗𝔗 được 
định nghĩa bởi:  

𝐹𝐹(𝑥𝑥) = �[−|𝑥𝑥|, 𝑥𝑥2 + 3],     nếu 𝑥𝑥 ≠ 0
[1; 2]                       nếu 𝑥𝑥 = 0. 

Ta có, 𝐹𝐹 không ≼ −lsc và không bị chặn dưới 
trên 𝑋𝑋 nên Định lý 3.1 của Zhang & Huang (2022) 
không áp dụng được. Tuy nhiên, trong trường hợp 
này, hàm 𝐹𝐹 là nửa liên tục inner  và bị chặn dưới yếu 
nên các điều kiện của Định lý 3.1 thoả mãn. Tính 
toán trực tiếp ta có được với mọi 𝜀𝜀 > 0, thì mọi 𝑥𝑥 ∈
[− 𝜀𝜀

2
, 𝜀𝜀
2
] đều thỏa 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) + 𝜀𝜀𝜀𝜀(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) ⋠ 𝐹𝐹(𝑥𝑥),∀𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋\{𝑥𝑥}. 

4. KẾT LUẬN 

Trong bài báo này, một số phiên bản mở rộng 
của nguyên lý biến phân Ekeland cho hàm có giá trị 
khoảng được đưa ra dựa trên tính nửa liên tục inner 
và tính bị chặn dưới yếu được đề xuất. Các kết quả 
này là mới và khác biệt so với các kết quả nghiên 
cứu gần đây. Nhiều ví dụ số được chỉ ra để minh họa 
cho các định nghĩa và kết quả đề xuất. 
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