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ABSTRACT 

This paper considers vector optimization problems via co-radiant sets and 

studies the existence conditions of the Benson weakly efficient solutions of 

these problems. Firstly, the properties of radiant sets and co-radiant sets 

were discussed. Then, models of vector optimization problems via co-

radiant sets and their Benson weakly efficient solutions were proposed. 

Finally, using the linear scalarization method, sufficient conditions for 

these Benson weakly efficient solutions are formulated. 

TÓM TẮT 

Mô hình bài toán tối ưu vector thông qua tập co-radiant được xem xét và 

nghiên cứu các điều kiện tồn tại của nghiệm hữu hiệu yếu Benson cho các 

bài toán này. Trước tiên, các tính chất của tập radiant và tập co-radiant 

được thảo luận. Sau đó, mô hình bài toán tối ưu vector thông qua tập co-

radiant và nghiệm hữu hiệu yếu Benson của chúng được đề xuất. Cuối 

cùng, bằng cách sử dụng phương pháp vô hướng hóa tuyến tính, các điều 

kiện đủ cho sự tồn tại của các nghiệm hữu hiệu yếu Benson này được thiết 

lập. 

1. GIỚI THIỆU 

Tối ưu vector là một lĩnh vực quan trọng  

của Toán học được nhiều người quan tâm trong 

những năm gần đây, có thể liệt kê một cách không 

đầy đủ một số công trình nghiên cứu tiêu biểu về 

lĩnh vực này được công bố bởi các nhà Toán học 

trong nước và trên thế giới như: Ehrgott (2005), 

Gutiérrez (2006), Patrone et al. (2007), Aubin and 

Frankowska (2009) và Jahn (2009). Từ những công 

trình đã công bố, cho thấy các chủ đề của tối ưu 

vector đã được các nhà Toán học khảo sát với nhiều 

kết quả thú vị, có ý nghĩa khoa học như: điều kiện 

tồn tại nghiệm (Kazmi, 1996; Lee & Kuk, 1998; 

Aubin & Frankowska, 2009; Anh et al., 2021), tính 

ổn định nghiệm (Miglierina & Molho, 2002; Aubin 

& Frankowska, 2009; Zhao et al., 2013; Lalitha & 

Chatterjee, 2015; Anh et al., 2018; Anh et al., 

2020a), sự hội tụ nghiệm (Anh et al., 2020b), tính 

liên thông của tập nghiệm (Han & Huang, 2018; 

Anh et al., 2022). 

Một đặc điểm quan trọng của tối ưu vector là 

chúng có rất nhiều dạng nghiệm khác nhau, tùy 

thuộc vào các phương án giải quyết các tình huống 

thực tế. Chính vì vậy, cho đến nay có nhiều dạng 
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nghiệm hữu hiệu được các nhà Toán học đề xuất như 

nghiệm Edgeworth (Edgeworth, 1881), nghiệm 

Pareto (Pareto, 1906), nghiệm Geoffrion (Geoffrion, 

1968), nghiệm Borwein (Borwein, 1977), nghiệm 

Benson (Benson, 1979), nghiệm Henig (Henig, 

1982). Một trong những yếu tố mang tính chất quyết 

định dẫn đến các dạng nghiệm hữu hiệu như đã được 

đề cập ở trên chính là cấu trúc của nón thứ tự. Do 

đó, việc nghiên cứu các mô hình bài toán tối ưu bằng 

việc thay thế và mở rộng các cấu trúc nón là một chủ 

đề hay và được nhiều người quan tâm trong thời gian 

qua. Theo hướng nghiên cứu này, tập co-radiant  

được cho là có vai trò quan trọng, đặc biệt là đối với 

việc xấp xỉ nghiệm trong tối ưu vector. Gutiérrez et 

al. (2006) đã giới thiệu một loại nghiệm gần đúng 

mới để hợp nhất một số nghiệm gần đúng hiện có, 

đồng thời các tác giả cũng thiết lập kết quả vô hướng 

hóa phi tuyến cho các nghiệm gần đúng hợp nhất đó. 

Từ ý tưởng của Gutiérrez et al. (2006),  Gao et al. 

(2011) đã giới thiệu một loạt các nghiệm hữu hiệu 

cho các bài toán tối ưu vector và thảo luận về mối 

quan hệ của chúng cũng như các điều kiện tối ưu cho 

các nghiệm này thông qua phương pháp vô hướng 

hóa phi tuyến. Sau đó, dựa trên khoảng cách định 

hướng Hiriart-Urruty, Zhao et al. (2015a) đã cung 

cấp một hàm phi tuyến tính vô hướng cho bài toán 

tối ưu hóa vector thông qua tập co-radiant và bằng 

cách sử dụng hàm này, các tác giả đã đề xuất nhiều 

loại nghiệm hữu hiệu cho bài toán liên quan và thu 

được nhiều phiên bản cải tiến của kết quả trong Gao 

et al. (2011). Gần đây, Gao and Xu (2019) cũng đã 

xem xét một số nghiệm hữu hiệu cho các bài toán 

tối ưu hóa đa mục tiêu như nghiệm Benson, nghiệm 

Borwein, nghiệm xấp xỉ, nghiệm Henig và bằng 

cách sử dụng phương pháp vô hướng tuyến tính, 

nhóm tác giả đã thành công trong việc nghiên cứu 

các điều kiện tối ưu và mối quan hệ giữa các nghiệm 

này. 

Lấy ý tưởng từ những công trình trên, nghiệm 

hữu hiệu yếu Benson ứng với tập co-radiant cho bài 

toán tối ưu vector và nghiên cứu các điều kiện tồn 

tại của nghiệm đó được đề xuất.  

2. KIẾN THỨC CHUẨN BỊ 

Cho 𝕏, 𝕐 là các không gian định chuẩn, 𝒳 là tập 

con khác rỗng của 𝕏.  

Định nghĩa 2.1. Tập 𝒞 ⊂ 𝕐 được gọi là nón nếu 

với mọi 𝑥 ∈ 𝒞 và mọi 𝛼 > 0 ta luôn có 𝛼𝑥 ∈ 𝒞. Nón 

𝒞 được gọi là nón có đỉnh nếu 𝒞 ∩ (−𝒞) = {0𝕐}. 
Nón 𝒞 được gọi là nón lồi nếu 𝒞 là nón và là tập lồi. 

Ví dụ 2.1. Trong ℝ2, ta có ℝ+
2  là nón lồi có đỉnh. 

 Giả sử  𝕐∗ là không gian đối ngẫu của 𝕐. Ký 

hiệu nón đối cực 𝒞∗ của 𝒞 là:  

𝒞∗: = {ℓ ∈ 𝕐∗: ℓ(𝑦) ≥ 0, ∀𝑦 ∈ 𝒞}. 

Cho ℝ+ tập hợp các số thực không âm và 𝒜 là 

tập con khác rỗng của 𝕐, ký hiệu bao đóng và phần 

trong của 𝒜 lần lượt là cl𝒜 và int𝒜. Nón sinh ra 

bởi 𝒜 ký hiệu là: 

cone(𝒜): = {𝑡𝑎: 𝑡 ≥ 0, 𝑎 ∈ 𝒜}. 

Ta nói tập 𝒜 là đặc nếu int𝒜 ≠ ∅.  

Bổ đề 2.1. (Jahn, 2009, Bổ đề 3.21, tr. 77) Nếu 

𝕐 là một không gian tô pô tuyến tính thực và 𝒞 là 

nón lồi thỏa mãn int𝒞 ≠ ∅ thì: 

   int𝒞 = {𝑦 ∈ 𝕐: ℓ(𝑦) > 0, ∀ℓ ∈ 𝒞∗\{0𝕐∗}}.   (2.1) 

Định nghĩa 2.2. Một ánh xạ có giá trị vector 

𝑔: 𝕏 → 𝕐 được gọi là liên tục tại 𝑥0 ∈ 𝕏 nếu với mọi 

lân cận 𝒱 của 𝑔(𝑥0), tồn tại lân cận 𝒰 của 𝑥0 sao 

cho 𝑔(𝑥) ∈ 𝒱 với mọi 𝑥 ∈ 𝒰. 

Dựa vào Định nghĩa 2.2, ta có định nghĩa hàm 

liên tục theo nón như sau: 

Định nghĩa 2.3. (Anh et al., 2009) Một ánh xạ 

có giá trị vector 𝑔: 𝕏 → 𝕐 được gọi là  

(a) nửa liên tục dưới theo nón  𝒞 (𝒞-lsc) tại  𝑥0 ∈
𝕏 nếu với mọi lân cận 𝒱 của 𝑔(𝑥0), tồn tại lân cận 

𝒰 của 𝑥0 sao cho 𝑔(𝑥) ∈ 𝒱 + 𝒞 với mọi 𝑥 ∈ 𝒰;  

 (b) nửa liên tục trên theo nón 𝒞 (𝒞-usc) tại 𝑥0 ∈
𝕏 nếu với mọi lân cận 𝒱 của 𝑔(𝑥0), tồn tại lân cận 

𝒰 của 𝑥0 sao cho 𝑔(𝑥) ∈ 𝒱 − 𝒞 với mọi 𝑥 ∈ 𝒰; 

 (c) liên tục theo nón 𝒞 tại 𝑥0 ∈ 𝕏 nếu nó 𝒞-usc 

và 𝒞-lsc tại 𝑥0. 

Hàm 𝑔 được gọi là liên tục (liên tục theo nón 𝒞) 

trên tập 𝒳 ⊂ 𝕏 nếu nó liên tục (liên tục theo nón 𝒞)  

tại mọi điểm 𝑥0 ∈ 𝒳. 

Nhận xét 2.1. Ta thấy rằng lớp hàm liên tục là 

tập con thực sự của lớp hàm liên tục theo nón (điều 

này được minh họa qua Chú ý 5.4 trong Luc, 1989). 

Các ví dụ sau đây cho thấy điều kiện nửa liên tục 

theo nón là nhẹ hơn so với liên tục. 

Ví dụ 2.2. Xét ánh xạ 𝐷: ℝ → ℝ được xác định 

như sau 

𝐷(𝑥) = {
1,         𝑥 ∈ ℚ,
0, 𝑥 ∈ 𝕀.

 

Khi đó, 𝐷 là ℝ+-nửa liên tục trên tại √2 nhưng 

không liên tục tại √2. 

Ví dụ 2.3. Xét ánh xạ 𝑔: ℝ → ℝ2 được xác định 

như sau: 
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𝑔(𝑥) = {
(

1

𝑥
, 𝑥) ,             𝑥 > 0,

(−1, −1), 𝑥 ≤ 0.
 

Khi đó, 𝑔 là ℝ+
2 -nửa liên tục dưới tại 0 nhưng 

không liên tục tại 0. 

Bổ đề 2.2.  Cho 𝑥0 ∈ 𝕏, ℓ ∈ 𝒞∗ và 𝑓: 𝕏 → 𝕐 là 

ánh xạ có giá trị vector. Khi đó: 

(a) ℓ ∘ 𝑓 nửa liên tục dưới tại 𝑥0 nếu 𝑓 nửa liên 

tục dưới theo 𝒞  tại 𝑥0;  

(b) ℓ ∘ 𝑓 nửa liên tục trên tại 𝑥0 nếu 𝑓 nửa liên 

tục trên theo 𝒞  tại 𝑥0;  

(c) ℓ ∘ 𝑓 liên tục tại 𝑥0 nếu 𝑓 liên tục theo 𝒞  tại 

𝑥0.  

Chứng minh.  

(a) Ta cần chứng minh với mỗi 𝛾 ∈ ℝ mà 𝛾 <
ℓ(𝑓(𝑥0))  thì tồn tại lân cận 𝒰 của 𝑥0 sao cho 𝛾 <
ℓ(𝑓(𝑥)) với mọi 𝑥 ∈ 𝒰. Vì 𝛾 < ℓ(𝑓(𝑥0)) và ℓ nửa 

liên tục dưới tại 𝑓(𝑥0) nên ta có thể tìm được lân cận 

𝒱 của 𝑓(𝑥0) sao cho:  

              𝛾 < ℓ(𝑦),    ∀𝑦 ∈ 𝒱.                    (2.2) 

 Do 𝑓 nửa liên tục dưới theo 𝒞 tại 𝑥0 nên với lân 

cận 𝒱, tồn tại lân cận 𝒰 của 𝑥0 sao cho 𝑓(𝑥) ∈ 𝒱 +
𝒞 với mọi  𝑥 ∈ 𝒰. Khi đó, với mọi 𝑥 ∈ 𝒰, tồn tại 

𝑦 ∈ 𝒱 thỏa  𝑓(𝑥) ∈ 𝑦 + 𝒞. Từ  ℓ ∈ 𝒞∗, ta suy ra: 

                ℓ(𝑦) ≤ ℓ(𝑓(𝑥)).                        (2.3) 

Kết hợp (2.2) và (2.3), ta được  

𝛾 < ℓ(𝑓(𝑥)),    ∀𝑥 ∈ 𝒰. 

Vì vậy, ℓ ∘ 𝑓 nửa liên tục dưới tại 𝑥0.   

(b) Chứng minh tương tự ta cũng được kết quả 

(b). 

(c) Suy ra từ kết quả (a) và (b).                              ∎ 

Bổ đề 2.3. Cho 𝒴 là tập con khác rỗng của 𝕐, khi 

đó, nếu 𝒴 ∩ int𝒞 = ∅ thì 

 cl𝒴 ∩ int𝒞 = ∅. 

Chứng minh.  

Giả sử cl𝒴 ∩ int𝒞 ≠ ∅ thì tồn tại 𝑦 ∈ cl𝒴 ∩
int𝒞. Do đó 𝑦 ∈ int𝒞 nên ta có thể tìm được lân cận 

𝒱 của 0𝕐 sao cho 𝑦 + 𝒱 ⊂ int𝒞. Mặt khác, vì 𝑦 ∈
cl𝒴 nên 

                   (𝑦 + 𝒱) ∩ 𝒴 ≠ ∅.  

Từ đó suy ra int𝒞 ∩ 𝒴 ≠ ∅ mâu thuẫn.   ∎ 

Định nghĩa 2.4. (Gutiérrez et al., 2012) Tập ∅ ≠
ℰ ⊂ 𝕐 được gọi là tập cải tiến tương ứng với (t.ư.v) 

𝒞 nếu 0𝕐 ∉ ℰ và ℰ + 𝒞 = ℰ. Họ các tập cải tiến t.ư.v 

𝒞 trong 𝕐 ký hiệu là ℑ𝒞 .  

Dễ thấy 𝒞\{0} ∈ ℑ𝒞 , int𝒞 ∈ ℑ𝒞 và 𝕐\(−𝒞) ∈ ℑ𝒞 .    

3. TẬP RADIANT VÀ TẬP CO-RADIANT 

Phần này nhắc lại định nghĩa và khảo sát các tính 

chất của tập radiant và tập co-radiant. 

Định nghĩa 3.1. (Rubinov, 2013, Định nghĩa 

5.1, tr.156) Một tập con khác rỗng ℛ của 𝕐 được gọi 

là tập radiant nếu với mọi 𝑟 ∈ ℛ và 0 < 𝛼 ≤ 1 thì 

𝛼𝑟 ∈ ℛ.  

Định nghĩa 3.2. (Rubinov, 2013, Định nghĩa 

5.3, tr.159) Một tập con khác rỗng Ɗ của 𝕐 được gọi 

là tập co-radiant nếu với mọi 𝑑 ∈ Ɗ và 𝛼 ≥ 1 thì 

𝛼𝑑 ∈ Ɗ.  

Rõ ràng nón 𝒞 vừa là tập radiant vừa là tập co-

radiant. 

Mối quan hệ giữa tập radiant và tập co-radiant 

được thể hiện qua bổ đề sau: 

Bổ đề 3.1. Cho  ℛ là tập con khác rỗng của  𝕐 

với ℛ ≠ 𝕐. Khi đó, ℛ là tập radiant khi và chỉ khi 

phần bù của nó Ɗ = 𝕐\ℛ là tập co-radiant. 

Chứng minh.  

Lấy 𝑦 ∈ Ɗ và 𝛼 ≥ 1, suy ra 0 <
1

𝛼
≤ 1,  giả sử  

𝛼𝑦 ∈ ℛ. Vì ℛ là tập radiant nên 𝑦 =
1

𝛼
(𝛼𝑦) ∈ ℛ. 

Suy ra 𝑦 ∈ Ɗ ∩ ℛ, điều này vô lý vì Ɗ ∩ ℛ = ∅.  Do 

đó, 𝛼𝑦 ∉ ℛ suy ra 𝛼𝑦 ∈ Ɗ hay Ɗ là tập co-radiant. 

 Ngược lại, với 𝑦 ∈ ℛ và 0 < 𝜆 ≤ 1, giả sử rằng 

𝜆𝑦 ∈ Ɗ. Vì Ɗ = 𝕐\ℛ là tập co-radiant nên 𝑦 =
1

𝜆
(𝜆𝑦) ∈ Ɗ. Suy ra 𝑦 ∈ Ɗ ∩ ℛ, điều này vô lý vì Ɗ ∩

ℛ = ∅.  Do đó, 𝜆𝑦 ∈ ℛ, hay ℛ là tập radiant.  ∎ 

Ta có các tính chất sau của tập co-radiant: 

Bổ đề 3.2. Cho Ɗ là tập co-radiant. Khi đó 

(a) với mọi 𝜀 > 0, 𝜀Ɗ là tập co-radiant; 

(b) với mọi  𝜀1 > 𝜀2 > 0, thì 𝜀1Ɗ ⊂ 𝜀2Ɗ;  

(c) với mọi 𝜆, 𝜇 > 0, nếu Ɗ lồi  thì  

𝜆Ɗ + 𝜇Ɗ ⊂ 𝜆Ɗ ∩ 𝜇Ɗ; 

(d) với mọi  𝜀 > 0, cone(Ɗ) = cone(𝜀Ɗ). 

Chứng minh.  

(a) Với mọi 𝑦 ∈ 𝜀Ɗ,  ta có 𝑦 = 𝜀𝑑, 𝑑 ∈ Ɗ và Ɗ 

là tập co-radiant nên với  𝛼 ≥ 1 thì 𝛼𝑑 ∈ Ɗ. Do đó 
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 𝛼𝑦 = 𝛼𝜀𝑑 = 𝜀(𝛼𝑑) ∈ 𝜀Ɗ, 

nên 𝜀Ɗ là tập co-radiant. 

(b) Với phần tử tùy ý  𝑦 ∈ 𝜀1Ɗ, ta tìm được 𝑑 ∈
Ɗ sao cho 𝑦 = 𝜀1𝑑.  Điều này kết hợp với 𝜀1 > 𝜀2 >
0, suy ra 

𝑦 = 𝜀1𝑑 = 𝜀2 (
𝜀1

𝜀2
𝑑) ∈ 𝜀2Ɗ. 

(c) Với mọi 𝜀 > 0, thì Ɗ + 𝜀Ɗ ⊂ Ɗ. Thật vậy,  

lấy 𝑦 ∈ Ɗ + 𝜀Ɗ  thì tồn tại 𝑑1, 𝑑2 ∈ Ɗ sao cho 

𝑦 = 𝑑1 + 𝜀𝑑2. 

Do đó, 

𝑦 = 𝑑1 + 𝜀𝑑2 = (1 + 𝜀) (
1

1 + 𝜀
𝑑1 +

𝜀

1 + 𝜀
𝑑2) ∈ Ɗ 

khi Ɗ là tập lồi co-radiant. Do đó Ɗ + 𝜀Ɗ ⊂ Ɗ.   

Với mọi 𝜆, 𝜇 > 0, từ kết quả trên, ta có 

  𝜆Ɗ + 𝜇Ɗ = 𝜆 (Ɗ +
𝜇

𝜆
Ɗ) ⊂ 𝜆Ɗ,     

và        

  𝜆Ɗ + 𝜇Ɗ = 𝜇 (
𝜆

𝜇
Ɗ + Ɗ) ⊂ 𝜇Ɗ.            

Vậy  𝜆Ɗ + 𝜇Ɗ ⊂ 𝜆Ɗ ∩ 𝜇Ɗ.                                

(d) Lấy tùy ý phần tử 𝑦 ∈ cone(Ɗ) thì tồn tại 

𝑡 ≥ 0 và 𝑑 ∈ Ɗ sao cho 𝑦 = 𝑡𝑑. Hơn nữa, với 𝜀 >
0 ta có 

𝑦 = 𝑡𝑑 =
𝑡

𝜀
(𝜀𝑑) ∈ cone(𝜀Ɗ).   

Ngược lại, với bất kỳ 𝑦 ∈ cone(𝜀Ɗ), ta tìm được 

𝑡 ≥ 0 và 𝑑 ∈ Ɗ để 

𝑦 = 𝑡𝜀𝑑 = 𝑡1𝑑 ∈ cone(Ɗ), với 𝑡1 = 𝑡𝜀 ≥ 0. 

Vậy cone(Ɗ) = cone(𝜀Ɗ).    ∎ 

Chiều ngược lại của Bổ đề 3.2 (c) là không đúng 

được minh họa qua ví dụ sau: 

Ví dụ 3.1. Trong ℝ, cho Ɗ = [1, +∞[, xét 2Ɗ =
[2, +∞[, 3Ɗ = [3, +∞[, thì  

2Ɗ ∩ 3Ɗ = [3, +∞[, 

2Ɗ + 3Ɗ = [5, +∞[. 

Rõ ràng [3, +∞[ ⊄ [5, +∞[ nên 

2Ɗ ∩ 3Ɗ ⊄ 2Ɗ + 3Ɗ. 

Bổ đề 3.3. Với Ɗ ⊂ 𝒞\{0𝕐} là tập co-radiant lồi 

đặc và  𝒦 = cone(Ɗ) thì 

(a) 𝒦 là nón có đỉnh và Ɗ ∩ (−int𝒦) = ∅; 

(b) 𝒦 là nón lồi; 

(c) Ɗ là tập cải tiến ứng với 𝒦. 

Chứng minh.  

(a) Do Ɗ ⊂ 𝒞\{0𝕐}, 𝒞 là nón và 

          cone(Ɗ) = 𝒦 ⊂ cone(𝒞) = 𝒞.                 (3.1) 

 Mà 𝒞 là nón có đỉnh nên ta suy ra  

      𝒦 ∩ (−𝒦) = {0𝕐}.                            (3.2) 

Do đó, 𝒦 là nón có đỉnh. 

 Mặc khác, vì Ɗ ⊂ 𝒦 nên (3.2) kéo theo 

Ɗ ∩ (−int𝒦) = ∅. 

(b) Với các phần tử bất kỳ 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝒦, tồn tại 

𝛼1, 𝛼2 ∈ ℝ+, 𝑑1, 𝑑2 ∈ Ɗ sao cho 

 𝑦1 = 𝛼1𝑑1, 𝑦2 = 𝛼2𝑑2. 

Với  𝑡 ∈ [0,1], xét 

𝑡𝑦1 + (1 − 𝑡)𝑦2 = 𝑡𝛼1𝑑1 + (1 − 𝑡)𝛼2𝑑2 

= (𝑡𝛼1 + (1 − 𝑡)𝛼2) ( 
𝑡𝛼1

𝑡𝛼1 + (1 − 𝑡)𝛼2
𝑑1

+
(1 − 𝑡)𝛼2

𝑡𝛼1 + (1 − 𝑡)𝛼2
𝑑2) ∈ 𝒦 

do Ɗ lồi. Từ đó suy ra 𝒦 là nón lồi.                  

(c) Từ tính chất có đỉnh của nón 𝒦  ta được 

                  Ɗ ⊂ Ɗ + 𝒦.                                   (3.3) 

Vì Ɗ ⊂ 𝒞\{0𝕐}  nên 0𝕐 ∉ Ɗ.  Lấy 𝑦 ∈ Ɗ + 𝒦  

thì tồn tại 𝑑1 ∈ Ɗ  và 𝑘1 ∈ 𝒦 thỏa mãn 

𝑦 = 𝑑1 + 𝑘1. 

Kết hợp với 𝒦 = cone(Ɗ) ta có thể tìm được 

𝑡 ∈ ℝ+, d2 ∈ Ɗ sao cho  

𝑦 = 𝑑1 + 𝑡d2. 

Điều này kết hợp với Bổ đề 3.2 (c) suy ra 𝑦 ∈ Ɗ. 

Do đó Ɗ + 𝒦 ⊂ Ɗ, kết hợp với (3.3) suy ra 

                       Ɗ + 𝒦 = Ɗ.                                   ∎ 

Sử dụng các kỹ thuật tương tự trong chứng minh 

Bổ đề 3.2, ta cũng thu được một số tính chất của tập 

radiant. 

Bổ đề 3.4. Cho ℛ là tập radiant. Khi đó 

(a) với mọi 𝜀 > 0, 𝜀ℛ là tập radiant; 

(b) với mọi  𝜀1 > 𝜀2 > 0, thì  𝜀2ℛ ⊂ 𝜀1ℛ;  

(c) với mọi 𝜆, 𝜇 > 0, nếu ℛ lồi  thì  

𝜆ℛ + 𝜇ℛ ⊂ (𝜆 + 𝜇)ℛ. 
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4. ĐIỀU KIỆN TỒN TẠI NGHIỆM CHO 

BÀI TOÁN TỐI ƯU VECTOR THÔNG 

QUA TẬP CO-RADIANT 

Phần này khảo sát điều kiện tồn tại nghiệm của 

bài toán tối ưu vector thông qua tập co-radiant Ɗ.  

Xét bài toán tối ưu vector (VOP): 

(VOP): min  𝑓(𝑥)  thỏa mãn  𝑥 ∈ 𝒳, 

trong đó  𝑓: 𝒳 → 𝕐  ánh xạ có giá trị vector và 

𝒳 là các tập con không rỗng của 𝕏. 

Từ Benson (1979) và Sheng (2002), ta có định 

nghĩa nghiệm hữu hiệu Benson và nghiệm hữu hiệu 

yếu Benson cho bài toán (VOP) như sau: 

Định nghĩa 4.1. Phần tử 𝑥0 ∈ 𝒳 được gọi là  

(a) (Benson, 1979) nghiệm hữu hiệu Benson của 

(VOP), ký hiệu  𝑥0 ∈  BEff(𝒳, 𝑓)𝒞 nếu  

cl(cone(𝑓(𝒳) − 𝑓(𝑥0) + 𝒞)) ∩ (−𝒞) = {0𝕐}; 

(b) (Sheng, 2002) nghiệm hữu hiệu yếu Benson 

của (VOP), ký hiệu 𝑥0 ∈  WBEff(𝒳, 𝑓)𝒞  nếu  

cl(cone(𝑓(𝒳) − 𝑓(𝑥0) + 𝒞)) ∩ (−int𝒞) = ∅. 

Với Ɗ ⊂ 𝒞 là tập co-radiant cho trước, từ Định 

nghĩa 4.1, ta xét bài toán tối ưu vector thông qua tập 

co-radiant Ɗ, ký hiệu (VOP)Ɗ như sau:  

(VOP)Ɗ :  min  𝑓(𝑥)   thỏa mãn  𝑥 ∈ 𝒳, 

trong đó  𝑓: 𝒳 → 𝕐  ánh xạ có giá trị vector và 

𝒳 là các tập con không rỗng của 𝕏. 

Định nghĩa 4.2. Phần tử 𝑥0 ∈ 𝒳 được gọi là 

nghiệm hữu hiệu yếu Benson của (VOP)Ɗ ứng với 

Ɗ, ký hiệu  𝑥0 ∈  WBEff(𝒳, 𝑓)Ɗ nếu  

cl(cone(𝑓(𝒳) − 𝑓(𝑥0) + Ɗ)) ∩ (−int𝒦) = ∅, 

với 𝒦 = cone(Ɗ).    

Nhận xét 4.1. Từ Bổ đề 3.2 (a) và (d), ta thấy 

rằng việc xem xét bài toán tối ưu thông qua tập co-

radiant, thay vì xét tập co-radiant có dạng 𝜀Ɗ, với 

𝜀 > 0 thì ta chỉ cần xét đối với 𝜀 = 1. 

Ví dụ 4.1. Cho 𝕏 = ℝ, 𝕐 = ℝ2, 𝒳 = [−1,1], 
Ɗ = {(𝑥, 𝑦): 𝑥 ≥ 1, 𝑦 = 0} ∪ {(𝑥, 𝑦): 𝑥 = 0, 𝑦 ≥
1}, 𝒞 = ℝ+

2  và 𝑓:  ℝ → ℝ2 được xác định như sau: 

𝑓(𝑥) = (𝑥, 𝑥2),   ∀𝑥 ∈ ℝ. 

Ta có 𝒦 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥 ≥ 0, 𝑦 = 0} ∪ 

                             {(𝑥, 𝑦): 𝑥 = 0, 𝑦 ≥ 0}, 

 và WBEff(𝒳, 𝑓)Ɗ = [−1,1]. 

Định lý 4.1.  Giả sử  

(i) 𝒳 là tập compact;  

(ii) 𝑓 nửa liên tục dưới theo nón 𝒦 trên 𝒳.  

Khi đó, tập nghiệm WBEff(𝒳, 𝑓)Ɗ khác rỗng. 

Chứng minh.  

Với ℓ ∈ 𝒦∗\{0𝕐∗}, xét  

𝑆ℓ ≔ {𝑥 ∈ 𝒳: ℓ(𝑓(𝑧) + 𝑑) ≥

                  ℓ(𝑓(𝑥)) với mọi (𝑧, 𝑑) ∈ 𝒳 × Ɗ}. (4.1) 

Áp dụng Bổ đề 2.2 (a) và tính nửa liên tục dưới 

của hàm 𝑓, hàm số ℓ ∘ 𝑓 là nửa liên tục dưới trên tập 

compact 𝒳. Vì vậy, hàm ℓ ∘ 𝑓 đạt giá trị nhỏ nhất 

trên 𝒳. Hay, tập hợp  

𝐸 ≔ {𝑥 ∈ 𝒳: ℓ(𝑓(𝑧)) ≥ ℓ(𝑓(𝑥)) , ∀ 𝑧 ∈ 𝒳} 

khác rỗng. 

Vì Ɗ ⊂ 𝒦 nên ℓ(𝑑) ≥ 0 với mọi 𝑑 ∈ Ɗ. Điều 

này kết hợp với sự khác rỗng của 𝐸 dẫn đến tồn tại 

𝑥 ∈ 𝒳 sao cho  

ℓ(𝑓(𝑧)) + ℓ(𝑑) ≥ ℓ(𝑓(𝑥)), ∀ (𝑧, 𝑑) ∈  𝒳 × Ɗ. 

Suy ra 𝑆ℓ khác rỗng với mọi ℓ ∈ 𝒦∗\{0𝕐∗}.  

Với mỗi ℓ0 ∈ 𝒦∗\{0𝕐∗}, lấy 𝑥̅ ∈ 𝑆ℓ0
, ta có  

ℓ0(𝑓(𝑥)) + ℓ0(𝑑) ≥ ℓ0(𝑓(𝑥 ̅)), ∀(𝑥, 𝑑) ∈ 𝒳 × Ɗ. (4.2) 

Giả sử 𝑥̅ ∉ WBEff(𝒳, 𝑓)Ɗ, tức là: 

cl(cone(𝑓(𝒳) − 𝑓(𝑥̅) + Ɗ)) ∩ (−int𝒦) ≠ ∅, 

Áp dụng Bổ đề 2.3, ta được: 

cone(𝑓(𝒳) − 𝑓(𝑥̅) + Ɗ) ∩ (−int𝒦) ≠ ∅. 

Ta lấy: 

𝑦 ∈ cone(𝑓(𝒳) − 𝑓(𝑥̅) + Ɗ) ∩ (−int𝒦). 

Từ đó suy ra 𝑦 ∈ (−int𝒦), kết hợp điều này với 

(2.1), ta được: 

                ℓ̂(𝑦) < 0, (4.3) 

Mặt khác, 𝑦 ∈ cone(𝑓(𝒳) − 𝑓(𝑥̅) + Ɗ) nên tồn 

tại 𝑡̂ > 0 và (𝑧̂, 𝑑̂) ∈ 𝒳 × Ɗ sao cho:  

𝑦 = 𝑡̂(𝑓(𝑧̂) − 𝑓(𝑥̅) + 𝑑̂). 

Kết hợp kết quả này với (4.3) và tính chất tuyến 

tính của ℓ0, suy ra: 

ℓ0(𝑓(𝑧̂)) − ℓ0(𝑓(𝑥̅)) + ℓ0(𝑑̂) < 0, 

hay ℓ0(𝑓(𝑧̂)) + ℓ0(𝑑̂) < ℓ0(𝑓(𝑥̅)), điều này 

mâu thuẫn với (4.2). Vì vậy, 𝑥̅ ∈ WBEff(𝒳, 𝑓)Ɗ nên 

WBEff(𝒳, 𝑓)Ɗ khác rỗng.           ∎  
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Nhận xét 4.2. Theo sự hiểu biết của chúng tôi, 

chưa có bất kỳ một công bố nào cung cấp điều kiện 

đủ cho tập nghiệm hữu hiệu yếu Benson của bài toán 

(VOP)Ɗ ứng với Ɗ ngay cả trường hợp đặc biệt Ɗ =
𝒞. Do đó, Định lý 4.1 là mới. 

Ví dụ sau đây minh họa cho Định lý 4.1. 

Ví dụ 4.2. Cho 𝕏 = 𝕐 = ℝ2, 𝒳 = {(𝑥1, 𝑥2) ∈

ℝ2: 𝑥1
2 + 𝑥2

2 ≤ 1}, Ɗ = (
1

2
,

1

2
) + ℝ+

2 , và 

 𝑓: ℝ2 → ℝ2 được xác định như sau: 

𝑓(𝒙) = (𝑥1
2 + 𝑥2

2, 𝑥1
2 + 𝑥2

2),   ∀𝒙 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ ℝ2. 

Ta có 𝒦 = cone(Ɗ) = ℝ+
2 .    

Dễ thấy các điều kiện (i), (ii) của Định lý 4.1 đều 

thỏa mãn nên tập  WBEff(𝒳, 𝑓)Ɗ  khác rỗng.  

Hơn nữa, ta có:   

 𝑓(𝒳) = {(𝑥1
2 + 𝑥2

2, 𝑥1
2 + 𝑥2

2) ∈ ℝ2: 𝑥1
2 + 𝑥2

2 ≤ 1}, 

và với mỗi 𝒙̅ = (𝑥̅1, 𝑥̅2) ∈ 𝒳,  

𝑓(𝒳) − 𝑓(𝒙̅) + Ɗ 

= {((𝑥1
2 + 𝑥2

2) − (𝑥̅1
2 + 𝑥̅2

2) +
1

2
, (𝑥1

2 + 𝑥2
2) − (𝑥̅1

2

+ 𝑥̅2
2) +

1

2
) : 𝑥1

2 + 𝑥2
2 ≤ 1} + ℝ+

2 . 

Nếu 𝒙̅ ∈ WBEff(𝒳, 𝑓)Ɗ thì với mọi 𝑡 ≥ 0 và với 

mọi 𝒙 ∈ 𝒳, ta được:  

𝑡 ((𝑥1
2 + 𝑥2

2) − (𝑥̅1
2 + 𝑥̅2

2) +
1

2
) ≥ 0, 

và vì thế 𝑥̅1
2 + 𝑥̅2

2 ≤
1

2
. 

Ngược lại, với 𝒙̅ = (𝑥̅1, 𝑥̅2) mà 𝑥̅1
2 + 𝑥̅2

2 ≤
1

2
, ta 

có: 

𝑥̅1
2 + 𝑥̅2

2 ≤
1

2
+ (𝑥1

2 + 𝑥2
2),     

                 ∀(𝑥1, 𝑥2) ∈ ℝ2: 𝑥1
2 + 𝑥2

2 ≤ 1. 

Do đó, ∀(𝑥1, 𝑥2) ∈ ℝ2: 𝑥1
2 + 𝑥2

2 ≤ 1, kéo theo  

({((𝑥1
2 + 𝑥2

2) − (𝑥̅1
2 + 𝑥̅2

2) +
1

2
, (𝑥1

2 + 𝑥2
2) − (𝑥̅1

2

+ 𝑥̅2
2) +

1

2
) : 𝑥1

2 + 𝑥2
2 ≤ 1}

+ ℝ+
2 ) ∩ (−intℝ+

2 ) = ∅. 

Vì vậy, 𝒙̅ ∈ WBEff(𝒳, 𝑓)Ɗ.  

Kết quả là 

WBEff(𝒳, 𝑓)Ɗ = {(𝑥̅1, 𝑥̅2) ∈ ℝ2: 𝑥̅1
2 + 𝑥̅2

2 ≤
1

2
}. 

Phần còn lại của mục này trình bày các điều kiện 

đủ cho sự tồn tại nghiệm hữu hiệu yếu Benson của 

(VOP)Ɗ ứng với Ɗ mà không sử dụng tính compact 

của tập ràng buộc và tính nửa liên tục theo nón của 

hàm mục tiêu. 

Định lý 4.2.  Giả sử tồn tại ℓ ∈ 𝒦∗ và  𝑚 ∈ ℝ 

sao cho 

(i) ℓ(𝑑) > 0, ∀𝑑 ∈ Ɗ; 

(ii) ℓ(𝑓(𝑥)) ≥ 𝑚, ∀𝑥 ∈ 𝒳. 

Khi đó, tập nghiệm WBEff(𝒳, 𝑓)Ɗ khác rỗng. 

Chứng minh. 

Vì ℓ(𝑑) > 0 nên tồn tại 𝑟 ∈ ℝ sao cho: 

ℓ(𝑑) > 𝑟 > 0. 

Do (ii) ta tìm được  𝑥̂ ∈ 𝒳 sao cho:  

ℓ(𝑓(𝑥̂)) ≤ inf
𝑥∈𝒳

ℓ(𝑓(𝑥)) + 
𝑟

2
 

                        ≤ inf
𝑥∈𝒳

ℓ(𝑓(𝑥)) +  
𝑟

2
+ ℓ(𝑑) − 𝑟 

                        ≤ inf
𝑥∈𝒳

ℓ(𝑓(𝑥)) + ℓ(𝑑) − 
𝑟

2
.  

Suy ra: 

 ℓ(𝑓(𝑥̂)) ≤ ℓ(𝑓(𝑥)) + ℓ(𝑑), ∀(𝑥, 𝑑) ∈ 𝒳 × Ɗ, 

hay 𝑥̂ ∈ 𝑆ℓ. Bằng cách lập luận tương tự như 

Định lý 4.1 ta có 𝑥̂ ∈ WBEff(𝒳, 𝑓)Ɗ nên 

WBEff(𝒳, 𝑓)Ɗ khác rỗng.           ∎ 

Các ví dụ sau đây cho thấy Định lý 4.1 và Định 

lý 4.2 không so sánh được với nhau. 

Ví dụ 4.3. Cho 𝕏 = ℝ, 𝕐 = ℝ2, 𝒳 =] − 1,3], 
Ɗ = {(𝑥, 𝑦): 𝑥 ≥ 1, 1 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥} ∪ [2, +∞[ × [0,1], 
𝒞 = ℝ+

2  và 𝑓:  ℝ → ℝ2 được xác định như sau: 

𝑓(𝑥) = {
(𝑥,

−1

𝑥 + 1
) , 𝑥 ≠ −1

     (1, 1)    ,         𝑥 = −1
. 

Ta có: 

 𝑓(𝒳) = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 : − 1 < 𝑥 ≤ 3, −∞ < 𝑦 =

−
1

𝑥+1
≤ −

1

4
}, 

Với 𝑥0 ∈ 𝒳 tùy ý, ta xét: 

𝑓(𝒳) − (𝑥0,
−1

𝑥0+1
) + ℝ+

2 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 : − 1 −

𝑥0 < 𝑥 ≤ 3 − 𝑥0, −∞ < 𝑦 = −
1

𝑥+𝑥0+1
+

1

𝑥0+1
≤

−
1

4
+

1

𝑥0+1
} + ℝ+

2 . 
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Vì −4 ≤ −1 − 𝑥0 < 0 nên tồn tại 𝑥̅ sao cho: 

−1 − 𝑥0 < 𝑥̅ < 0. 

Khi đó:  𝑦̅ = −
1

𝑥̅+𝑥0+1
+

1

𝑥0+1
< 0.  

Do đó 

(𝑥̅, 𝑦̅) ∈  cl(cone(𝑓(𝒳) − 𝑓(𝑥0) + ℝ+
2 )) ∩

(−intℝ+
2 ).  

Nghĩa là 𝑥0 ∉  WBEff(𝒳, 𝑓)𝒞 với mọi 𝑥0 ∈
𝒳, hay WBEff(𝒳, 𝑓)𝒞 = ∅. 

Mặt khác, với ℓ = (2, −1) thì các điều kiện của 

Định lý 4.2 thỏa mãn. Do đó, WBEff(𝒳, 𝑓)Ɗ khác 

rỗng. Bằng cách tính trực tiếp ta có 

0 ∈ WBEff(𝒳, 𝑓)Ɗ. 

Tuy nhiên, vì tập 𝒳 không compact nên Định lý 

4.1 không thể áp dụng được cho trường hợp này. 

Ví dụ 4.4. Cho 𝕏 = ℝ, 𝕐 = ℝ2, 𝒳 = [0, 1], 
Ɗ = {(0,0)} ∪ {(𝑥, 𝑦): 1 ≤ 𝑥 < +∞, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥} 

và 𝑓:  ℝ → ℝ2 được xác định như sau: 

𝑓(𝑥) = (𝑥, 𝑥2),   ∀𝑥 ∈ ℝ. 

Rõ ràng tập 𝒳 và hàm 𝑓 thỏa mãn các điều kiện 

(i), (ii) của Định lý 4.1 nên ta kết luận tập nghiệm 

WBEff(𝒳, 𝑓)Ɗ khác rỗng. Trong khi đó, do 0 ∈ Ɗ 

nên điều kiện (i) của Định lý 4.2 không nghiệm đúng 

và vì vậy Định lý 4.2 không thể vận dụng vào trường 

hợp này. 

5. KẾT LUẬN 

Điều kiện tồn tại nghiệm hữu hiệu yếu Benson 

của bài toán tối ưu vector thông qua tập co-radiant 

bằng phương pháp vô hướng hóa tuyến tính đã được 

nghiên cứu. Với việc áp dụng các điều kiện liên tục 

giảm nhẹ theo nón (không cần đến giả thiết lồi đặc 

có đỉnh), các điều kiện đủ cho tính giải được của bài 

toán đang xét đã được thiết lập. Với những điều 

chỉnh thích hợp, cách tiếp cận và kỹ thuật được sử 

dụng trong bài báo này có khả năng vận dụng vào 

nhiều mô hình tối ưu thông qua tập co-radiant, đặc 

biệt là cho việc nghiên cứu các dạng nghiệm xấp xỉ 

trong tối ưu hóa. 
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