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ABSTRACT

In this paper, the non-convex vector optimization problem was considered
and discussed the properties of its weakly efficient solution set. Firstly,
some concepts about generalized convexities of vector valued mappings
were provided and studied their relationships. Next, based on the Hiriart-
Urruty oriented distance function, a new nonlinear scalar function for the
underlying problem was presented and investigated its pseudo
semicontinuous property. Finally, these concepts and properties of the
Hiriart-Urruty oriented distance function were used to formulate
sufficient conditions for the existence and the connectedness of the weakly
efficient solution set of the reference problem.

TOM TAT

Trong bai bdo ndy, bdi todn toi wu Vector khong 16i dwoc xem xét va thdo
Iudn cdc tinh chdt ciia tdp nghiém hitu hiéu yéu doi véi bai todn nay. Trude
hét, mét s6 khdi niém vé tinh 16i tcfng quat cua anh xq gia tri vector duwoc
dua ra va nghién ciru cac moi quan hé cia ching. Tiép d6, diea trén ham
khoang cach dinh huong theo nghia Hiriart-Urruty, mot ham vo huéng
phi tuyén méi cho bai todn dang xét dwoc gidi thiéu va nghién ciru tinh
gid nira lién tuc ciia né. Cudi cing, cac khdi niém va tinh chat cia ham
khodang cdach dinh heéng Hiriart-Urruty dwoc sir dung dé thiét lap cac
diéu kién du cho sy ton tai va tinh lién thong cua tap nghiém hiru hiéu yéu
cua bai toan trén.

1. GIOI THIEU

2015). Mot trong nhimg tinh chat mong muébn dat

Trong t6i uu hoa, viéc nghién ctru céc tinh chét
topd ctia tap nghiém nhu tinh khic rdng, tinh
compact, tinh 16i,... 12 chu dé duoc rat nhiéu ngudi
quan tdm va c6 y nghia quan trong trong viéc xem
xét cac md hinh t6i wu hai muc, tire 1a bai toan tbi
wu voi rang budc 1a tap nghiém ciia mot bai toan tdi
uu khac (Bialas & Karwan, 1982; Farajzadeh,

dugc d6 1a tinh 10i cua tap nghiém vi khi d6 bai toan
t51 uu hai mirc c6 thé nghién ctru dugc dya trén cac
két qua cua tdi wu 1. Tuy nhién, d6i voi bai toan tbi
wu vector diéu kién 16i cua tap nghiém la kha chat
va trong nhiéu truong hop thi tinh chat nay khé dat
duoc, chinh vi vdy ma viéc nghién ctru tinh chét
nghiém ciia mé hinh t6i wu vector khéng sir dung
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diéu kién 16i 1a chu d& dugc rat nhiéu nha ton hoc
quan tim trong nhitng nim gan day (Ruiz-Canales
& Rufian-Lizana, 1995; Flores-Bazan, 2004).
Chinh vi vdy, tinh chét lién thong cta tap nghiém,
mot dang giam nhe cua tinh 11, duoc nhiéu nguoi
quan tam, nghién ctu trong thoi gian gan day (Han
et al., 2019). N6i mot cach tong quat, diéu kién lién
thong cua tap nghiém dam bao cho viéc di chuyén
lién tyc tr mot nghiém hitu hiéu nay sang mot
nghiém hitu hiéu khac va do d6 trong nhiéu trudng
hop tinh chat nay c6 thé sir dung thay cho tinh 16i
dac biét la trong thuat giai. Vi vai tro quan trong cua
chu d& nay nén né da dugc nghién ctu rong ri cho
nhiéu 16p bai toan trong t6i wu hoa, ching han nhu
bai toan can bang vector (Han & Huang, 2018; Xu
& Zhang, 2018), bai toan bat dang thuc bién phan
vector (Cheng, 2001; Huong et al., 2017), bai toan
tdi wu vector (Gong, 1994; Sun, 1996; Han &
Huang, 2018; Han et al., 2019; Anh et al., 2022).
Dbi vai 16p bai toan tdi wu vector (VOP), ta c6
thé liét ké mot cach khong day du cac cong trinh tiéu
biéu khao sat vé& chu dé nay. Mot trong nhiing tac
gia dwoc ghi nhan co6 cong trinh dau tién vé chi dé
nay ddi véi bai toan t6i wu 1a Gong (1994). Tac gia
da str dung cac gia thiét lién quan dén tinh lién tuc
va tinh 16i dé nghién ctru tinh lién thong cua tap
khong trdi va tap nghiém hitu hiéu cho cac bai toan
t6i wu da muyc tiéu. Sau dé, bang cach giam nhe gia
thiét 16i thanh tinh tua 15 chat caa ham muc tiéu,
Sun (1996) da thiét lap cac diéu kién da cho tinh lién
thong cuia tdp nghiém hiru hiéu bai toan dang xét.
Céc két qua nay sau do da duoc téng quat va mo
rong cho I6p bai toan t6i wu vector trong khong gian
dinh chuan tong quat boi Han and Huang (2018) va
Han et al. (2019). Mét trong nhiing gia thiét ct 15i
clia cac cong trinh vira duoc dé cap dén chinh 1a diéu
kién 15i cua tap rang budc. Theo nghia nao do, gia
thiét nay c6 vé nang hon két qua thu dugc cua tap
nghiém, hon nita khi xem xét tinh chét nghiém cua
bai toan tdi wu hai muc gia thiét nay dan dén diéu
kién 15i cua tap nghiém bai toan tbi wu rang budc
(bai toan t&i wu mure dudi). Do d6, mot s cong trinh
gan day da dé xuat cac khai niém 15i suy rong dua
trén cac tap lién thong va dung ching dé thiét lap
diéu kién lién théng ctia tap nghiém cho 16p cac mo
hinh t6i wu khong 16i (Anh et al., 2022). Myc dich
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chinh cta bai toan nay 1a sir dung cac diéu kién I5i
giam nhe cua tinh 16i dé nghién ciru tinh chat lién
thong cho bai toan toi wu vector khong 15i trong
khong gian dinh chuan téng quat.

Dong gop chinh cia bai bao nay 1a gidi thiéu cac
tinh chit quan trong ciia ham khoang cach dinh
huéng Hiriart-Urruty va dé xuét cac diéu kién lién
thong cua tap nghiém bai toan t6i wu vector ma
khong st dung dén cac gia thiét lién quan dén tinh
don diéu, tinh 16i ciia ham muc tiéu va tap rang bugc.

2. KIEN THUC CHUAN BI

Trong sudt bai bao, ngoai trir mot sé truong hop
dic biét. Cho X, Y 1a hai khong gian dinh chuan va
C 1a mot nén 161, dong, c6 dinh va dic trong Y. Voi
mdi y,,y, € Y, ta dinh nghia mdi quan hé sau:

Y1 <¢Y: Y1 €y, —C.

Trudc hét, mot s6 khai niém can thiét dugc nhéc
lai cho céac két luan cua bai bao nay.

Cho mot twong Gtng F: X 3 Y duoc goi 1a mét
anh xa da tri hay anh xa gié tri tap néu voi mdi x €
X dugc cho twong tng véi mot tap con duy nhat
F(x) trong Y.

Pinh nghia 2.1. (Gopfert et al., 2003) Mot anh
xadatri F: X 3 Y dugc goi la

(@) nua lién tuc trén (usc) tai x, € X néu véi moi
lan can VclaF(x,) thi ton tai lan cén
U cha xy sao cho F(U) c V;

(b) nita lién tuc dudi (Isc) tai x, € X néu véi moi
tdp con mG V trong Y vé6i F(xy) NV #= @ thi
tdn tai 1an can U cua X, sao cho

Fx)NV #0Q,vx €U;

() lién tuc tai x, € X néu nd vira 14 usc vira 1a Isc
tai x,.

Nhén xét 2.1. Dya vao Pinh nghia 2.1, ta dé
dang suy ra cac ménh d¢ sau day:

(@) Néu 4nh xa F khong ntra lién tuc trén tai x, €
X thi khi d6 ton tai 1an can V, cua F(x,) sa0
cho véi mbi 1an can U, cia x,, ching ta c6 thé
tim thay x,, € U, thoa man F(x,,) N (Y\V,) #
@, hay mot cach twong duong 1a ton tai day {x,,}
hoi tu v& x, sao cho véi mi n ta ludn tim duoc
ane F(xn)\vo-

(b) Neéu anh xa F khong nura lién tuc dudi tai x, €
X thi khi d6 ton tai tap con mo V, cia Y Véi
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F(x,) NV, # @ sao cho voi mdi lan can U,
clia x,, ton tai x,, € U,, théamén F(x,) NV, =
@, twong duong 1a khi do ton tai z, thuoc F (x,)
va day {x,,} hoi tu vé& x, sao cho vai bat ky day
{z,} V6i z, € F(x,) khong thé hoi tu vé z,.

DPinh nghia 2.2. (Luc, 1989) Mot anh xa gia tri
vector f: X - Y duoc goi la
(@) C-nika lién tuc duéi (C-1sC) tai x, € X néu véi
moi l4n can V cua f(x,) thi déu ton tai lan can
U cua x, sao cho
fx)eV+cC,vx e,
(b) C-nika lién tuc trén (C-usc) tai x, € X Kkhi
—f 1a C-Isc tai xy;
(c) C-lién tuc tai x, € X khi n6 vira la C-usc vira la
C-Isc tai x,.

Nhan xét 2.2 Khi Y=R va ¢c=R, thi
C-ntra lién tuc dudi tré thanh nta lién tuc dudi
thong thuong. Cu thé hon, mot ham f duoc goi la
nira lién tuc dudi tai x, € X khi véi moi sé thuc y <
f(x,), déu ton tai 1an can U cua x, sao cho y <
f(x) v6i moi x € U, hay noi cach khac, vai moi € >
0 thi ta luon tim dugc lan can U cuax, sao cho
f(xg) —e < f(x) véimoix € U (Bourbaki 1987;
Anh et al., 2019).

Mot anh xa théa man mot didu kién cho trudc
nao d6 trén mot tap con X néu nhu diéu kién dé
duogc nghiém dung véi moi diém cia X

Khai ni¢ém cua tinh gia lién tuc cho cac anh xa
gid trj vector xudt phat tr Morgan and Scalzo
(2004). Cho f:X->Y va k€Y, ta xé
k-tap mrc dudi dugce ky hiu la

leva, f = {x € X| f(x) <c k}.

DPinh nghia 2.3. M6t anh xa gia tri vector f duoc
goi la

(@) C-gia nura lién tyc dudi trong X khi levg, f
dong vai moi k € f(X);

(b) C-gia ntra lién tuc trén trong X khi —f 1a C-gia
nura lién tuc dudi trong X;

(c) C-gia nura lién tuc trong X khi no vira 1a C-gia
nura lién tuc dudi vira 1a C-gia nua lién tuc trén
trong X.

Bé dé 2.1. Néu anh xa gia tri vector f la

C-ntra lién tyc dudi tai x, € X thi nd ciing la

C-gia nira lién tuc dudi tai x,,.
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Chizng minh

T Pinh nghia 2.3, ta suy ra rang f la
C-gia nira lién tuc dudi tai x, € X khi va chi khi tap
levg fxo) f la dong. ‘That vay, voi {x,} < levg feo) f
hoi tu vé x, gia sirrang x & 1ev<f(xO)f, tuong duong
f(x) €V :=Y\(f(xy) — €). Vi tinh mé cua tap V
va tinh C-ntra lién tuc dudi cua f tai x, nén ton tai
ny € N sao cho

f(x,) EV +C,Vn = n,.

Do d6, véi mdin = ng, tontai v, € Vvac, € C

théa man
f) = vy +cp. (2.1

Mat khac, x,, € levgﬂxo)f nén f(x,) € f(xy) —

C, va vi thé ton tai c, € C sao cho
fO) = f(xo) — .
Diéu nay cing véi (2.1) suy ra
Uy = f(x0) —cn—cn € fx0) — C,

voly viv, €V = Y\(f(xy) — C). ]

Vi du sau ddy minh hoa cho chiéu nguoc lai cua
phat biéu trén n6i chung 1a khong ding.

Vidu2l. ChoX=Y=R,C =R, sign:R =
R duogc dinh nghia boi

1, khix >0,
sign(x) =40, khix =0,
—1,khix <0.

Khi d6, ham sign vira 1a C-gia ntra lién tuc dudi,
vira 1a C-gia ntra lién tuc trén tai x, = 0, nhung n6
khong 1a C-ntra lién tuc dudi cling khong 1a C-nura
lién tuc trén tai x,.

3. CAC DANG TONG QUAT CUA ANH

XA LIEN THONG

Céc loai 4nh xa lién thong tong quat c6 gia tri
vector dugc xem xét. Mot s6 khai niém c6 dién lién
quan dén tinh lién thong nhu sau:

Pinh nghia 3.1. Cho X 1a mét tap con khac rdng

cua X.

(@) Véi mdi cap diém x;,x;, €X, tap Dy, ,, =
{(1 = Dx; + Ax,: 2 € [0,1]} duwoc goi la mét
dogn thang nbi hai diém x; va x,. Khi d6, X
duoc goi 12 16i néu D, ., X véi moixy, x, €
X (Rockafellar, 1970).

(b) V6i hai diém cho trudc xy,x, €X,
Oy, x,+ [0,1] = X 1a mot anh xa lién tuc c6 gia

tri vector thoda man O, ,,(0) =x; va
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Oy, x, (1) = x,. Khi d6, Oy, ., dugc goi la mgt
cung trong X véi diém dau va diém cubi 1a x,
va x,. Tap X duoc goi 1a lién théng cung néu
Vi hai diém xy, x, trong X, cé motcung Oy, ,
trong X (Avriel & Zang, 1980).

(c) Mot tap con X khac rong cua X duoc goi la tdch
duwot néu c6 hai tap con mo U, V cua X sao cho
XNU#0, XNV+PUNV=0 va X C
UUYV. Tap X duoc goi 1a lién théng néu nd
khong tach dugc (Warburton, 1983).

Nhan xét 3.1. Cac ménh dé dudi day dé dang
duoc suy ra tir dinh nghia.

(i) Moi tap 15i déu la tap lién thong cung.

(i) Moi tap lién thong cung déu 1a tap lién thong.

Céch tiép can thong nhat cho cac khai niém lién
quan dén tinh 101 va tinh lién thong cua mot anh xa
c6 gia tri vector dugc de xuat sau day.

Pinh nghia 3.2. Cho X 1a mot tap con khac rdng
cua X. Mot anh xa c6 gia tri vector f: X = Y duoc
goi la
(@) C-l6i theo doan trong X néu véi mdi x;,x, €

X, mot doan D, ,, dugc chia trong X va véi
moi A € [0,1],

f (Days ) S (L= DF () +Af () (Luc,

1989):

(b) €¢-lsi theo cung trong X néu véi moi x4, x, €
X, ton tai mot cung Oy, x, trong X sao cho véi
moi A € [0,1],

£ (Oxpe ) <6 (1= DF () + £ (x5)
(Avriel & Zang, 1980);

(c) C-16i theo nghia lién théng trong X néu véi moi
X1,%; € X, tOn tai mot tap lién thong S, .,
trong X chta hai phan ti x;,x, sao cho
My, x, = Uiefo,1] Sx, 1, (4) 12 lién thong, trong
do

Sy, (A) = {x €8, If () <¢ (1 = Df (x)
+Af (x2)}-
Tu dinh nghia trén, ta suy ra moi ham

C-1oi theo cung déu la C-10i theo nghia lién thong.

Néu f 1a C-16i theo cung trong mot so tap con X cua

X thi v6i moi diém x,,x, € X ton tai mot cung

Oy, x, trong X sao cho véi moi A € [0,1],

£ (Oxp, ) =6 (1= DF (1) + Af ().
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Dt Sy, x, = Ox,x, ([0,1]), ta c6

1,X2

Mxl,xz = U {x e le,lef(x)
A€[0,1]

<e¢ A =Df(x1) + Af (x2)} € Ox, 1, ([0,1D).

Ngoai ra, voi mdi A € [0,1], vector O, ,, () 1a
mot phan tr cia My ., nén tap My ., =
Oz, ([0,1]) 14 lién thong. Vi vay, f la C-16i theo
nghia lién thong trong X.

Theo Tanaka (1994), su téng quat hoa cua cac khai
niém dugc xem xét trinh bay trong Pinh nghia 3.3

nhu sau:

Pinh nghia 3.3. Cho X 1a mot tip con khac rdng
cua X. Mdt anh xa cé gia tri vector f: X — Y duogc
goi la
(@) C-twa l6i tw nhién theo doan trong X néu véi

mdi cdp diém x,,x, € X thi D, ,, duoc chia
trong X va véi moi sb thuc A € [0,1], ton tai
u € [0,1] thoa méan

f (Day, ) e (1= 1)f (1) + uf (x,)
(Tanaka, 1994);

(b) C-twa 16i tir nhién theo cung trong X néu Véi
mdi cip diém x;,x, € X, ton tai mot cung
Oz, trong X sao cho véi moi s6 thuc A €
[0,1], ton tai p € [0,1] thoa mén

F (Oxyr, ) <6 (1= Wf (ry) + 1f (x2)
(Avriel & Zang, 1980);

(c) C-twa l6i tu nhién theo nghia lién thong trong
X néu véi moi x4, x, € X, ton tai mot tap lién
thong S, ., © X chira xq, x, sao cho véi moi
X € Sy, x, VA v6i Moi 6 thuc A € [0,1], ton tai
u € [0,1] thod méin

fO) <e¢ (1= wf (x1) + uf ().
~Nhén xét 3.2. Tir dinh nghia, ta c6 thé dé dang
kiém chiing truc tiép cac ket qua sau day:

(i) Moi anh xa C-16i theo doan (twong ung C-tua
15i tu nhién theo doan) 1a C-15i theo cung (twong
g C-tya 15i tw nhién theo cung).

(i) Moi anh xa C-15i theo cung (twong tng C-tua
16i tw nhién theo cung) 1a C-15i theo nghia lién
thong (tuong Gng C-tya 15i tu nhién theo nghia
lién thong).
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Vidu31.ChoX=Y=RX=R,C=R, va
f:R—> R dugc xac dinh boi f(x) = /x. R& rang,
f khong 1a R,-16i theo doan trong R. Bay gio, ta
chung to rang f 1a R,-10i theo cung trong R. Lay
X1, X5 ty ¥ va véi moi A € [0,1], ta duoc:

3
Or @ = (1 = DYo; — A ) -
Vay O, x, lamét cung trong R . Hon nita, ta c6:

f(Ory, @) = A= DY; + 2 Y,
= (1 =D f (x1) + Af (x2),
nén f 1a mot R,-16i theo cung trong R.
Vidu 32 Cho X=R%Y=R X =R2C=
R, va f:R? > R duoc xac dinh béi f(z) = \/xy
v6i moi z = (x,y) € RZ . Tachiraring f 1a R,-

tuya 10i ty nhién theo cung nhung n6 khong R, -16i
theo doan.

* f 1a R, -tya 15i tu nhién theo cung trong R2:
Vé’l m6| zZ = (xl, yl) va Zy = (xz,yz) thuﬁC RZ, ta
xét anh xa 0, ,.:[0,1] — R? xéc dinh boi

(1-21)z,néu0 <1 <0.5,
021,22 (/1) = £
(21 —1)z,,néu05< A < 1.
Khi d6, 0,, ,, 1a mot cung trong R?. Tiép theo,
voi mdi A € [0,1], ta chon u € [0,1] sao cho
£ (0rry®) < (A= Wf (22) + pf (22). (B.D)
Xét 2 truong hop.
Truwong hop 1. Néu A € [0,0.5], thi
£ (022, (D) = (1 = 22)f1y;

< vV xlyl = f(Zl)!
va vi vay (3.1) ding khi u = 0.
Truong hop 2. Néu 1 € (0.5,1], thi
£ (0n0, @) = @2~ D23

< JX2Y2 = f(z2),
va dan dén két qua (3.1) dung khi u = 1.

* f khong 14 R, -tya 16i ty nhién theo doan trong
R2: Vé6iz, = (3,7),z, = (7,3) va 1 = 0.8, khi d6
véi moi u € [0,1],

£(0,.82z, + 0.82,) = f(8,8) =8 ¢ V21 — R,
=1 -wf(z) +uf(z;) — R,

Do @9, f khong la R, -tya 15i tu nhién theo doan
trong RZ.
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Vi du 3.3. Cho X = RLY=R X =R? C =
R,. Ta xét mot tap con V cia R? dugc xac dinh
boi bieu thac V = V; UV, trong d6

V,={z=(x*)€ER*-1<x<0}
vaV, ={z = (x,y) € R%:x > 0,y = sin(1/x)}.
Khi do6, V 1a lién thong nhung khong lién thong theo
cung. Ta x4c dinh mot ham f: R? — R duoc cho
boi

0, khi z€eV,
f(z)‘{L khi z ¢ V.
D& dang kiém tra duoc f 1a R, -16i theo nghia lién
thong trong R?, n6 khong 1a R,-twa 15i ty nhién theo
cung trong R2.
4. HAM KHOANG CACH PINH HUONG

Pinh nghia 4.1. (Hiriart-Urruty, 1979) Ham
khodng cach dinh huéng Hiriart-Urruty Ae: Y - R
duoc dinh nghia la

Ac(y) =d(y,C) —d(y,Y\C)
_ { d(y,bdC),khiy €& C,
~ |=d(y,bdC),khiy € C,

trong d6 bdC 1a bién cua C.

B6 dé& 4.1. (Jiménez et al,
Cho y, y;va y, thude Y. Khi do6,

(@) A la lién tuc va I6i;

(b)  Ae(y) < 0 khi va chi khi y € intC;

(c) Ae(y) = 0 khiva chikhiy € bdC;

(d) AcOr+y2) <A (i) +Ac(r2);
() y1<¢yzsuyrad_c(y) <A ()
() 1 Sine Y2 suyrad_e(y,) <A_e(y2).

Dua vao ham khoang cach dinh hudng Hiriart-
Urruty, mot ham v6 hudng hoa phi tuyén mai dugc
gidi thi¢u va thao luan cac tinh chat ctia no.

2020)

Vi mot ham vector f: X — Y, ta xét mot ham
@: X X X - R dugc cho bai

ox,z) = A_C(f(z) — f(x)),v x,z€eX (41)

Tiép theo, cac tinh chat quan trong cua ¢ duoc
nghién cau.

Bo dé 4.2 Cho W 1a khéng gian dinh chuan va
mot anh xa h: W — Y 1a C-nura lién tyc trén (twong
tng, C-ntra lién tuc dudi) tai x, € W. Khi do, &: =
A_¢ o h 1a nua lién tuc trén (twong ng, ntra lién tuc
dudi) tai x, € W. Tir do, ta két luan & 1 lién tyc tai
xo € W néu h 12 C- lién tuc tai x, € W.
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Chung minh

Do A_¢ 12 ham lién tuc nén v6i moi £ > 0 ton tai

U 1a 1an can cua h(x,) sao cho
A_o(m) < A_C(h(xo)) +eVmeU.
Vi h 1a C-usc va U 1a 1an can cua h(x,) nén ton
tai 1an can V caa x, sao cho
h(x) eU—-C,Vx EV.
Khi do6, ton tai m, € U sao cho
h(x) € my —C.
Ap dung B6 dé 4.1 (e), ta duoc
A_c(h(xp)) < A_e(my).
Ta két luan rang
A_c(h(x)) < A_@(h(xo)) +¢&Vx eV,

Nén é(x) < &(xg) + &

Do d6, & 1a usc tai x,. Bang cach chirmg minh
tuong tu, ta két luan dugc rang € 1a Isc tai x,. Ta suy
ra ¢ 1a lién tuc tai x,.m

B dé 4.3. Cho f: X — Y 1a mot anh xa c6 gia tri
vector va X 1a mot tap khac réng cua X. Khi dé, ¢
l1a
(@) nua lién tuc dudi theo bién thir nhdt va nira lién

tuc trén theo bién thit hai trong X néu f la C-
Nwza lién tuc trén trong X;

(b) nita lién tuc trén theo bién thir nhdt va nira lién
tuc durdi theo bién thiz hai trong X néu f la C-
Nita lién tuc dudi trong X;

() lién tuc trong X X X néu f la C-lién tuc trong
X.

Chting minh

Cho %,z € X. Ta xét ham c6 gia tri vector
Uz, Vg X = Y thoa man

uz(x) = f(2) = f(x),vx(2) = f(2) - f(),

véimoi z,x € X. Vi f 1a C-ntra lién tuc trén, u;
1a C-nura lién tyc dudi va vg(z) 1a C-nua lién tuc
trén. Ap dung B0 de 4.2, ta két luan dugc (a) va (b).

Ta xét cac ham cé gia tri vector h, hy, h,: X X
X — Y théa man

h(x,z) = hy(x,z) + h,(x, 2),

trong do, hi(x,z) = f(2),h,(x,2) =
—f(x).Khi d6, cac anh xa h, hy va h, 1a C-lién tuc
trén X X X, 4p dung B6 dé 4.2 véi W = X x X, ta
két luan duoc (). m
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Str dung céc ki thudt twong tu trong B6 dé 4.2 va
B d& 4.3 ta thu dwoc két qua sau:

Bédé4.4.Chof:X—>Yla mot anh xa c6 gia tri
vector va X 1a mot tdp con khac rong cua X. Khi do,
@ la
(@) gid nira lién tuc dwdi theo bién thiz nhdt va gia
Nira lién tuc trén theo bién thir hai trong X néu
f la C-gid nita lién tuc trén trong X;

(b) gid nira lién tuc trén theo bién thir nhdt va gia
Nira lién tuc duwdi theo bién thi hai trong X néu
f la C-gid nuta lién tuc dudi trong X;

(¢c) gid lién tuc trong X X X khi f la C-gia lién tuc
trong X.

B dé 4.5. Cho X 1a tap con khac rdng cua X va
f:X = Y la mot anh xa ¢ gia tri vector. Khi do,
(@) néu f la C-l6i theo doan trong X thi ¢ la R, -

16i theo doan theo bién thiz hai trong X;
(b) néu f la ¢-lsi theo cung trong X thi ¢ la R,-
l6i theo cung theo bién thi hai trong X;
(c) néu f la C-16i theo nghia lién thong trong X thi
@ la R,-16i theo nghia lién théng theo bién thir
hai trong X.
Chung minh

Vi su twong tu trong ky thuat ching minh nén ta
chi chitng minh khang dinh (a). Ta c6, f 1a C-16i
theo doan nén v6i moi z;,z, € X, thiD, , < X va
véi moi A € [0,1],

f (Do, @) <e (1= Df (z1) + Af (22).
Khi do,
f (Daprs ) = F) <e (1 = D(F(z1) = f(2))
+A(f(2) - F().
Ap dung Bb dé 4.1 (e) va (a), ta dugc
¢ (%.Ds,5,@) < b (1= D(F(z0) - £())
+A(f(z) - f()))
¢ (1,025, < (1= DA (f(21) - £())
+28_¢ (f(z,) - £())
¢ (%D, D) < A= Do, 2,) + A9 (x, 25).

Vay ¢ 1a R,-16i theo doan theo bién thu hai
trongX. =
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5. SU LIEN THONG CUA TAP NGHIEM
HUU HIEU YEU CUA BAI TOAN TOI
UU VECTOR KHONG LOI

Cho X, Y va € nhu & Muc 2, X 1a tap con khac
rong cua X va f:X =Y la mdt anh xa co gia tri
vector. Chung ta quan tdm dén bai toan toi wu vector

(VOP) min,eyf(x).
Pinh nghia 5.1. Mot phan tir x, € X dugc goi

1a mot nghiém hitu hiéu yéu cua bai toan (VOP),
nghia 1a x, € WESf(X, f) néu

f(2) finte f(x0),VZ € X.
Vi du 5.1. Cho X=RY=R%C=R2X =
[-1;1] va f(x) = (x, x*).
Néu x 1a nghiém ciia bai toan WEFF(X, f) thi voi
moi z € [—1,1] ta co:
f(2) & f(x) — intR%
S f(2) — f(x) ¢ —intR2
o z—x>0hodcz*—x*>0.
Tir d6 ta suy ra WEff(X, ) = {—1; 0}.

Pinh ly 5.1. Cho X 1a mot tap con compact ciaa
X. Gia str rang f 1a C-ntra lién tuc dudi trong X.
Khi d6, WEFf(X, f) 1a tap khac rong.

Chang minh

Vi mdi m € X. Ta dat

W(m) ={Ze X|Vx € X,o(m,x) = p(m,2)}.

Vi f 1a C-Isc trong X, tir B6 dé 4.3 (b) ta dugc ¢

nura lién tuc dudi theo bién tha hai trong X. Vi vay,

ham ¢ dat gia tri nho nhét trén tap con compact X,
hay W (m) la tap khac rong véi moi m € X.

Liy mot diém Z € W(m), ta co
e(m,x) = p(m,2),vx € X. (5.1)
Néu z ¢ WEFf(X, f) thi ta tim duoc £ € X sao
cho f(X) <inte f(2). T d6 suy ra,
f®) = f(m) € f(2) — f(m) — intC.

Ap dung B6 @& 4.1 (f), ta dugc @(m, %) <

@(m, 7). Didundy mau thudnvei (5.)nén  Z €
WEFF(X, f). Vi vay, WEFf(X, ) 1a tap khac rdng.
|

Vidu52.Cho X =R Y = R? X = [-1;1] va
C = R2. Ham vector thyc f: R — R? duoc dinh
nghia la
f(x) = ((=x)%—x),Vx ER.
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Khi d6, f 1a ham lién tuc va X' 1a t4p compact.
Tu Pinh 1y 5.1, ta két luan rang WEFf(X, ) 1a tap
khac rong.

Dé nghién ciru tinh lién thong cuia cac tap, chung
ta st dung tinh chat quan trong sau.

B dé 5.1. (Khan et al., 2016) Gia st rang X 1a
mot tap con lién thong cia X va mot anh xa da tri
W:X 3 Y la ntra lién tuc trén véi gia tri lién thong
trong X. Khi d6, W (X) 1a tap lién thong.

Tiép theo, cac diéu kién di cho tinh lién thong
cua tap nghiém WESf(X, f) dugc xdy dung thong
qua ham v6 huéng phi tuyén.

Pinh ly 5.2. Cho X 1a mot tap con lién thong va
compact cua X. Gia str rang
(i) f laC-lién tuc trong X;

(i) f la C-twa 16i ti nhién theo nghia lién thong
trong X.

Khi d6, WEFF(X, f) 1a tap khac rong va lién
thong.

Chizng minh

Vi mdi m € X. Ta dat

Wim)={Ze X|Vx € X, o(m,x) = o(n,z)}.
~ Bugc 1. Chung minh W (m) 1a tap lién thong Véi
batkim € X.
Véi mdi m € X, lay hai diém bat ki z,,z, trong
W(m), ta dugc @(m,z,) = @(m,z,) va véi moi
x€X,
(p(ml Zl') < (p(mﬁ x)’ Vi € {1I2} (52)

Vi tinh C-tya 16i ty nhién theo nghia lién thong
cua f nén ton tai mot tap lién thong S, ,, < X chua
hai diém z,, z, théa man voi mdi z* € S, ,, thi ton
tai u € [0,1] sao cho

f@) <e A= wf(z1) + uf (z2).
T d6, ta suy ra
fz) = fm) <e 1= wIlf(z) — fF(m)] +
ulf (z2) — f(m)].

Diéu nay két hop véi B6 @& 4.1 (e) va (a), ta

duoc:
o(m,z*) < A_e((1 = wIf (z,) — f(m)]
+ulf(z) - f(m)])
< A -wh(f(z) - f() +
uh_e(f (z) — f(m))
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< (1 - ﬂ)‘P(m' Zl) + ll(P(m' ZZ)'

Diéu nay két hop vai (5.2), ta suy ra rang véi moi
XEXVvaz €S, ,

p(m,z") < p(m, z,) < @(m,x).
Do do, 8, ,, © W(m) nén W (m) la lién thong.
Buéc 2. Chirng minh

WEFFCX, ) = U wm).  (53)
mex

Tu chfrnq minh ctia Dinh 1y 5.1 ta ¢6 WEff(X, f)
1a tap khéc rong va

WEFF(X, ) o U W (m).
mex
Nguoc lai, ldy mot diém bat ky Z € WEFf(X, f), ta
¢6 f(x) — f(2) & —intC véimoix € X. Ap dung
B6 d& 4.1 (b), ta duoc:
0(z,x) 20 =9(z2).

Do d6, Z € W(Z) € Upex W(m). Vay ta két luan
biéu thuc (5.3) 1a ding.

Bwoc 3. Chiing minh ham da tri W: X 3 X 1a nua
lién tuc trén trong X .

Gia str nguoc lai rang ton tai £ trong X sao cho
W khong la usc tai X. Khi do, ta tim dugc mét lan
can U cua W (%) va mot diy {£,,} hoi tu vé £ sao cho
voi mdin co 2, € W(,)\U. Do X 1a tap compact
nén ta c6 thé gia sir day {2,,} hoi tu vé vector 2 trong
X.Néuz ¢ W (%), thico Z € X sao cho

»(,2) < 9(%,2). (5.4)

Viz, e W(&,), taco

P(%n, 2) = (%, Zy).

Diéu nay két hop véi tinh C- lién tuc ctia ham f

va Bo dé 4.3 ta duoc
¢(2,2) = ¢(%,2),

Diéu nay mau thudn vei (5.4). Vay Z nam trong
W (&), diéu nay vé 1y vi 2, € U véi moi n, nén W
la usc trong X.

Buwérc 4. Tu cac Bude 1, 2, 3 va X 1a mot tap con
lién thong, ta 4p dung B6 d€ 5.1 cho anh xa co6 gia
tri vector W. Ta két luan rang WEff(XC, f) 1a tap lién
thong. [

Nhan xét 5.1. Két qua cia Pinh 1y 5.2 ¢6 nhiéu
su cai tién hiéu qua so voi Hé qua 4.11 trong Han va
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Huang (2018). Thét vay, Dinh ly da st dung tap rang
budc 1a tdp khong 16i va lién thong; f 1a C-tya I6i ty
nhién theo nghia lién thong. Trong khi do, Han va
Huang (2018) da dung tap rang budc 1a tap 16i va f
1a C-16i theo doan.

Vi du 53. Cho X=R%Y=R?X=
{(x1, %) ERx? <x, <05x%+2}, C=Riva
f:R? - R? dugc dinh nghia bési

fG) = (Cerx2)?, lIxlD, v = (ey, x2).

Khi d6, X 1a tap compact nhung khong 16i, f 1a
C-lién tuc trén X. Theo Pinh 1y 5.2, ta can kiém tra
tinh chat C-twa I5i ty nhién theo nghia lién thong cua
ham f. Voi mdi % = (%,,%,) va ¥ = (¥, X,) trong
X, ta xét tap lién thong

Sz = Dizy U Dy 5 VO g = (0,0).

Tiép theo, véi mdi x € S;, ta chon i € [0,1] sao
cho

f@) <e A=-wf® +uf®. (5.5
Xét hai truong hop.

Truong hop 1. Néu x € Dy, khi do ton tai a €
[0,1] sao cho x = a%. Suy ra,

@) = (@®213,)% allzl) <¢ f®).
Diéu nay dan dén (5.5) ding khi u = 0.
Truong hop 2. Néu x € D, khi d6 ton tai p €
[0,1] sao cho x = B%. Suy ra,
f&) = (B*5:5)% BlIEID <¢ f ().
Diéu nay dan dén (5.5) ding khi p = 1.

_ Ap dung Pinh 1y 5.2, ta ¢ tap WEFF(X, f) khac
rong va lién thong.

6. KET LUAN

Trong bai bao nay, tinh lién thong cho tap
nghiém hitu hiéu yéu cua bai toan tdi wu vector
khong 16i di dwoc nghién ciru thong qua cac dac
trung cua ham v6 hudéng hoa phi tuyén dang Hiriart-
Urruty. Cach tiép can va cac két qua dat dwoc 1a moi
va khac vai cac két qua da co. Hon nira, voi nhiing
diéu chinh thich hop, phuong phap v6 huéng hoa
nay ciing c6 thé ding dé xem xét tinh lién thong cua
cac tap nghiém hiru hi¢u khéc trong tbi wu voi diéu
kién khong 15i.

LOI CAM TA
Bai bao duoc tai trg boi dé tai nghién ctu coa
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