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3Bộ môn Toán, Khoa Cơ bản, Trường Đại học Tây Đô 
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ABSTRACT 

In this paper, we study characterizations of minimal solutions to multi-

objective optimization problems under with data containing the 

uncertainties defined in a given set. Firstly, we recall preliminaries of 

topological vector space ordered by a cone along with concepts related 

to the closedness, boundedness and properness properties of sets. Then, 

we consider properties of the nonlinear scalar function Gerstewitz in the 

topological vector space ordered by a solid cone and its generalizations. 

Finally, we introduce a concept of minimal solutions to the considered 

problems, and then based on properties of the generalization nonlinear 

scalar function, we establish characterizations of the minimal solutions. 

Besides, we give many examples to illustrate general concepts and 

properties to make the article easier to read. 

TÓM TẮT 

Trong bài báo này, chúng tôi nghiên cứu các đặc trưng của nghiệm tối 

tiểu đối với bài toán tối ưu đa mục tiêu với dữ liệu có chứa các yếu tố 

không chắc chắn được xác định trong một tập cho trước. Cụ thể, trước 

tiên, chúng tôi nhắc lại các kiến thức cơ bản của không gian vector topo 

được sắp thứ tự bởi nón như tính đóng, tính bị chặn và tính chính thường 

của các tập. Sau đó, chúng tôi xem xét các tính chất của hàm vô hướng 

hóa phi tuyến dạng Gerstewitz trong không gian vector topo được sắp thứ 

tự theo nón và các dạng mở rộng của nó. Cuối cùng, chúng tôi giới thiệu 

khái niệm điểm tối tiểu của bài toán đang xét và dựa vào các tính chất của 

hàm vô hướng phi tuyến suy rộng vừa đề xuất để thiết lập các đặc trưng 

của nghiệm. Bên cạnh đó, chúng tôi đưa ra các ví dụ để minh họa cho các 

khái niệm và tính chất tổng quát nhằm giúp cho bài viết dễ đọc hơn.  

 

1. GIỚI THIỆU  

Từ những năm 50 của thế kỷ trước, tối ưu hóa đã 

cho thấy được vai trò trong việc nghiên cứu nhiều 

vấn đề thực tế thuộc các lĩnh vực khác nhau, như vật 

lý, hóa học, sinh học, y học, kinh tế, kỹ thuật,… Một 

trong những khó khăn lớn nhất khi xem xét các tình 

huống trong thực tế của cuộc sống là các dữ liệu của 

bài toán thông thường sẽ không thể tránh khỏi việc 

chứa đựng những yếu tố không chắc chắn. Tính 

không chắc chắn của dữ liệu của các bài toán vừa 

nêu dường như là sự tất yếu, do dữ liệu của những 

bài toán này có thể là ngẫu nhiên hoặc do sai số, nó 

cũng có thể đến từ sai lầm của phép đo hoặc thiếu 
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các tham số để đo lường, và đôi khi, tính không chắn 

chắn còn đến từ khả năng vật lý không thể hoàn 

thành chính xác các nhiệm vụ được yêu cầu trong 

bối cảnh thực tế của cuộc sống. Chính vì vậy, lớp 

các bài toán này ngày càng được nhiều nhà toán học 

quan tâm nghiên cứu, song hành với việc các chuyên 

gia mô hình hóa nghiên cứu phát triển các phương 

pháp, kỹ thuật điều tra đánh giá để có được số liệu 

chính xác đến mức có thể.  

Hai trong số các phương pháp phổ biến nhất giải 

quyết các bài toán với dữ liệu chứa yếu tố không 

chắc chắn trong tối ưu hóa là tối ưu ngẫu nhiên và 

tối ưu vững. Đối với tối ưu ngẫu nhiên, các yếu tố 

không chắn chắn của dữ liệu các bài toán thường có 

thể được mô phỏng bằng các biến ngẫu nhiên có 

phân phối xác suất được xác định hoặc chúng có thể 

ước tính với độ chính xác đủ lớn. Để rõ thêm các chi 

tiết về tối ưu hóa ngẫu nhiên, bạn đọc có thể tìm hiểu 

ở một số công trình điển hình và quan trọng của lĩnh 

vực này (Popescu, 2007; Birge & Louveaux, 2011). 

Trong khi đó, tối ưu vững dành để xem cho việc 

nghiên cứu các bài toán tối ưu với yếu tố không chắn 

chắn của dữ liệu được giả định là không biết thông 

tin về phân phối xác suất chính xác của chúng, mà 

thay vào đó, các yếu tố không chắc chắn này được 

giả định rằng thuộc về tập hợp cho trước và thường 

được gọi là tập chứa yếu tố không chắc chắn của dữ 

liệu các mô hình đang xem xét. Để có thêm các 

thông tin về các mô hình tổng quát và các ứng dụng 

thực tế của các bài toán tối ưu vững, bạn đọc có thể 

xem các công trình (Ben-Tal et al., 2009; Kuhn et 

al., 2016; Doolittle et al., 2018; Jiao & Lee, 2019). 

Một trong những phương pháp hữu hiệu được nhiều 

nhà toán học quan tâm trong việc nghiên cứu các bài 

toán tối ưu đa mục tiêu, tức là hàm mục tiêu có giá 

trị vector, là phương pháp vô hướng hóa. Trong đó, 

hàm vô hướng hóa dạng Gerstewitz là một trong 

những công cụ đã tỏ ra rất hữu dụng trong việc 

nghiên cứu tính chất nghiệm của nhiều lớp bài toán 

trong tối ưu hóa như bài toán tối ưu vector (Durea et 

al., 2017), bài toán tối ưu với hàm mục tiêu có giá 

trị tập (Khan et al., 2016), bài toán cân bằng 

(Tammer & Zălinescu, 2014). 

Lấy cảm hứng từ những công trình nghiên cứu 

đã đề cập ở trên, trong bài báo này chúng tôi xét bài 

toán tối ưu đa mục tiêu với dữ liệu có chứa các yếu 

tố không chắc chắn. Chúng tôi phát triển khái niệm 

hàm vô hướng hóa Gerstewitz và nghiên cứu các 

tính chất cơ bản của chúng. Dựa trên những khái 

niệm nghiệm hữu hiệu đã có trong tối ưu vector, 

chúng tôi đề xuất khái niệm nghiệm tối tiểu cho bài 

toán tối ưu đa mục tiêu với yếu tố không chắc chắn 

và sử dụng các tính chất của hàm vô hướng hóa 

Gerstewitz mở rộng, chúng tôi đưa ra đặc trưng của 

nghiệm tối tiểu cho các bài toán đang xem xét.  

2. KIẾN THỨC CHUẨN BỊ 

Trong bài báo này, chúng ta xét 𝑌 là một không 

gian topo tuyến tính thực.  

Định nghĩa 2.1 Tập 𝐶 ⊂ 𝑌 được gọi là tập lồi 

nếu với mỗi 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 và 𝛼 ∈ [0,1] ta có 𝛼𝑥 +
(1 − 𝛼)𝑦 ∈ 𝐶.  

Định nghĩa 2.2 Tập 𝐶 ⊂ 𝑌 được gọi là nón nếu 

với mọi 𝑥 ∈ 𝐶 và mọi 𝛼 > 0 ta luôn có 𝛼𝑥 ∈ 𝐶. Nón 

𝐶 được gọi là nón có đỉnh nếu 𝐶 ∩ (−𝐶) = {0𝑌}. 
Nón 𝐶 được gọi là nón lồi nếu 𝐶 là nón và là tập lồi. 

Ví dụ 2.1 Trong ℝ, ta chỉ có các nón 

ℝ, ℝ+, ℝ−, {0}. Trong khi đó, đối với ℝ2 ta có vô số 

các nón thứ tự, trong đó nón ℝ+
2  là nón được nhiều 

người quan tâm bởi ý nghĩa thực tế của nó.  

Định nghĩa 2.3 Một tập khác rỗng 𝐴 ⊂ 𝑌 được 

gọi là  

𝐶-đóng nếu 𝐴 + 𝐶 là một tập đóng; 

𝐶-bị chặn nếu với mỗi lân cận 𝑉 của 0𝑌 tồn tại 

số 𝑡 > 0 sao cho 𝐴 ⊂ 𝑡𝑉 + 𝐶; 

𝐶-chính thường nếu 𝐴 + 𝐶 ≠ 𝑌. 

Ta ký hiệu ℘(𝑌) là một họ các tập con không 

rỗng 𝐶-chính thường của 𝑌 và ℳ(℘(𝑌), ℝ) là tập 

hợp tất cả các hàm từ ℘(𝑌) vào ℝ.  

Ví dụ 2.2 Trong ℝ, ta có 

Tập 𝐴 = [0,1) là ℝ+-đóng vì 𝐴 + ℝ+ = [0,1) +
ℝ+ = [0, +∞) là một tập đóng. 

Tập 𝐴 = {𝑥2 − 1: 𝑥 ∈  ℝ, 𝑥 ≠ 0} là ℝ+-bị chặn 

vì 𝐴 là tập bị chặn dưới. 

Với mỗi 𝐴, 𝐵 ∈ ℘(𝑌), ta xét quan hệ so sánh 

giữa các tập, ký hiệu bởi ≼, như sau 

𝐴 ≼ 𝐵 nếu và chỉ nếu 𝐵 ⊂ 𝐴 + 𝐶, 

  𝐴 ≺ 𝐵 nếu và chỉ nếu 𝐵 ⊂ 𝐴 + int𝐶. 

Ví dụ 2.3 Có 2 em học sinh An và Bình vừa tham 

dự kỳ thi tốt nghiệp THPT năm học 2020. Gọi 𝐴 và 

𝐵 lần lượt là hai tập hợp điểm số các môn Toán, 

Văn, Anh Văn và môn Tổ hợp của hai em như sau: 

𝐴 = {9, 8, 6, 10} và 𝐵 = {8, 9, 8.5, 7}. Như vậy, trên 

cơ sở điểm số như trên ta có thể nói rằng 𝐴 ≼ 𝐵 vì 

𝐵 ⊂ 𝐴 + ℝ+. 

Định nghĩa 2.4 (Hernández & Rodríguez-Marín, 

2007) Trong ℘(𝑌) ta xét quan hệ ~ giữa các tập 

được xác định như sau 𝐴~𝐵 ⇔ 𝐴 ≼ 𝐵 và 𝐵 ≼ 𝐴. 



Tạp chí Khoa học Trường Đại học Cần Thơ  Tập 57, Số 1A (2021): 30-34 

32 

Khi đó, quan hệ ~  là một quan hệ tương đương 

trên ℘(𝑌). Lớp tương đương của tập 𝐴 ∈  ℘(𝑌) 

được ký hiệu bởi [𝐴]. Bằng cách kiểm tra trực tiếp 

ta có  

𝐵 ∈ [𝐴]  ⟺ 𝐴 + 𝐶 = 𝐵 + 𝐶. 

Định nghĩa 2.5 (Han, 2019) Cho 𝑎 ∈ 𝑌 và 𝑒 ∈
−int𝐶. Hàm Gerstewitz 𝜑𝑒,𝑎: 𝑌 → ℝ được định 

nghĩa như sau 

𝜑𝑒,𝑎(𝑦) = min{ 𝑡 ∈ ℝ: 𝑦 ∈ 𝑡𝑒 + 𝑎 + 𝐶}, ∀𝑦 ∈
𝑌. 

Ví dụ 2.4 Trong ℝ2, chọn 𝑎 = (0; 0) ∈ ℝ2, 𝐶 =
ℝ+

2 , 𝑒 = (−1; −1) ∈ −intℝ+
2 .  Khi đó, với 𝑦 =

(−1; 2), ta có 

𝜑𝑒,𝑎(−1; 2) = min{ 𝑡 ∈ ℝ: (−1; 2)

∈ 𝑡(−1; −1) + (0; 0) + ℝ+
2 } 

        = min{ 𝑡 ∈ ℝ: (−1; 2)
∈ (−𝑡; −𝑡) + ℝ+

2 } 
        = min{ 𝑡 ∈ ℝ: (−1 + 𝑡; 2 + 𝑡) ∈ ℝ+

2 } 
        = min{𝑡 ∈ ℝ: −1 + 𝑡 ≥ 0 và 2 + 𝑡

≥ 0} 
        = min{𝑡 ∈ ℝ: 𝑡 ≥ 1 và 𝑡 ≥ −2} = 1. 

Bổ đề 2.1 (Hernández & Rodríguez-Marín, 

2007) Cho 𝑡 ∈ ℝ, 𝑒 ∈ −int𝐶 và 𝑦 ∈ 𝑌. Khi đó,  

𝜑𝑒,𝑎(𝑦) < 𝑡 ⇔ 𝑦 ∈ 𝑡𝑒 + 𝑎 + int𝐶; 

𝜑𝑒,𝑎(𝑦) ≤ 𝑡 ⇔ 𝑦 ∈ 𝑡𝑒 + 𝑎 + 𝐶; 

𝜑𝑒,𝑎(𝑦) > 𝑡 ⇔ 𝑦 ∉ 𝑡𝑒 + 𝑎 + 𝐶. 

Nếu chúng ta thay thế 𝑎 bằng một tập con không 

rỗng 𝐴 ⊂ 𝑌, ta sẽ được hàm 𝜑𝑒,𝐴: 𝑌 → ℝ ∪
{−∞} như sau 

𝜑𝑒,𝐴(𝑦) = inf{𝑡 ∈ ℝ: 𝑦 ∈ 𝑡𝑒 + 𝐴 + 𝐶}, ∀𝑦 ∈ 𝑌. 

Một cách tương đương, 𝜑𝑒,𝐴(𝑦) = inf
𝑎∈𝐴

𝜑𝑒,𝑎(𝑦) 

với mỗi 𝑦 ∈ 𝑌. 

Tiếp theo, chúng ta sẽ mở rộng hàm Gerstewitz 

cho hai tập con khác rỗng của 𝑌 như sau 

𝐺𝑒(⋅,⋅): ℘(𝑌) × ℘(𝑌) ⟶ ℝ ∪ {∞} 

(𝐴, 𝐵)      ↦  𝐺𝑒(𝐴, 𝐵) = sup
𝑏∈𝐵

{𝜑𝑒,𝐴(𝑏)}. 

Bổ đề 2.2 (Zhang et al., 2009) Cho 𝐴 là tập 𝐶-

đóng và 𝐵 là tập 𝐶-bị chặn. Khi đó, ta có 

𝐺𝑒(𝐴, 𝐵) = min{ 𝑡 ∈ ℝ: 𝐵 ⊂ 𝑡𝑒 + 𝐴 + 𝐶}. 

Bổ đề 2.3 (Zhang et al., 2009) Cho 𝑡 ∈ ℝ, 𝐴 là 

tập 𝐶-đóng và 𝐵 là tập 𝐶-bị chặn. Khi đó, ta có 

𝐺𝑒(𝐴, 𝐵) ≤ 𝑡 ⇔ 𝐵 ⊂ 𝑡𝑒 + 𝐴 + 𝐶. 

Bổ đề  2.4 (Zhang et al., 2009) Giả sử 𝑘0 ∈ int𝐶, 
𝐴, 𝐴1, 𝐴2, 𝐵 ∈ ℘(𝑌), 𝑡 ∈ ℝ, 𝐴, 𝐴1, 𝐴2  là tập 𝐶-đóng 

và 𝐵 là tập 𝐶-bị chặn. Khi đó,  

𝐺𝑒(𝐴 + 𝜀𝑘0, 𝐵) = 𝐺𝑒(𝐴, 𝐵) + 𝜀, ∀𝜀 ≥ 0; 

𝐺𝑒(𝐴, 𝐵 + 𝜀𝑘0) = 𝐺𝑒(𝐴, 𝐵) − 𝜀, ∀𝜀 ≥ 0; 

Nếu 𝐴1 ≼ 𝐴2, thì 𝐺𝑒(𝐴1, 𝐵) ≤ 𝐺𝑒(𝐴2, 𝐵); 

 𝐺𝑒(𝐴, 𝐵) < 𝑡 ⇔ 𝐵 ⊂ 𝑡𝑒 + 𝐴 + int 𝐶. 

Bổ đề 2.5 (Hernández & Rodríguez-Marín, 

2007) Cho 𝐴 ∈ ℘(𝑌). Khi đó, hàm 𝐺𝑒(∙, 𝐴) là hàm 

tăng trên ℘(𝑌).  

Bổ đề 2.6 (Hernández & Rodríguez-Marín, 

2007) Cho 𝐴 ∈ ℘(𝑌) là một tập 𝐶-đóng. Khi đó, 

những phát biểu sau đây là đúng 

Nếu 𝐴 ∈ [𝐵] thì 𝐺𝑒(𝐴, 𝐵) = 𝐺𝑒(𝐵, 𝐴) = 0. 

𝐴 ≼ 𝐵 khi và chỉ khi 𝐺𝑒(𝐴, 𝐵) ≤ 0          

Định nghĩa 2.6 (Hernández & Rodríguez-Marín, 

2007) Cho họ các tập con ℋ ⊂ ℘(𝑌). Một hàm số 

𝑇: ℘(𝑌) ⟶ ℝ ∪ {±∞} được gọi là tăng trên ℋ nếu 

𝐴, 𝐵 ∈ ℋ và 𝐴 ≼ 𝐵 ta suy ra 𝑇(𝐴)  ≤ 𝑇(𝐵). 

Ví dụ 2.5 Cho 𝑌 = ℝ, 𝐶 = ℝ+ và ℋ là họ các 

tập con compact trong ℝ. Xét hàm 𝑇: ℘(ℝ) ⟶ ℝ ∪
{±∞} được xác định bởi 𝑇(𝐴) = inf𝐴. Khi đó, 𝑇 là 

tăng trên ℋ. 

3. NGHIỆM TỐI TIỂU CỦA BÀI TOÁN 

TỐI ƯU HÓA ĐA MỤC TIÊU VỚI YẾU TỐ 

KHÔNG CHẮC CHẮN 

Cho 𝑋, 𝑌, 𝑍 là các không gian vector tô pô tuyến 

tính, 𝐶 ⊂ 𝑌 là nón lồi, đóng, có đỉnh và có phần 

trong khác rỗng. Bài toán tối ưu vector được xác 

định ở dạng 

(P)      min  𝑓(𝑥) 
             s.t. 𝑥 ∈ 𝐾 

trong đó 𝑓: 𝑋 → 𝑌 là một hàm mục tiêu và 𝐾 ⊂
𝑋 là một tập chấp nhận được. Bây giờ, chúng ta giả 

sử thêm rằng hàm mục tiêu 𝑓 sẽ phụ thuộc vào yếu 

tố không chắc chắn 𝜉 được cho trong tập 𝒰 ⊂
𝑍\{∅}, và sẽ được gọi là tập điều kiện không chắc 

chắn. Như vậy, bài toán tối ưu đa mục tiêu không 

chắc chắn 𝑃(𝒰) được cho bởi một họ {𝑃(𝜉): 𝜉 ∈ 𝒰} 

của các bài toán tối ưu ở dạng  

𝑃(𝜉) min  𝑓(𝑥, 𝜉) 
   s.t. 𝑥 ∈ 𝐾 

trong đó :f X Y   là một hàm mục tiêu và 

K X  là một tập chấp nhận được.  
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Xét hàm đa trị  𝐹: 𝑋 ⇉ 𝑌 được xác định bởi 

𝐹(𝑥) = 𝑓𝒰(𝑥) = {𝑓(𝑥, 𝜉): 𝜉 ∈ 𝒰}, với mỗi 𝑥 ∈ 𝑋. 

Định nghĩa 3.1  Cho bài toán tối ưu đa mục tiêu 

không chắc chắn 𝑃(𝒰). Điểm 𝑥̅ được gọi là nghiệm 

tối tiểu của bài toán 𝑃(𝒰) nếu 𝑓𝒰(𝑥) ≼ 𝑓𝒰(𝑥̅ ) với 

𝑥 ∈ 𝐾 ta suy ra 𝑓𝒰(𝑥̅ ) ≼ 𝑓𝒰(𝑥). 

Ví dụ 3.1 Xét 𝑋 = ℝ, 𝑌 = 𝑍 =  ℝ2, xét 𝐶 =
ℝ+

2 , 𝒰 = [0,1] × [0,2𝜋]. Hàm 𝑓: ℝ × 𝒰 ⟶  ℝ2 xác 

định bởi 𝑓(𝑥, 𝜉) = (𝜉1 cos 𝜉2 + 𝑥; 𝜉1 sin 𝜉2 − 𝑥) 

với mỗi 𝑥 ∈ ℝ và 𝜉 = (𝜉1, 𝜉2) ∈ 𝒰. Khi đó,  

𝐹(𝑥) = {𝑓(𝑥, 𝜉) = (𝜉1 cos 𝜉2 + 𝑥; 𝜉1 sin 𝜉2 − 𝑥): 𝜉
= (𝜉1, 𝜉2) ∈ 𝒰} 

= {(𝑦1, 𝑦2): (𝑦1 − 𝑥)2 + (𝑦2 + 𝑥)2 ≤ 1}.         

 

Bằng cách kiểm tra trực tiếp ta thấy rằng tập 

nghiệm tối tiểu của bài toán là tập ℝ. 

Định lý 3.1 Cho 𝑒 ∈ −int𝐶. Xét bài toán 𝑃(𝒰), 

giả sử rằng 𝒰 là tập compact, 𝑓𝒰(𝑥) có giá trị 𝐶-bị 

chặn, 𝐶-đóng và 𝐶-chính thường trên 𝑋. Khi đó, 𝑥̅ ∈
𝑋 là một nghiệm tối tiểu của bài toán 𝑃(𝒰) nếu và 

chỉ nếu hàm 𝐺𝑒(⋅, 𝑓𝒰(𝑥̅)) ∈ 𝑀(℘(𝑌), ℝ) tăng trên 

℘(𝑌)  và với mỗi 𝑥 ∈ 𝑋 nếu 𝑓𝒰(𝑥) ∈ [𝑓𝒰(𝑥̅)] thì 

𝐺𝑒(𝑓𝒰(𝑥), 𝑓𝒰(𝑥̅)) = 0; và nếu ngược lại thì 

𝐺𝑒(𝑓𝒰(𝑥), 𝑓𝒰(𝑥̅)) > 0. Hơn nữa, với mọi 𝐴 ∈ ℘(𝑌) 

sao cho 𝐴 ≼ 𝑓𝒰(𝑥̅) ta luôn có 𝐺𝑒(𝐴, 𝑓𝒰(𝑥̅)) ≤ 0. 

Chứng minh 

(⟹) Giả sử 𝑥̅ là một nghiệm tối tiểu của bài toán 

𝑃(𝒰). Ta cố định bất kỳ giá trị 𝑒 ∈ −int𝐶. Áp dụng 

Bổ đề 2.5, ta suy ra hàm 𝐺𝑒(⋅, 𝑓𝒰(𝑥̅)) ∈ 𝑀(℘(𝑌), ℝ) 

tăng trên ℘(𝑌). Vì thế theo Bổ đề 2.6 (a), chúng ta 

có nếu 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑓𝒰(𝑥) ⊂ 𝑓𝒰(𝑥̄) + 𝐶 và 𝑓𝒰(𝑥̄) ⊂
𝑓𝒰(𝑥) + 𝐶 thì 𝐺𝑒(𝑓𝒰(𝑥), 𝑓𝒰(𝑥̄)) = 0.  

Bởi vì 𝑥̄ là một nghiệm tối tiểu của bài toán 

𝑃(𝒰) với mỗi 𝑥 ∈ 𝑋 sao cho 𝑓𝒰(𝑥) ∉ [𝑓𝒰(𝑥̄)] ta có 

𝑓𝒰(𝑥) ⋠ 𝑓𝒰(𝑥̄). Vì vậy từ Bổ đề 2.6 (b), ta được 

𝐺𝑒(𝑓𝒰(𝑥), 𝑓𝒰(𝑥̄)) > 0. Từ 𝐴 ≼ 𝑓𝒰(𝑥̄) ta có được 

𝐺𝑒(𝐴, 𝑓𝒰(𝑥̄)) ≤ 0. 

(⟸) Ngược lại, nếu những điều kiện đúng cho 

hàm 𝐺𝑒 khi đó ta phải chứng minh rằng 𝑥̄ là một 

nghiệm tối tiểu của bài toán 𝑃(𝒰).  

Giả sử ngược lại, nếu 𝑥̄ không là một nghiệm tối 

tiểu của bài toán 𝑃(𝒰) khi đó tồn tại 𝑥′ ∈ 𝑋 sao cho  

𝑓𝒰(𝑥′) ≼ 𝑓𝒰(𝑥̅)  nhưng 𝑓𝒰(𝑥̅) ⋠ 𝑓𝒰(𝑥′), và do đó 

𝑓𝒰(𝑥′) ∉ [𝑓𝒰(𝑥̅)]. Theo giả thiết của điều kiện cần, 

ta có 𝐺𝑒(𝑓𝒰(𝑥′), 𝑓𝒰(𝑥̅)) > 0.  

Mặt khác, vì  𝑓𝒰(𝑥′) ≼ 𝑓𝒰(𝑥̅) ta có 

𝐺𝑒(𝑓𝒰(𝑥′), 𝑓𝒰(𝑥̅)) ≤ 0. Đây là điều vô lý và định lý 

được chứng minh.                         

4. KẾT LUẬN 

Trong bài báo này, chúng tôi nghiên cứu điều 

kiện cho nghiệm tối tiểu của bài toán tối ưu đa mục 

tiêu với yếu tố không chắc chắn thông qua các đặc 

trưng của hàm vô hướng hóa phi tuyến dạng 

Gerstewitz. Cách tiếp cận và các kết quả đạt được là 

mới và khác với các kết quả đã có. Hơn nữa, chúng 

tôi cho rằng với những điều chỉnh thích hợp, phương 

pháp vô hướng hóa này cũng có thể dùng để xem xét 

điều kiện nghiệm cho các dạng nghiệm hữu hiệu 

khác trong tối ưu không chắc chắn. 
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