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ABSTRACT

Prime ideals and nilpotent ideals are among the important topics in ring
theory. Prime submodules and nilpotent submodules are generalizations
of the above concepts in module theory. In this paper, images and inverse
images of prime submodules, images and inverse images of nilpotent
submodules of a module on a noncommutative ring are studied.
Conditions to guarantee that images and inverse images of prime
submodules are prime submodules, images and inverse images of
nilpotent submodules are also nilpotent submodules are given and proved.

TOM TAT

Ideal nguyén t6 va ideal lity linh la cdc chii dé nghién ciru quan trong ciia
Iy thuyét vanh. Module con nguyén t6 va module con liy linh dirgc xem la
sw mo réng cia cac khdi niém ndy trong Iy thuyét module. Bai bdo nay
nghién ciru anh va tao anh ciia cdc module con nguyén to, anh va tao anh
cua cac module con lity linh cua mot module trén vanh khong giao hoan.
Cdc diéu kién dé anh va tao anh ciia cac module con nguyén t6 ciing la
module con nguyén t6, anh va tao anh ciia cdac module con liy linh ciing
la module con liiy linh dwoc chi ra va chitng minh.

Trich dan: Lé Phuong Thao, Nguyén Thanh Hung va D6 Thi Kim Thoan, 2018. Anh va tao anh ciia module
con nguyén to, module con liiy linh. Tap chi Khoa hoc Truong Pai hoc Can Tho. 54(9A): 59-65.

1 GIOI THIEU

Trong mdt vanh khong giao hodn, ta c6 cac dinh
nghia nhu sau: M4t ideal P ctia vanh R duoc goi 1a

Ideal nguyén t6 va ideal lity linh xut hién trong
rt nhidu bai toan ctia 1y thuyét vanh. Trong dai s6
giao hodn, ideal nguyén t6 1a mot tap con ciia vanh
ma c6 rat nhiéu tinh chét quan trong nhu cta cac s0
nguyén t6 trong vanh cac s6 nguyén. O day, co su
lién két chat ché giita cac ideal nguyén t6 va cac
phan tir [y linh, cu thé 13 giao cua tat ca cac ideal
nguyén td bang tp hop tit ca cac phan tir liy linh
cta vanh. Ideal nguyén t6 déng vai trd quan trong
khi nghién ctru cac 16p vanh dic biét nhu vanh
nguyén td, vanh nira nguyén t6, vanh Noether, vanh
Artin, mién nguyén Dedekind, ... Ngoai ra, tir tap
cac ideal nguyén t6 clia mot Vanh nguoi ta xay dung
mot ciu triic topod, goi la topd Zariski, va da co nhiéu
nghién ctru ve khong gian topo nay.
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ideal nguyén té ciia R néu véi moi ideal I, J cua R,
v6ilJ c Pthil € P hodc J c P.

Mot phan tir x ctia vanh R dwoc goi 1a phdn tir
liiy linh néu ton tai sd tu nhién n sao cho x™ = 0.
Mot ideal phai (hodc trai) I cuia vanh R dugc goi 1a
nil ideal phai (hodc trdi) néu mdi phan tir cia I déu
1a phén tir lity linh. Mot ideal I ciia vanh R dwoc goi
13 nil ideal néu mdi phan tir cia I déu 1a phan tir lity
linh.

Mot ideal phai (hodc trai) I cua vanh R duoc goi
1a ideal phai (hodc trdi) lity linh néu ton tai sb tu
nhién n sao cho I = 0. Mot 1deal I cua vanh R
duoc goi la ideal liiy linh néu ton tai s6 tu nhién n
sao cho I™ = 0.
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Céc vén dé lién quan dén ideal nguyén t6 va ideal
lity linh dugc nhiéu nha toan hoc mé rong va nghién
ctru trong 1y thuyét module nhung da s nhitng khai
niém nay chi xuat hién trong truong hop ciia module
trén vanh giao hoan. Nam 2010, Sanh ef al. da gidi
thiéu mot dinh nghia module con nguyén t6 trén
vanh khong giao hoan va nghién ctru cac tinh chét
cua chung (Sanh et al., 2010, 2011; Ahmed et al.,
2013). Bai viét nay sé& sir dung dinh nghia module
con nguyén té theo Sanh ez al. (2010) dé nghién ctru
céc két qua vé anh va tao anh ciia cac module con
nguyén to.

Ideal lity linh 1a mot chi dé quan trong cua ly
thuyét vanh. Khai niém nay dwoc mo rong va nghién
ctru trong truong hop cua module nhan trén vanh
giao hoan (Majid, 2008; Ansari-Toroghy and
Farshadifar, 2012). Nam 2013, Thao and Sanh dua
ra mdt dinh nghia module con ldly linh trén vanh
khong giao hoan va nghién ctru dwoc nhiéu tinh chat
clia ching. Bai viét nay s& sir dung dinh nghia
module con lily linh theo Thao and Sanh (2013) dé
nghién ctru cac két qua vé anh va tao anh cua cac
module con lily linh.

Trong toan bd bai bao nay, tit ca cac vanh déu
¢6 don vi va tat ca cac module 14 R-module phai.
Khi vanh R dugc xem la mdt R-module phai thi ta
viét Rz. Cho M 1a mot R-module phai va S =
Endg (M), vanh cac ty dong cau ciia M. Mot module
con X ctia M duoc goi 1a module con hodn toan bat
bién cia M néu s(X) € X, véimoi s € S, trong do
s(X) = {s(x)|x € X}. Vi dinh nghia nay, tdp hop
cac module con hoan toan bat bién ciia M 1a tap khac
rong va dong véi téng va giao. Pac biét, mot ideal
phai ciia R 13 hoan toan bat bién ciia R néu no 1a
ideal cta R.

Chol,] c SvaX c M. Taky hiéu:
I(X) = Yrer f(X);
Ker(I) = Nge Kerf;

va I =
Dicicnxiyilx; €L y; €],1<i<nné€N}

V6i cac ky hiéu nay, ta thiy véi bat ky R-module
phai M va bat ky ideal phai [ cta R, tap hop MI 1a
module con hoan toan bat bién ctia M.

Tap hop sau day dong vai tro quan trong trong
qua trinh nghién ctru v& module con nguyén té va
module con lity linh, d6 1a tap Iy. V&i mdi tap con
X © M, taky hiéu Iy = {f € S|f(M) c X}. Néu X
1a mdt module con ciia M thi Iy 1a mét ideal phai cia
S, va néu X 1a mdt module con hoan toan bit bién
cua M thi Iy 1a mdt ideal ctiia S. Mot R-module phai
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M duoc goi 1a fu sinh khi M sinh ra tit ca cac module
con cua no.

Pinh nghia 1.1 (Sanh et al., 2010) Cho M 1a mot
R-module phai va X 1a mét module con that sy va
hoan toan bat bién ciia M. Khi d6, X duoc goi l1a
module con nguyén t6 cua M (hodc X nguyén tb
trong M) néu voi moi ideal I cua S va v4i moi
module con hoan toan bat bién U cua M, v6i [(U) c
X thiI(M) c X hoac U c X.

bac biét, mot ideal P cua vanh R dugc goi la
ideal nguyén to néu voimoiideal I, J cia R, véil] C
Pthil c P hoacJ c P.

Mot R-module phdi M dugc goi 1a module
nguyén té néu 0 1a module con nguyén to cua M.

Mot module con hoan toan bit bién X cia M
dugc goi 1a module con nira nguyén t6 cua M (hodc
X nira nguyén t6 trong M) néu X 1a giao ciia cac
module con nguyén td nao d6 cua M.

Cdn nguyén té cia M, ki hiéu P(M), 1a giao cua
tat ca cac module con nguyén to ctia M.

Can cua M, ki hiéu Rad(M) hoac J(M), 1a giao
cua tat ca cac module con t0i dai cia M.

Dinh Iy sau ddy dé ra tiéu chun dé kiém tra mot
module con c6 1a module con nguyén to hay khong.

Pinh ly 1.2 (Sanh et al., 2010) Cho M 1a mot R-
module phai va X 12 mot module con that sy va hoan
toan bat bién cua M. Céc diéu kién sau day twong
duong:

(1) X 12 module con nguyén t ciia M;
(2) Vo1 moi ideal phéi I cia S va voi moi

module con U cia M, néu I(U) c X thi
I(M) c X hoac U c X;

(3) Vo6imoi ¢ € S va moi module con hoan
toan bat bién U cia M, néu ¢(U) c X thi
@(M) c X hoac U c X;

(4) Vo6imoi ideal trai I ciia S va véi moi tap
con A ciia M, néu IS(A) < X thi (M)
X hoac A c X;

(5) Voi moi @ €S va véi moi m € M, néu
@(S(m)) < X thi p(M) < X hoic m €
X.
Hon nita, néu M 1a module ty xa anh thi nhitng
dicu kién trén twong duong voi:
(6) M /X 1a module nguyén tb.

DPinh nghia 1.3 (Thao and Sanh, 2013) Cho M
la mot R-module phai va X 12 mot module con cua
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M. Khi d6, X duoc goi la module con liiy linh cia M
neu Iy 1a mot ideal phai Iy linh cua S.

Tir Dinh nghia 1.3 ta thdy X 1a mot module con
lity linh va hoan toan bét bién ciia M néu va chi néu
I 1a mét ideal liy linh cua S.

Trong bai bao nay, Dinh nghia 1.1 Ve
module con nguyén t6 va Pinh nghia 1.3 vé
module con lity linh dugc sir dung dé nghién
ciru anh va tao anh ctia cac module con nay.
Phan tiép theo clia bai bao dugc ciu triic nhu
sau: Phan 2 trinh bay cac két qua vé anh va tao
anh ctia cac module con nguyén t6. Trong phan
3, cac két qua vé anh va tao anh ctia cac module
con lity linh dwgc trinh bay chi tiét.

2 ANH VA TAO ANH CUA CAC
MODULE CON NGUYEN TO

V6i Dinh nghia 1.1, nhidu két qua vé module con
nguyén t6 di duoc nghién ctru (Sanh ef al., 2010,
2011; Ahmed et al., 2013). Ménh dé 2.1 va Ménh dé
2.2 dudi day cho ta ket qua vé anh va tao anh cua
module con nguyén té qua toan ciu chinh tic.

Ménh dé 2.1 (Sanh et al., 2010) Cho M 1a mot
module tu xa anh, P 1a m§t module con nguyén td
ciia M, A c P 1a mdt module con hoan toan bat bién
ciia M. Khi d6 P/A 1a module con nguyén tb cua
M/A.

Ménh dé 2.2 (Sanh et al., 2010) Cho M 1a mot
module tu xa anh va A 1a mot module con hoan toan
bat bién cuia M. Néu P < M/A 1a module con
nguyén té cia M/A thi 97'(P) 1a module con
nguyén té cia M, trong d6 9: M — M /A 14 toan cau
chinh tic.

Trong truong hop M, N 1a cac R-module phai va
f:M — N 1a mot dong cdu, ta sé tim diéu kién cia
M, N va f dé anh va tao anh ctia module con nguyén
td ciing 1a module con nguyén t6. Trude hét, ta xét
céc bd dé sau:

B dé 2.3 Cho M 1a mot R-module tu xa anh,
hitu han sinh va tu sinh, va S = Endgz(M) 1a vanh
chc tu dong ciu cia M. Néu M 1a mot module
Noether thi S 1a mdt vanh Noether phai.

Chirng minh

Gid st [, € I, c --- 12 mét day tang cac ideal
phai ciia vanh S. Khidé I; (M) c I,(M) c --- laday
tang cac module con cua M. Vi M la module
Noether nén ton tai s6 tu nhién n sao cho I,(M) =
I,(M), v&i mdi k > n. Do M 1a mot module ty xa
anh, hitu han sinh va tu sinh nén v6i mdi k > n,
I, = Hom(M, I,(M)) = Hom(M, I,(M)) = I
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(Wisbauer, 1991). Khi d6 day I, c I, c --- 1a day
dung, do d6 S 1a vanh Noether phai. [

B6 dé 2.4 Cho M, N 1a cac R-module phai va
f:M — N 1a mot toan cau; S = Endg(M) 1a vanh
céc tu dong cdu cia M va S’ = Endg(N) 1a vanh cac
tu ddng cau cua N. Gia sir Kerf 1a mot module con
hoan toan bat bién cua M. Khi d6 cac diéu kién sau
thoa man:

(1) Véi mdi phan tir @ € S, ton tai § € S’ sao
cho fa = Bf;

(2) Néu V 1a mot module con hoan toan bt bién
cua N thi £~1(V) 1a mot module con hoan toan bat
bién cta M.

Chung minh

(1) Lay phan tir bat ky y ciia N. Do f 14 toan céu
nénton taix € M déy = f(x). Dat,[i(y) = fa(x).
Khi d6 B 1a mot anh xa. That vay, néuy = f(x) =
f(x") thi x —x" € Kerf. Ma Kerf 13 module con
hoan toan bét bién ciia M nén a(x — x') € Kerf,
suyra fa(x) = fa(x"). Tt cach xac dinh anh xa S
ta dugc fa = Bf.

Béy gio ta kiém tra f 1a mot dong cau. Gia sir
Y1,Y2 € N va a,b € R. Khi d6 ton tai x;,x, € M
sao cho y; = f(x;) vay, = f(x;). Tacod

yia+y,b = f(x)a+ f(x2)b
= f(x;a + x,b).

T d6 BOia+y,b) = falxa+ x,b) =

fa(x)a + fa()b = B(ya + B,)b. Suy ra B
la dong cau thdéa man fa = Sf.

(2) Gia st V 1a mot module con hoan toan bat
bién cua N. Pat U = f~1(V). L4y a 1a phan tir bat
ky ciia S. Theo (1), ton tai 8 € S’ sao cho fa = Bf.
Khi d6 fa(U)=BfU)=BWV)cV. Suy ra
a(U) c f~ 1(V) = U. Do d6 U 1a mot module con
hoan toan bt bién ciia M. ]

Dinh 1y sau day s& cho ta két qua vé anh ciia cac
module con nguyén to.

Pinh ly 2.5 Cho M, N 1a cac R-module phai va
M 1a ty xa anh. Gia sit f: M — N 1a mot toan céu
v6i Kerf 1a mot module con hoan toan bat bién cia
M. Néu X 1a mot module con nguyén té cia M va
Kerf c X thi f(X) 1a mot module con nguyén t6
cua N.

Chirng minh

Goi S = Endz (M) 1a vanh cac tu dong ciu cua
M va S’ = Endg(N) la vanh cac tu ddng cdu cia N.
Tir gia thiét ta suy ra £(X) 1a mot module con hoan
toan bét bién ciia N. Hon nita f(X) # N vi néu
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f(X)=N=f(M) thi M cX+Kerf =X, miu
thudn v6i X # M. Gia st V 1a mot module con hoan
toan bt bién ciia N va g € S’ v6i (V) € f(X). Ta
s€ chirng minh B(N) < f(X) hoac V c f(X). Theo
B6 dé 2.4, f~1(V) 1a mot module con hoan toan bat
bién ctia M. Vi module M 13 tu xa anh nén ton tai
a€S d& PBf=fa. Khi d6 ta co BV) =
B(F(F*)) = fa(f ()  £(X). Piéu nay
dan dén a(f~1(V)) c X + Kerf = X. Do X la mét
module con nguyén té cia M nén theo Dinh ly 1.2
ta dugc a(M) < X hoic f~1(V) c X. Néu a(M) c
X thi fa(M) c f(X). Khi &6 ff(M) c f(X), dan
dén B(N) c f(X). Néu f~1(V) c X thi V c f(X).
Vay f(X) 1a mot module con nguyén tb cia N. m

Tiép theo, Pinh 1y 2.6 s& cho ta két qua vé tao
anh ctia cac module con nguyén to.

Pinh ly 2.6 Cho M, N la cac R-module phai va
M 1a ty xa anh. Gia sit f: M — N 1a mot toan céu
sao cho Kerf 1a mgt module con hoan toan bét bién
cia M. Néu Y 1a mot module con nguyén t6 cia N
thi £~1(Y) 1a mot module con nguyén t6 ciia M.

Chirng minh

Pit S =Endg(M), S'=Endy(N) va X =
£~1(Y). Theo B dé 2.4 ta c6 X 1a mot module con
hoan toan bat bién ctia M. R rang X # M. Gia st
@ € S va U 1a mot module con hoan toan bat bién
cia M sao cho @(U) € X. Ta s& chirng minh
(M) c X hodc U c X. Theo B6 dé 2.4, tdn tai B €
S’ sao cho Bf = fo. Do @(U) € X nén fe(U) c
FX) =Y, va do do BF(U) Y. Tir U 1a mot
module con hoan toan bt bién cia M va M 1a tu xa
anh, ta dugce f(U) 1la mot module con hoan toan bét
biéncua N.MaY nguyén t6 trong N nén S(N) € Y
hoic f(U) c Y. Néu B(N) c Y thi Bf(M) Y.
Pidu nay dan dén fo(M) cY, do d6 (M) c
fFAY)=X.Néu f(U)cY thiUc f(Y)=X
Vay X 12 mot module con nguyén t6 cia M theo
Dinh ly 1.2. ]

Véi két qua cua Dinh ly 2.6 va dinh nghia cua
can nguyén to cua mot module, ta c6 hé qua sau day.

HE qua 2.7 Cho M, N la cac R-module phai va
M 1a ty xa anh. Gia st f: M — N 1a mét toan cau
véi Kerf la mot module con hoan toan bat bién cua
M. Xhi d6 f(P(M)) < P(N).

Chirng minh

Goi H 1a tap hop tat ca cac module con nguyén
to cia N. Khi d6 P(N) = NyexrY va do do
F7H(P(N)) = Nyese f1(Y). Vi mdi module con
nguyén t6 Y cua N ta co f~1(Y) nguyén t6 trong M
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theo Dinh 1y 2.6. Tir d6 suy ra P(M) < f~1(P(N)).
Diéu nay dan dén f(P(M)) < P(N). n

3 ANH VA TAO ANH CUA CAC
MODULE CON LUY LINH

Vi Dinh nghia 1.3, mot sé két qua vé module
con lliy linh da dugc nghién ctru (Thao and Sanh,
2013). Phan nay danh trinh bay cac két qua vé anh
va tao anh cua cac module con liiy linh. Trudc tién,
ta nhéc lai cac ménh dé& dwoc st dung khi chimg
minh céc két qua ciia phan 3.

Ménh dé 3.1 (Kasch, 1982) Trong mét vanh R,
cac diéu kién sau thoa mén:

(1) Tong cua hai ideal phai, trai hodc hai phia liy
linh ciing liiy linh;

(2) Néu Ry, 1a Noether thi moi nil ideal hai phia
1a lity linh.

Mgénh dé 3.2 (Passman, 2004) Trong mét vanh
R, tong cua mot ho bat ky céc nil ideal ciing 1a nil
ideal.

Ménh dé 3.3 (Thao and Sanh, 2013) Cho M 1a
mdt R-module phai ty xa anh, hitu han sinh va ty
sinh. Néu N 1a mot module con nira nguyén té cia
M thi N chra tat ca cac module con lity linh cia M.
Dic biét, P(M) chtra tat ca cac module con lity linh
cua M.

Ménh dé 3.4 (Thao and Sanh, 2013) Cho M 1a
mot R-module phai tu xa anh, hitu han sinh va tu
sinh. Néu M 1a module Noether thi P(M) 1a module
con lily linh 16n nhét cia M.

Ménh dé 3.5 (Thao and Sanh, 2013) Cho M 1a
mdt R-module phai ty xa anh, hitu han sinh va ty
sinh. Néu M 1a module Artin thi M 1a module
Noether, Rad (M) liiy linh va Rad(M) = P(M).

Bay gi0, ta xét anh cua cac module con liy linh
qua toan cau chinh tic. Ménh d¢ sau day cho ta két
quéa vé anh ciia mot module con lity linh qua toan
cau chinh tic.

Ménh dé 3.6 Cho M 1a mot R-module phai tu xa
anh. Gia st X, Y 1a cac module con cuia M va X C
Y. Khi d6 céc didu kién sau thoa man:

(1) Néu Y 1a mot module con lity linh ciia M thi
Y /X 1a mot module con Iily linh cia M /X

(2) Néu Y 1a mot module con lity linh va hoan
toan bat bien cua M thi Y /X la mét module con liy
linh va hoan toan bat bién cua M /X.

Chirng minh
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(1) Pit S =Endz(M), S=Endy(M/X) va
Iyx={peS|p(M/X)cY/X}. Do Y la mit
module con lity linh ciia M nén I, 1a mét ideal phai
Ity linh cta S, do d6 tdn tai s tu nhién n sao cho
I} = 0. Ta s& chimg minh Iy, = 0. Xét phan tir
Py e VOi ¢y € Iy/y, i =1,...,n. Do M I tu xa
anhnén véimdii =1,..,n, tdn tai ¢; € S sao cho
¢ = 9¢; v6i 9: M — M /X 1a toan céu chinh tic.
Khi @6 ¢;(M/X) = $9(M) = 9 (M) =
(M) +X)/XcY/Xvadodo g;(M)+XCY,
i=1,..,n Tudésuyrap;(M) cY,dindén ¢; €
Iy,i=1,..,n.Mal} = 0nén ¢, ..., = 0. Khido
b1 pn(M/X) = ¢y ... (M) =
@1 .. pp(M) = 0. Suy ra ¢, ...¢p, = 0 va do do
Iy/x = 0, nghia 1a Iy/x la ideal phai lity linh cua
vanh S. Vay Y/X 13 mdt module con lity linh cua
M/X.

(2) Néu Y 1a mot module con hoan toan bat bién
clia M thi Y /X 1a mot module con hoan toan bét bién
ciia M/X. Két hop véi (1) ta dwoc Y/X 1a mot
module con Iy linh va hoan toan bat bién cia M/X.
n

Ménh d tiép theo trinh bay két qua vé tao anh
cua mot module con lily linh qua toan cau chinh tac.

Ménh dé 3.7 Cho M 1a mot R-module phai tu xa
anh, X 1a mot module con liiy linh va hoan toan bat
bién cua M. Gia st M 13 mdt module Noether va ¥
12 mot module con lity linh va hoan toan bat bién cua
M/X.Khidé 9~1(Y) 1a mot module con liiy linh va
hoan toan bét bién ctia M, trong d6 9: M — M /X 1a
toan cdu chinh tic.

Chirng minh

Pit S = Endy(M), S = Endg(M/X) va Y =
971(Y). Do X 1a module con hoan toan bét bién cua
M nén véi mdi f € S, ton tai f € S sao cho f9 =
9f. Khi d6 9f(Y)=f9Y)=fY)cY=
9(Y) = Y/X. Diéunay din dén f(Y) + X C Y, suy
ra f(Y) c Y. Do d6 Y 1a module con hoan toan bét
bién cua M.

Bay gio ta s€ chung minh Y 14 module con liy
linh cia M. Do Y 1a module con hoan toan bat bién
cua M nén Iy la ideal hai phia ciia S. Pt Iy = {¢ €
S|p(M/X) c Y}. Liy ¢ € I,. Do X 1a module con
hoan toan bat bién cia M, ton tai ¢ € S sao cho
@9 =IJ¢p. Khi d6 p(M/X) = p9(M) = 9p(M) c
9(Y) =Y, din dén @ € Iy. Vi ¥ 1a mot module con
lity linh cia M /X nén Iy 1a ideal lity linh cua S. Tur
doé ¢ lily linh, nghia la ton tai s tu nhién n dé " =
0. Suy ra 0 =¢@"(M/X) = p™I(M) = 9™ (M).
Khi d6 ¢™(M) c X, nghia la ¢™ € Iy. Ma X 1a mot
module con lliy linh ctia M nén ¢™ 1ty linh. Do d6
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ton tai sd tw nhién k dé ™ = 0. Suy ra ¢ liiy linh.
Diéu nay dan dén I, 1a nil ideal ciia S. Ma M 1a mot
module Noether nén theo B6 d& 2.3, S 1a mot vanh
Noether phai. Theo Ménh dé 3.1, I 1a ideal liiy linh
va do d6 Y la module con liiy linh cia M. ]

Ménh dé dudi day cho ta két qua vé tong cua hai
hodc cua ho bat ky cac module con liiy linh cta R-
module M.

Ménh dé 3.8 Cho M 1a mdt R-module phai tu xa
anh, hiru han sinh va tu sinh. Khi d6 cac diéu kién
sau thoa man:

(1) Téng ciia hai module con lity linh cia M ciing
la module con lily linh cua M;

(2) Néu M 1a module Noether thi tong ciia mot
ho bat ky cac module con lity linh va hoan toan bat
bién ctia M ciing 1a module con liiy linh va hoan toan
bat bién ciia M.

Chirng minh

(1) Gia st X, Y la cac module con lily linh cua
M. Khi do I, Iy 1a cac ideal phai lily linh cta S.
Theo Ménh dé 3.1, Iy + I, ciing la ideal phai liy
linh cia S. Ma I,y = Iy + Iy nén X + Y 1a module
con liiy linh ctia M.

(2) Gia st {X;|i € H} 1a médt ho cac module con
lity linh va hoan toan bat bién ctia M. Khi d6 ¥;es X;
cling 14 mot module con hoan toan bat bién ctua M.
Tiép theo ta s& ching minh ¥;csr X; 14 mot module
con Ity linh cia M. Tir Dinh nghia 1.3, Ix, la ideal
Ity linh cua S va do d6 ciing la nil ideal cua S, véi
moi i € H. Theo Ménh dé 3.2, ¥;ey Iy, 1a mot nil
ideal cia S. Ma M 1a mdt module Noether nén theo
B6 dé 2.3, S 1a mot vanh Noether phai. Khi dé
Yies Ix, 1a ideal lily linh theo Ménh dé 3.1. Do M 1a
mot module tu xa anh, hitu han sinh va ty sinh nén
theo (Wisbauer, 1991) ta duoc:

Yien Ix, = Hom (M: (Zie}[ Ixi)(M))

= Hom (M;Zie}[ Iy, (M))
= Hom(M, Yics X;)
= Hom(M' IZieHXi(M))

= IS x;
Diéu nay din dén ¥;c¢ X; 12 module con liy linh
cua M. ]
Tiép theo, ta tim diéu kién cua cac R-module M,
N va dong cau f: M — N dé anh cua module con
lily linh ciing lily linh.
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binh ly 3.9 Cho M, N la cac R-module phai va
M 1a ty xa anh. Gid st f: M — N 1a mdt toan cau.
Khi @6 cac diéu kién sau thoa man:

(1) Néu X 1a mot module con lity linh cia M va
Kerf c X thi f(X) 1a mot module con liiy linh cta
N;

(2) Néu X 1a mot module con lity linh va hoan
toan bat bién cua M va Kerf c X thi f (X) 1a mot
module con lily linh va hoan toan bat bién ciia N.

Chirng minh

(1) Pat S =Endy(M), S'=Endz(N) va
Iexy = {¢ € S" |p(N) © f(X)}. Do X 1a module
con lity linh ciia M nén Iy 1a mét ideal phai lity linh
cua S. Khi d6 ton tai so ty nhién n dé I} = 0. Ta sé
chimg minh If(y) = 0. Xét phan t&r ¢, ..., Voi
¢; € lr(x), i =1,...,n. Do M la tu xa dnh nén véi
moéii=1,..,n, t0nta1gal€Ssaoch0¢>f fo;.

Khi do6 ¢z(N) dif (M) = fo;(M) c f(X) vado
dop;(M)c X +Kerf =X,i=1,..,n. Tudo suy

rap; Ely,i=1,..,n. MaI} =0nén ¢, ..p, =
0. Khi d6 ¢;..py(N) =y ..pnf (M) =
foq..0n(M) =0. Suy ra ¢; ...¢p, =0 va tir d6

Ifxy = 0, nghia 1a Iy 1a ideal phai lity linh ctia
vanh §'. Do d6 f(X) 13 mot module con lily linh ctia
N.

(2) Tur gia thiét ta suy ra f(X) 1a mot module con
hoan toan bt bién ctua N. Két hop véi két qua (1) ta
duogc f(X) 1a mot module con liy linh va hoan toan
bat bién cua N. (]

Dinh ly sau day cho ta két qua vé tao anh cua
module con ity linh qua dong cau f: M — N.

Pinh 1y 3.10 Cho M, N 1a cac R-module phai va
M 1a ty xa anh; f: M — N 1a mdt toan c4u sao cho
Kerf 1a mot module con liy linh va hoan toan bt
bién cua M. Gia sit M 1a mdt module Noether va Y
12 mot module con lily linh va hoan toan bat bién cta
N. Khi d6 f~1(Y) 1a mot module con liiy linh va
hoan toan bt bién cia M.

Chirng minh

bit S =Endz(M), S’ =Endy(N) va X =
f~1(Y). Theo B dé 2.4 ta dwoc X 1a module con
hoan toan bét bién ctia M. Khi d6 I, 1a mot ideal hai
phiacta S.

Bay gio ta s€ chung minh X 1a module con liy
linh cia M. Dat I, = {¢p € S' |p(N) Y. ViY Ia
mot module con lily linh ciia N nén Iy, liiy linh. Lay
¢ € Ix. Khido (M) c X. Do Kerf la mot module
con hoan toan bat bién cia M nén theo B6 d¢ 2.4,
ton tai @ € S’ sao cho af = fo. Khi d6 fo(M) c
fX)=Yvadodoaf(M)cY.Suyraa(N)cCY,

64

Tap 54, S6 94 (2018): 59-65

nghia la & € I,. Do d6 ton tai s ty nhién n dé a™ =
0. T d6 fe™(M) = a™f(M) = a™(N) = 0, dan
dén @™ (M) c Kerf. Ma Kerf 1a mot module con
Ity linh ctia M nén ¢™ lily linh. Khi d6 ton tai so tu
nhién k dé ¢™ = 0. Suy ra ¢ liy linh. Diéu nay dan
dén Iy 1a nil ideal cua S. Ma M 1a mot module
Noether nén theo B6 dé 2.3, S 1a mét vanh Noether
phai. Theo Ménh dé 3.1, Iy 1a ideal lliy linh va do d6
X 1a module con Ity linh cua M. |
Déi v6i tong cua cac ideal lity linh trong vanh, ta
co két qua sau (Wisbauer, 1991): Trong mét vanh
bat ky, ta co:
Np(R): = tong cua tat ca cac ideal trai iy linh
= tong cua tat ca cac ideal phai lity linh
= tong clia tit ca cac ideal liiy linh.

Tiép theo, ta xét dinh nghia sau trong truong hop
cta cac R-module.

Pinh nghia 3.11 Cho M 1a mdt R-module phai.
Ta dinh nghia:

Np (M):= téng cua tit ca cic module con liy linh
cua M.

RO rang, Np (M ) 1a mot module con cia M. Sau
day, ta s& xét moi quan hé cta Np(M), P(M) va
Rad(M).

binh ly 3.12 Cho M 14 mdt R-module phai, hiru
han sinh va tu sinh. Khi d6 cac di€u kién sau thoa
man:

(1) Np(M) = tér}g cua tat ca cac module con lity
linh va hoan toan bat bién ctia M

(2) Np(M) < P(M).

Chung minh

(1) Goi  F = {I|I 1aideal phai lity linh ctia S},

G = {I|I 1a ideal lity linh cta S},

H = {X|X la module con lliy linh cua M},

K= {X|X 1a module con lity linh va hoan toan
bat bién cta M}.

Ta da biét X 1a module con liiy linh ciia M khi va
chikhi Ix 1a ideal phai loty linh cua S, va X 1a module
con lliy linh va hoan toan bat bién cua M khi va chi
khi Iy 14 ideal Ity linh ctia S nén Np(S) = Yjerl =
ZXE}[ IX = IZXej}-[X = INP(M)’

Mat ‘khéc, N Ne(S) =Ygl = ZxexIx =
Iy s x- Dicu 7néy dan Qén Np(M) = Yxex X, nghia
1a Np(M) = tong cua tat ca cdc module con lily linh
va hoan toan bat bién ciia M.
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(2) Tir Ménh dé 3.3, P(M) chira tat ca cac
module con liiy linh cia M. Do @6 Np(M) c P(M).
|

Tir Ménh dé 3.4 va Dinh 1y 3.12 ta ¢6 hé qua sau:

H¢ qua 3.13 Cho M 1a mot R-module phai, hiru
han sinh va tu sinh. Néu M 1a module Noether thi
Np(M) = P(M).

Tir Ménh dé 3.5 va Dinh Iy 3.12 ta ¢6 hé qua sau:

Hé qua 3.14 Cho M 1a mét R-module phai, hiru
han sinh va tu sinh. Néu M 1a module Artin thi
Np(M) = P(M) = Rad(M).

4 KET LUAN

Bai bao nay d trinh bay mot s6 két qua vé anh
va tao anh ctia cac module con nguyén té ciia mot
R-module. V4n d& anh va tao anh cta cac module
con lily linh, tong cta cac module con lity linh ciing
dugc trinh bay cing chimg minh chi tiét. Cac két
qua dat duoc trong bai bao c¢6 thé duge mé rong cho
bai toan anh va tao anh cua cac module con nil, tong
cua cac module con nil ctia mot R-module M va dé
s& 1a dinh hudng nghién ctru, phat trién tir két qua
cua bai bao nay.
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