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ABSTRACT 

The purpose of this paper is to study the smoothness of 
generalized solution for the seccond initial boundary 
value problem for hyperbolic equation in infinite 
cylinders with base containing conical points. Some 
important results on the unique existence, smoothness of 
the solution for the problem in Sobolev spaces were 
given. 

TÓM TẮT 

Bài báo này công bố kết quả nghiên cứu về tính trơn của 
nghiệm suy rộng của bài toán giá trị biên ban đầu thứ hai 
đối với phương trình truyền sóng (phương trình 
hyperbolic) trong hình trụ vô hạn với đáy chứa điểm nón. 
Một số kết quả quan trọng về sự tồn tại duy nhất, tính 
trơn của nghiệm của bài toán trong các không gian 
Sobolev đã được trình bày ở đây. 

 
1 MỞ ĐẦU 

Trong bài báo này, chúng tôi xét bài toán biên 
ban đầu thứ hai đối với phương trình hyperbolic 
trong miền trụ vô hạn với đáy không trơn, bài toán 
đang được nhiều nhà toán học trong và ngoài nước 
quan tâm. Các hệ số của phương trình hyperbolic 
bậc hai được xét ở đây phụ thuộc vào cả hai biến 
thời gian và không gian. Cấu trúc của bài báo gồm 
5 phần có thể mô tả như sau: Trước tiên chúng tôi 
giới thiệu một vài không gian hàm và các kí hiệu 
trong mục 1; Thiết lập bài toán và các kết quả 
chính được trình bày trong mục 2; Mục 3 giới thiệu 
một số bổ đề phụ trợ; Mục 4 trình bày chứng minh 
định lí về tính trơn của nghiệm suy rộng và mục 5 
giới thiệu một số hướng nghiên cứu tiếp theo.  

Cho   là một miền bị chặn trong , 2n
n

với biên của nó là   thỏa mãn điều kiện  
\ {O}    là mặt khả vi vô hạn và   trùng với 

nón { : }
| |

 
x

K x G
x

 trong lân cận của gốc tọa độ O , 

ở đó G  là một miền trơn trong mặt cầu đơn vị 
1nS  của n . 

Với mỗi số thực dương T , đặt (0, )  TT ,

(0, )TS T  , (0, )   , (0, )    . 

 Với mỗi đa chỉ số ( , ..., )1   
n

n  , ta đặt 

1| | ... n      và kí hiệu 
1

| |

1 ...




 



  n

n

D
x x

.  
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Với mỗi hàm véc tơ giá trị phức 1( ,..., ) su u u

xác định trong  , ta kí hiệu 
1

( ,..., )  
su u uD D D , 

1( ,..., )


 
  

j

jjj
s

j j jt

uuu
u

t t t
, 

1
22

1

( | | )


 
s

j
j

u u .  

 Giả sử l là một số nguyên không âm, trong bài 
báo này chúng tôi sử dụng các không gian hàm sau. 

( )lC là không gian các hàm khả vi liên tục 

đến cấp 0l trên . 

0( ) ( )  C C  là không gian các hàm liên tục 

trên . 

0

( ) ( )






   l

l

C C là không gian các hàm khả vi 

vô hạn trên . 

0 ( )C  là không gian các hàm khả vi vô hạn 

có giá compact trong . 

2 ( )L   là không gian các hàm bình phương 

khả tích trên   với chuẩn   

2

1
2 2

( )|| || ( | ( ) | )


 Lu u x dx  

2 ( , ) TL  là không gian các hàm bình phương 

khả tích trên T  với chuẩn   

2

1
2 2 2

( , )|| || ( | ( , ) | )







 T

T

t
Lu u x t e dxdt  

( )lH là không gian gồm các hàm véc tơ ( )u x  

có đạo hàm suy rộng 2 ( ),| |  pD u L p l , với 

chuẩn  

 
1
22

( )
| |

( | | )




  l

p

H
p l

u D u dx . 

,0 ( , )( )  l t
TH e   là không gian gồm các 

hàm ( , ), ( , )Tu x t x t   có đạo hàm suy rộng 

,| |pD u p l  với chuẩn  

1
2

,0
2 2

( , )
| |

( | | )l t
T

T

p t
H e

p l

u D u e dxdt





  

Đặc biệt, chúng ta đặt  0,0
2( , ) ( , ).t

T TL H e      

,1 ( , )( )  l t
TH e   là không gian gồm các 

hàm ( , ), ( , ) Tu x t x t   có đạo hàm suy rộng 

,| |pD u p l  với chuẩn  

1
2

,1
2 2 2

( , )
| |

( (| | | | ) ) .





  l t
T

T

p t
tH e

p l

u D u u e dxdt  

2(0, ; ( )) L T L  là không gian gồm các hàm giá 

trị phức đo được : (0, ) ( ), (., )2  u T L t u t thỏa 

mãn 

22
( )(0, ; ( ))

0
|| || es sup || (., ) ||LL T L

t T
u s u t 

 
  

Bây giờ chúng ta sẽ giới thiệu toán tử vi phân 
sử dụng trong suốt bài báo 

ij
, 1

( , , ) ( )
n

i j i j

L L x t D a a
x x

 
  

  ,          (1.1) 

ở đó ( , ), i,j 1, ...,ij ij a a x t n  là các hàm giá 

trị phức bị chặn khả vi vô hạn trong 
Q và  

( , )a a x t là  hàm giá trị thực bị chặn khả vi vô 

hạn trong Q . Hơn nữa chúng ta giả sử 

( , ) ( , )ij a x t a x tji  với mọi .., điều này có nghĩa là 

toán tử L tự liên hợp hình thức. Giả sử rằng 

ij , , 1,...,a i j n  liên tục theo x  đều với  

[0, ) t  và tồn tại một hằng số dương 0  sao cho 

2
ij 0

, 1

( , ) | | , \{0},( , )    


   
n

n
i j

i j

a x t x t . (1.2) 

2 ĐẶT BÀI TOÁN VÀ CÁC KẾT QUẢ CHÍNH 

Cho   là miền bị chặn trong n  ( 2n ) với 
biên của nó là   thỏa mãn điều kiện 

\{0}    là mặt khả vi vô hạn. Hơn nữa ta giả 

sử rằng   trùng với nón 
| |{ : }x
xK x G   trong 

lân cận nào đó của gốc tọa độ O, ở đó G là một 

miền trơn trong mặt cầu đơn vị 1nS   của n . Kí 
hiệu: TQ =  (0, T), TS = (0, T) (T >0). 

Trong hình trụ 
TQ , 0 T   , chúng ta xét bài 

toán biên ban đầu thứ hai đối với phương trình 
hyperbolic cấp hai: 
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( , , ) ( , ) ttL x t D u u f x t , ( , ) , Tx t Q                (2.1)   

 
0 0

0,
 
  tt t

u u x                (2.2)  

0,
TS

Nu                                                  (2.3) 

ở đó ( , )f x t   là véc tơ hàm giá tri ̣ phức, 

( , , )L x t D  là toán tử  (1.1) đã giới thiệu ở trên, 

ij
, 1

( , , ) ( , ) os( , )



 


n

i
i j j

u
Nu N x t D u a x t c x v

x
,  

v là vectơ pháp tuyến đơn vị ngoài đến TS . 

Định nghĩa 2.1: Hàm vectơ ( , )u x t  đươc̣ goị 

là nghiêṃ suy rôṇg trong không gian  
1,1( , )t

TH e Q  của bài toán (2.1) – (2.3) nếu 
1,1( , ) ( , ), ( , 0) 0t

Tu x t H e Q u x   và với mỗi  ,

0   T , đẳng thức sau 

ij
, 1

( )
  

  


 
  

   
n

t t
i j j iQ Q Q

u
u dxdt a au dxdt f dxdt

x x
 (2.4) 

đúng với với mọi hàm thử 1,1 ( , )  t
TH e Q , 

sao cho ( , ) 0 x t , [ , ).t T  

Với mỗi số nguyên không âm h, ta đặt 

0

0

( 1)(2 1)

2h
n h  


  

    

ở đó: 
2 2 2

0 0
0

( 1) ( 1) 4
0

2

n n   


    
   

Định lý 2.2: (Định lí về tính trơn của nghiệm 
suy rộng). Giả sử các hệ số của toán tử L(x,t,D) 
thỏa mãn điều kiện (1.2) và 

i)  ij| |,| | , , 1,..., ,0 1,
            

k k

k k

a a
i j n k h

t t
 

( , ) , const > 0  Tx t Q  

ii) 2 ( , ), 0  k k Tt
f L Q k h ,     

iii) ( ,0) 0, 0 1   kt
f x k h . 

Khi đó với mọi số thực   h , nghiệm suy rộng 

( , )u x t  trong không gian 1,1 ( , ) t
TH e Q của bài toán 

(2.1)-(2.3) có đạo hàm suy rộng theo t tới tận cấp h 
với 1,1( , ), 0,..., k Tt

u H Q k h . Hơn nữa bất đẳng 

thức sau đúng  

   1,1
2

2
( , )( , )

0

|| || || || 


 k t k
k TT

h

L Qt H e Q t
k

u C f  

ở đó C là hằng số dương không phụ thuộc vào 
u và f. 

3 MỘT SỐ BỔ ĐỀ PHỤ TRỢ 

Để chứng minh Định lí 2.2 trước tiên ta giới 
thiệu các bổ đề sau mà có thể tìm thấy cách chứng 
minh nó trong Nguyen Manh Hung and Phung Kim 
Chuc (2012). 

Bổ đề 3.1: Giả sử các hệ số 

ij ij ( , ), , 1,..., , ( , )  a a x t i j n a a x t của toán tử 

L(x,t,D) thỏa mãn điều kiện (1.2) và ij ( , )a x t liên 

tục theo x  đều với  [0, ) t . Thì tồn tại hai 

hằng số 0 0   và 0 0   sao cho 

1ij 0 ( )
, 1

|| ||


  

 
 

   
n

H
i j j i

u u
a dx auudx u

x x
 

20 ( )
|| ||




L
u  

với mọi u=u(x,t) 1,0 ( , ) t
TH e Q  . 

Bổ đề 3.2: (Bất đẳng thức Gronwall-Bellman) 
Giả sử u(t) và ( ) t là những hàm khả tích không 

âm trên đoạn [0,T] và ( ) t  có đạo hàm ( ) t khả 

tích trên [0,T] sao cho 
0

( ) ( ) ( )    
t

t

u t t L u d  

với mọi 0 0[ , ], 0 t t T t , ở đó L là hằng số 

dương. Thì  

0

( )
0( ) ( ) ( )      

t
L t

t

u t t e d với mọi 0[ , ]t t T .    

Bổ đề 3.3: Giả sử các hệ số của toán tử L(x,t,D) 
thỏa mãn điều kiện (1.2) và 

i) 
ij| |,| | , , 1,..., , 1,

       
   

k k

k k

a a
i j n k

t t
 

( , ) , const > 0  Tx t Q , 

ii) 2 0( , ) Tf L Q , với 
2 2 2

0 0
0

0

( 1) ( 1) 4

4

   



   


n n

,  

iii) ( ,0) 0f x . 
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Thế thì với mọi số thực dương  sao cho 

0  , bài toán (2.1)-(2.3) có duy nhất một 

nghiệm suy rộng ( , )u x t  trong không gian 
1,1 ( , ) t

TH e Q . Hơn nữa bất đẳng thức sau đúng  

1,1
2

2

( , ) (0, ; ( ))
|| || || || 

  
tH e Q L L

u C f  

ở đó C là hằng số dương không phụ thuộc vào 
u và f. 

4 CHỨNG MINH ĐỊNH LÍ 2.2 

Giả sử 1{ ( )} 
k kx  là một hệ hàm trong 1( )H W  

sao cho bao đóng tuyến tính của nó lại chính là 
1( )H W  và một hệ trực chuẩn  trong 

2
( )L W .  Chúng 

ta xét dãy hàm sau   

1

( ) ( )
N

N N

k k
k

u C t xj
=

= å  

ở đó 1( ( ),..., ( ))N N
NC t C t  là nghiệm của hệ phương 

trình vi phân thường tuyến tính cấp hai: 

2

ij2
, 1

( )


 
 

 
  

   
N Nn

Nl
l l

i j j i

u u
dx a au dx

x xt
 




 lf dx            (4.1) 

với điều kiện ban đầu là  

(0) (0) 0, 1,..., .  N N
k k

d
C C k N

dt
             (4.2) 

Nhân đẳng thức (4.1) với 
( )N

ldC t

dt
 và lấy tổng 

theo l  từ 0 đến N, ta nhận được: 

ij
, 1

( )
 


  

  
NNn

N N N Nt
tt t t

i j j i

uu
u u dx a au u dx

x x



 N
tf u dx            (4.3) 

Giả sử   là một số dương, T  , tích phân 
hai vế của (4,3) theo t từ 0 đến t  ta được 

ij
, 1

( )
 




  

  
NNn

N N N Nt
tt t t

i j j iQ Q

uu
u u dxdt a au u dxdt

x x
 



  N
t

Q

f u dxdt               (4.4) 

Cộng (4.4) với liên hợp phức của nó ta có 

2Re


 N N
tt t

Q

u u dxdt   

ij
, 1

2Re ( )





 

 
NNn

N Nt
t

i j j iQ

uu
a au u dxdt

x x
 

2 Re


   N
t

Q

f u dxdt              (4.5) 

Từ đây, tích phân từng phần (4.5)  với điều kiện 
(4.2) ta nhận được 

2
ij

, 1

ij

, 1

| | ( )

( )



  



 
 

 

   
 

   

 



N Nn
N N N

t
i j j i t

N Nn
N N

i j j iQ

u u
u dx a au u dx

x x

a u u a
u u dxdt

t x x t

 

2 Re


  N
t

Q

f u dxdt                       (4.6) 

Cộng 0

( )



 

N N

Q

u u
dxdt

t
 vào hai vế của (4.6) 

và sử dụng tích phân từng phần ta được            

2
ij

, 1

0

ij

, 1

| | ( )

( )

( )








  

 



 
 

 



   
 

   

 





N Nn
N N N
t

i j j i t

N N

t

N Nn
N N

i j j iQ

u u
u dx a au u dx

x x

u u dx

a u u a
u u dxdt

t x x t

  

0 ( ) 2 Re
 

 
 

 N N N
t

Q Q

u u dxdt f u dxdt
t

      (4.7) 

Chúng ta có  

( )
2Re( )


  



N N
N N N N N N
t t t

u u
u u u u u u

t
. Do đó 

2
ij

, 1

0

ij

, 1

| (., ) | ( )

( )

( )










  

 



 
 

 



   
 

   

 





N Nn
N N N
t

i j j i t

N N

t

N Nn
N N

i j j iQ

u u
u dx a au u dx

x x

u u dx

a u u a
u u dxdt

t x x t

 



Tap̣ chı́ Khoa hoc̣ Trường Đaị hoc̣ Cần Thơ  Phần A: Khoa học Tự nhiên, Công nghệ và Môi trường: 40 (2015): 7-16 

 11 

02 Re ( ) 2 Re
 

  N N N
t t

Q Q

u u dxdt f u dxdt
       (4.8) 

Áp dụng bổ đề (3.1) và Bất đẳng thức Cauchy 
ta được 

1
2

2 2

( ) 0 ( )
|| (., ) || || (., ) ||N N

t L H
u ut m tW W

+  

2 2

1

( | | | | )
n

i iQ

u
n u dxdt

x
t

m m
=

¶
£ +

¶åò  

2(( 1) ) | |
Q

n u dxdt

t

m e+ - +ò
2

2 20( | | | | )
( 1)

N

t t

Q

u u dxdt
n

t

l
d

m e
+ +

- +ò  

2 0

2

( , )
|| ||

L
f g

t
d W+  

2

2 2 2

1

2
2 2 20

( )

( | | | | ) | |

( | | | | ) || ||

n

i iQ Q

N

t t L

Q

u
n n u dxdt u dxdt

x

u u dxdt f

t t

t

m m e

l t
d

e d

=

W

¶
£ + +

¶

+ + +

åò ò

ò
 

Từ đó ta có                       

1
2

1

2

2 2

( ) 0 ( )

2

( )
0

2
20
( )

0

|| (., ) || || ||

(( 1) ) || ||

( ) || ||

N N

t L H

N

H

N

t L

u u

n u dt

u dt

t

t

t m

m e

l
d

e

W W

W

W

+

£ + +

+ +

ò

ò

       

2

2

( )

0

1
|| ||

L
f dt

t

d W+ ò          (4.9) 

 ở đó 0  , ons 0  c t  là các hằng số tùy ý. 
Từ (4.9)  ta có 

12

2

1

2 2
( ) 0 ( )

2
20

( )
0

2
2 ( )
0

|| (., ) || || (., ) ||

( ) ( || ( , ) ||

(( 1) )
|| ( , ) || )



  

 


  
 

 







 

 






N N
t L H

N
t L

N
H

u u

u x t

n
u x t dt

      

2

2
( )

0

1
|| ||



   Lf dt                     (4.10)  

ở đó 0  , ons 0c t    là các hằng số tùy ý. 
Bây giờ ta xét đẳng thức sau  

0 2
0

(( 1) )n   
 
 




 

ở đó 0 0,   là các hằng số được xác định trong 

Bổ đề 3.1  và   lấy từ giả thiết của định lí.  

Từ đẳng thức trên ta có    

2
0 0

0

(( 1) )    


 
  


n

                  

Chọn 
2 2 2

0 0
0

( 1) ( 1) 4
0

2

   


    
 

n n
 

Từ đó ta có 0   với  0   và   

2
0 0

0 0

2 2 2
0 0

0
0

( 1)( 1)

( 1) ( 1) 4
2

2

   
  

   




  
  

   
 

nn

n n
 

Từ đây viết (4.10) như sau: 

1
2

2

1

2 2
( ) 0 ( )

2
( )

0 0

2
0 ( )

|| (., ) || || (., ) ||

( 1)
( || ( , ) ||

|| ( , ) || )



  

 




 







 






N N
t L H

N
t L

N

H

u u

n
u x t

u x t dt

  

2

2
( )

0

( ) || ||


   LC f dt            (4.11) 

ở đó 0 , ( )   C  là hằng số dương phụ thuộc 

và e . 

Đặt  

1
2

2 2

0 ( ) 0 ( )
( ) || (., ) || || (., ) ||N N N

t L H
J t u t u tmW W

= + . 

Ta thấy với mọi 
0

g g> tồn tại 
0

e e>  sao cho 

0 0
0

( 1)
2 2 ( ) 2

    


 
  

n
. 

Từ (4.11) ta nhận được 

2

2

0 0 0 ( )

0 0

( ) 2 ( ) ( ) ( ) || ||N N

L
J J t dt C f dt

t t

t g e e
W

£ +ò ò  
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ở đó ( )C e là hằng số chỉ phụ thuộc vào e . Từ 

bất đẳng thức này và Bổ đề 3.2 ta có 

0 0

2

2 ( ) 2 ( ) 2

0 ( )

0

( ) ( ) || ||tN

L
J C e e f dt

t
g e t g et e -

W
£ ò . (4.12) 

Mặt khác ta có 

0 0

2 2

2 0

2 ( ) 22 2
( ) ( )

0 0

2
( , )

|| || || ||

|| ||

 
  



 
 



 

T

t t
L L

L Q

e f dt e f dt

f
. 

Từ (4.12) và bất đẳng thức trên ta nhận được 

0

2 0

2 ( ) 2

0 ( , )
( ) ( ) || ||

T

N

L Q
J C e f dtg e t

gt e£ . 

Điều đó có nghĩa là 

1
2

2 2

( ) 0 ( )
|| (., ) || || (., ) ||N N

t L H
u ut m tW W

+  

0

2 0

2 ( ) 2

( , )
( ) || ||

TL Q
C e f dtg e t

ge£          (4.13) 

Nếu 
0
1m ³  thì từ (4.13) ta có 

1
2

0

2 0

2 2

( ) ( )
2 ( ) 2

( , )

|| (., ) || || (., ) ||

( ) || ||
T

N N

t L H

L Q

u u

C e f dtg e t
g

t t

e
W W

+

£ . 

Nếu 00 1   thì từ (4.13) ta có 

1
2

0

2 0

2 2
( ) ( )

2 ( ) 2
( , )

0

|| (., ) || || (., ) ||

( )
|| ||  



 




 



T

N N
t L H

L Q

u u

C
e f dt

. 

Tóm lại cả hai trường hợp 0 1   và 00 1   

ta thấy tồn tại một hằng số 0 ( ) 0 C  chỉ phụ 

thuộc vào e  sao cho 

12

2 2
( ) ( )

|| (., ) || || (., ) ||  
N N

t L H
u u  

0
2 0

2 ( ) 2
0 ( , )( ) || ||  


TL QC e f dt .   (4.14) 

Nhân cả hai vế của (4.14) với 2e  sau đó lấy 
tích phân theo   từ 0 đến T, ta được 

1,1
2

( , )
|| || 

T

N
H e Q

u  

0
2 0

2( ( ) )2
0 ( , )

0

( ) || ||   
  T

T

L QC f e d    (4.15) 

Ta thấy 
0
( )g g e" >  thì 0 ( ) 0     và 

2( ( ) )0

0

  




T

e d  hội tụ. Hơn nữa,  phụ thuộc 

vào   do đó từ (4.15) ta có 

1,1
2 0

2 2

( , )( , )
|| || || ||

TT

N

L QH e Q
u C fg g£         (4.16) 

ở đó C là hằng số dương chỉ phụ thuộc vào g . 

Từ (4.16) suy ra 
1

{ }N
N

u ¥
=

 là một dãy bị chặn 

đều trong không gian 1,1 ( , )


tH e Q . Do đó tồn tại 

một dãy con của dãy { }Nu  (ta vẫn dùng ký hiệu là 

{ }Nu ) hội tụ yếu trong 1,1 ( , )


tH e Q  tới nghiệm  

u(x,t)  1,1 ( , )


tH e Q của bài toán.  

Đạo hàm h lần theo biến t hai vế của (4.1) ta có 
2

ij2
, 1

( ( ))


 
 

  
 

   
N Nn

Nl
l lh h

i j j i

u u
dx a au dx

x xt t




  h lt
f dx                          (4.17) 

Từ giả thiết của định lí ta nhận được 

2
1

( )
(0, ), 0 



   
h N

l
h

d C t
L T

dt
 

Nhân đẳng thức (4.17) với 
1

1

( )h N

l

h

d C t

dt

+

+
 và lấy 

tổng theo l  từ 0 đến N , ta nhận được: 

  

2 1

1

1ij
, 1

( ( ) ( ) )

h h

h

h h
ht

N N

t t

NNn
N Nt

t t
i j j i

u u dx

uu
a au u dx
x x

+ +

+

+

W

=W

¶¶
+ -

¶ ¶

ò

åò
  

1h h

N

t t
f u dx+

W

= -ò                     (4.18) 

Tích phân (4.18) trong khoảng (0, )t , ta được 

2 1

1

1ij
, 1

( ( ) ( ) )

h h

h

h h h

N N

t t
Q

NNn
N Nt

t t t
i j j iQ

u u dxdt

uu
a au u dxdt
x x

t

t

+ +

+

+

=

¶¶
+ -

¶ ¶

ò

åò

1h h

N

t t
Q

f u dxdt

t

+= -ò           (4.19) 
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Cộng (4.19) với liên hợp phức của nó ta được 

2 12Re


  h h

N N

t t
Q

u u dxdt  

1

1ij
, 1

2Re ( ( ) ( ) )









 

 
h

h h h

NNn
N Nt

t t t
i j j iQ

uu
a au u dxdt

x x
 

12 Re


   h h

N

t t
Q

f u dxdt                (4.20) 

Ta có 

1

1ij
, 1

2Re ( ( ) ( ) )









 
h

h h h

T

NNn
N Nt

t t t
i j j iQ

uu
a au u dxdt

x x
  

1

1

ij

0 , 1

2Re ( ( ))
 

 

 

   
      

 
h k h

h k h

T

N Nh n
N Nt t

k k t t
k i j j iQ

u uah a
u u dxdt

k x xt t
 (4.21) 

ở đó 
!

!( )!

 
   

s s

k k s k
  

Đặt 

1

1

ij

, 1

( , , ) ( )


 



  
 

  
hh kt

k h k h

N Nk kn
N Nt

k kt t t
i j j i

u va a
B u v t u v dx

x xt t
, (4.22) 

Ta có 0( , , ) ( , , )
t

B u v t B u v t= . Sử dụng tích 

phân từng phần và giả thiết  

ij ji , , 1,..., , a a i j n  

ta được công thức sau : 

0

2Re ( , , ) ( , , ) ( , ,0)


  k k ktt t t
B v v t dt B v v B v v

   

1

0

( , , )


 kt
B v v t dt            (4.23) 

Từ (4.22) và sử dụng bất đẳng thức Cauchy ta 
nhận được 

1

1 1

ij

, 1

( , , ) ( )
hh kt

k h k h h k h

N Nk kn
N N N Nt

k kt t t t t
i j j i

u ua a
B u u t u u dx

t x x t



   



  
 

   
 

1

2

( )
| ( , , ) | ( 1) || ||


 k h h h

N N N

t t t t H
B u u t n u         (4.24)  

 
1

1ij
, 1

2Re ( ( ) ( ) )









 
h

h h h

T

NNn
N Nt

t t t
i j j iQ

uu
a au u dxdt

x x
 

1

0 0

2 Re ( , , )


 



 
  

 
  k h k h

h
N N

t t t
k

h
B u u t dt

k
                    

Mặt khác, từ giả thiết ( ,0) 0, 0 1   kt
f x k h

và điều kiện (4.2) ta có 

0, 0


  


k

N

t

i

u
k h

x
. 

Sử dụng công thức (4.23) với  h

N

t
v u và tích 

phân từng phần ta nhận được 

1

1ij
, 1

2Re ( ( ) ( ) )









 
h

h h h

T

NNn
N Nt

t t t
i j j iQ

uu
a au u dxdt

x x
 

1

0

1 0

( , , ) ( , , )

2 Re ( , , )







 



 

 
  

 



 

h h h h

k h k h

N N N N
tt t t t

h
N N

t t t
k

B u u B u u t dt

h
B u u t dt

k

0

1

( , , ) ( , , )

2 Re ( , , )









 

 
  

 





h h h h

k h k h

N N N N
tt t t t

h
N N

t t t
k

B u u B u u t dt

h
B u u dt

k

1

1

1 0

1

2Re ( , , )

2Re ( , , )

k h k h

k h k h

h
N N

t t t
k

h
N N

t t t
k

h
B u u t dt

k

h
B u u t dt

k

t

+ -

- +

=

=

æ ö÷ç ÷ç- ÷ç ÷ç ÷çè ø
æ ö÷ç ÷ç- ÷ç ÷ç ÷çè ø

å ò

å
 

0

1

( , , ) (2 1) ( , , )

2 Re ( , , )

h h h h

k h k h

N N N N

tt t t t

h
N N

t t t
k

B u u h B u u t dt

h
B u u dt

k

t

t

t-

=

= - +

æ ö÷ç ÷ç+ ÷ç ÷ç ÷çè ø

ò

å
 

k +1 h - k h

τh
N N

t t t
k =1 0

h
- 2Re B (u , u , t)d

k
t

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
å ò . 

1

1

2Re ( , , )k h k h

h
N N

t t t
k

h
B u u t dt

k - +

=

æ ö÷ç ÷ç- ÷ç ÷ç ÷çè ø
å        (4 .25) 

Mặt khác sử dụng tích phân từng phần, điều 

kiện (4.2) và giả thiết ( , 0) 0, 0 1   f x k hkt
 

ta có  

2 1 1
2

2
( )2 Re || (., ) ||



    h h h

N N N
Lt t t

Q

u u dxdt u        (4,26) 

Từ (4.24)-(4.25) viết lại (4.20) như sau 

 1
2

2
( )|| (., ) || ( , , )   h h h

N N N
Lt t t

u B u u  
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0

(2 1) ( , , )


    h h

N N
t t t

h B u u t dt  

1

2 Re ( , , )



 
  

 
 k h k h

h
N N

t t t
k

h
B u u

k
 

1

1 0

2Re ( , , )k h k h

h
N N

t t t
k

h
B u u t dt

k

t

+ -

=

æ ö÷ç ÷ç- ÷ç ÷ç ÷çè ø
å ò  

1

2 0

2Re ( , , )k h k h

h
N N

t t t
k

h
B u u t dt

k

t

- +

=

æ ö÷ç ÷ç- ÷ç ÷ç ÷çè ø
å ò  

12Re k h

N

t t
Q

f u dxdt

t

+- ò                                  (4.27) 

Áp dụng Bổ đề (3.1) và (4.24) sau đó sử dụng 
bất đẳng thức Cauchy ta có 

1 12

1

2 2
( ) 0 ( )

2
( )

0

|| (., ) || || (., ) ||

(2 1)( 1) || ||


  



  





   

h h

h

N N
Lt t H

N
t H

u u

h n u dt

 

1 1

1 1

1
2 2

,1( ) ( )
0

1
2 2

,2( ) ( )
00 0

|| (., ) || ( ) || (., ) ||

|| || ( ) || ||
 

   

 



 




 


 

 



 

h h

h h

h
N N

ht H t H
k

h
N N

ht H t H
k

u C u

u C u dt

 

1
2

2 2
( )

0

1
|| || | |








   h h

N
Lt t

Q

u dt f dt  

ở đó 00     và ,1 ,2( ), ( ) h hC C là các hằng số 

dương phụ thuộc vào e . Từ đó ta được 

1 12

1 1 2

2 2
( ) 0 ( )

2 2
( )( )

0 0

|| (., ) || ( ) || (., ) ||

((2 1)( 1) ) || || || ||

h h

h h

N N
Lt t H

N N
Lt H t

u u

h n u dt u dt
 

   

  





 



 

     

 

1 1

1 1
2 2 2

,1 ,2( ) ( )
0 0 0

1
( ) || (., ) || ( ) || || | |h h h

h h
N N

h ht H t H t
k k Q

C u C u dt f dt



  



 

 
 

     

1 12

2 2
( ) ( )

0

(2 1)( 1)
(|| || || || )h h

N N
Lt t H

h n
u u dt

  
  

  
 

 

1 1

1 1
2 2

,1 ,2( ) ( )
0 0 0

( ) || (., ) || ( ) || ||


  
 

 
 

  h h

h h
N N

h ht H t H
k k

C u C u dt

21
| |




  ht
Q

f dt                  (4.28) 

Đặt  
0

(2 1)( 1)h n    


  
   

ta có 

0

(2 1)( 1)
( )h

h n    
 

  
 


. 

Từ đó và (4.28) ta nhận được 

1 12

2 2
( ) 0 ( )

|| (., ) || ( ) || (., ) ||h h
N N

Lt t H
u u     

   

1 12

2 2
( ) 0 ( )

0

( ) (|| || ( ) || || )h h
N N

h Lt t H
u u dt


     

    

1 1

1 1
2 2

,1 ,2( ) ( )
0 0 0

( ) || (., ) || ( ) || ||


  
 

 
 

  h h

h h
N N

h ht H t H
k k

C u C u dt

21
| |




  ht
Q

f dt .              (4.29) 

Bây giờ bằng qui nạp ta chứng minh bất đẳng 
thức sau  

1
2

( )2 2
( , ))( )

0

|| (., ) || ( ) || (., ) ||  
   



 s
s k

k

s
N

s Lt H t
k

u C e f

(4.30) 

với mọi 0, 0     s  , là đúng với 0s   

Với s=0 bất đẳng thức (4.30)  theo (4.14) hiển 
nhiên đúng.  

Giả sử với 1s   bất đẳng thức (4.30)   đúng 
với  1s  . Ta chứng minh nó đúng với s. Thay h=s 
vào (4.29) ta được  

1 12

2 2
( ) 0 ( )

|| (., ) || ( ) || (., ) ||s s
N N

Lt t H
u u     

   

1 1
2

2 2
( ) 0 ( )

0

( ) (|| || ( ) || || )


     
   s s

N N
s Lt t H

u u dt  

1 1

1 1
2 2

,1 ,2( ) ( )
0 0 0

2

( ) || (., ) || ( ) || ||

1
| |




  



 

 
 

 



  



s s

s

s s
N N

s st H t H
k k

t
Q

C u C u dt

f dt

.      

Với 00    . Do đó, sử dụng giả thiết qui 

nạp và ,( 1)
k s k

k sg g -£ £ - , từ bất đẳng thức 

trên ta có 

1 1
2

2 2

( ) 0 ( )
|| (., ) || ( ) || (., ) ||s s

N N

Lt t H
u ut m e t+ W W

+ -  

1 1
2

2 2
( ) 0 ( )

0

( ) (|| || ( ) || || )


     
   s s

N N
s Lt t H

u u dt  
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 



 



 





 

 
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j
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0
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
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2

2 2
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0

( ) (|| || ( ) || || )


     
   s s

N N
s Lt t H

u u dt  

1
( ) 2

1 ( , )
0

( ) || (., ) ||  
 





 k
j

j T

s

L Qt
j

C e f  

1

1 1
( ) 2

2 ( , )
0 00

( ) ( || (., ) || )


 
 

 

 

   s
j

j T

s s
t

L Qt
k j

C e f t dt  

2

2
,3 ( )

0

( ) || ||


   js Lt
C f dt .           (4.31) 

Đặt 

1 1
2

2 2
( ) 0 ( )

( ) || ( , ) || ( ) || ( , ) ||   
  s s

N N N
s Lt t H

J t u x t u x t

. 1

2

1
( ) 2

1 ( , )
0

( ) ( ) || || 
  





 s
j

j T

s
t

L Qt
j

t C e f   

1

2

1
( ) 2

2 ( , )
00

( ) ( || || )


 
 





  s
j

j T

s
t

L Qt
j

C e f dt  

2

2
,3 ( )

0

( ) || ||


   ss Lt
C f .     

Từ Bất đẳng thức (4.31) ta có 

0

( ) ( ) ( ) ( )


     N N
s s sJ J t dt .        (4.32) 

Áp dụng Bổ đề 3.2 vào bất đẳng thức (4.32) ta 
nhận được 

( ) ( )

0

( ) ( )


       s s tN
sJ e e t dt .        (4.33) 

 Từ (4.33) ta có             

1 1
2

2 2
( ) 0 ( )

|| (., ) || ( ) || (., ) ||     
 s s

N N
Lt t H

u u  

2

( ) 2
,0 ( , )

0

( ) || ||  




 s
j

j T

s

s L Qt
j

C e f .         (4.34) 

Từ bất đẳng thức trên ta có (4.30) đúng. Trở lại 
(4.29), áp dụng (4.34) với mọi 1s h£ - , lập luận 
tương tự như (4.34) ta có  

1 1
2

2

2 2
( ) 0 ( )

( ) 2
,0 ( , )

0

|| (., ) || ( ) || (., ) ||

( ) || ||  


   



  


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 

h h

h
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N N
Lt t H

h

s L Qt
k

u u

C e f
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Từ đó suy ra   

1 1
2

2 2
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|| (., ) || || (., ) ||   
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N N
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Giả sử  là một số dương sao cho   h , thì 

tồn tại 0: 0    , sao cho 

(2 1)( 1)
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0

    
 

  
  


h n
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Nhân cả hai vế của (4.35) với 2 te  sau đó lấy 
tích phân bất đẳng thức nhận được theo   từ 0 đến 
T ta có kết quả: 

1 1
2

2

( )2 2
( ) ( )

0

( ) ( ( ) )2
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Vì ( ) 0   h , nên tích  ( ( ) )

0

     h

T

e d  hội tụ. 

Hơn nữa,  phụ thuộc vào  nên từ bất đẳng thức 

trên ta nhận được 

1,1
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2 2
( , )( , )

0

|| || ( ) || || 


 h t k
k TT

h

L Qt H e Q t
k

u C f  

ở đó ( )C là hằng số dương phụ thuộc vào  .  

Vì { }h

N

t
u là dãy bị chặn trong 1,1 ( , ) t

TH e Q  với 

mọi h  nên chúng ta có thể chọn ra được một 

dãy con hội tụ yếu tới một hàm ( )hu  trong 
1,1( , )t

TH e Q . 

Chúng ta dễ dàng thấy rằng 

( 1)h h

T T

N h N
t t

Q Q

u vdxdt u v dxdt   , 

Với mọi 0 ( ) Tv C Q . Cho qua giới hạn khi 

N  , ta nhận được 
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( 1)h h

T T

h
t t

Q Q

u vdxdt uv dxdt   , 

Điều này có nghĩa là u là đạo hàm suy rộng tới 

tận cấp h theo t và ( )
h

h

t
u u= . Hơn nữa ta có 

1,1
2

2 2

( , )( , )
0

|| || || ||h t k
k TT

h

L Qt H e Q t
k

u C fg g
=

£ å  

ở đó C là hằng số dương không phụ thuộc và N 
và f.  

Định lý được chứng minh hoàn toàn. 

5 MỘT SỐ HƯỚNG NGHIÊN CỨU TIẾP TỤC 

Bài toán đã xét với hình trụ đáy chứa điểm nón 
dùng phương pháp nghiên cứu tương tự ta có thể 
trình bày bài toán cho hình trụ với đáy không trơn 
chẳng hạn như miền có tính chất đoạn. 

Chúng ta có thể thay đổi 0  để được không 

gian nghiệm rộng hơn.  
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